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0 Einleitung

Bei der wissenschaftlichen Arbeitist sehr oft die Lage gegeben, dass nicht nur eine einzige Verédnder-
liche vorliegt; zwei oder mehrere Variable sind zu untersuchen, wobei sie nicht getrennt, sondern
gleichzeitig beobachtet werden. Es ist meistens so, dass eine Variable (die sogenannte abhéngige
Variable) von einer oder sogar mehreren Variablen (den unabhangigen Variablen) abhéngig ist. So
kann es sein, dass die Kosten pro Pflegetag (abhéngige Variable) von der Produktivitédt (unabhéngige
Variable) beeinflusst werden. Die betriebswirtschaftliche Theorie zeigt ferner, dass die Einheitskosten
nicht nur von der Produktivitdt, sondern noch von anderen Einflussfaktoren abhdngig sind, wie z.B.
den Marktpreisen und dem Beschaftigungsgrad.

Generell kann also argumentiert werden, dass eine Variable (z.B. Kosten) als Funktion von einer oder
mehreren anderen Variablen (z.B. Produktivitat, Marktpreise) betrachtet werden kann. Welches ist
die praktische Bedeutung dieser Erkenntnis? Nun, man wird unter anderem daran interessiert sein,
fir bekannte Werte der unabhéangigen Variablen fehlende Werte der abhéangigen Variablen zu be-
rechnen (Interpolation, Extrapolation). Ferner wird es méglich sein, die verwendete Theorie mit Hilfe
der Statistik zu Gberprifen, zu verifizieren.

1 Theorie der stochastischen Abhangigkeit

11 Grundsatzliches
111 Funktionale und stochastische Abhiéngigkeit

Vorerst soll das Wesen der stochastischen Abhédngigkeit kurz erldutert werden. Wir gehen aus vom
Begriff der Funktion. Nach Dirichlet heisst y eine Funktion von x,d.h.y = f(x), wenn irgendwelchen
Werten von x eindeutig y-Werte zugeordnet sind. Die Zuordnung kann u.a. folgendermassen erfol-
gen:

- Mit Rechenvorschrift, und zwar explizit, d. h. y = f(x), oder |mp||2|t d.h. f(x,y) = 0.

— Durch eine Tabelle.

— Durch eine grafische Darstellung.

R.G.D. Allen (Mathematik ..., Berlin 1956, S.29) umschreibt folgendermassen: « Der Begriff der Funk-
tion umschliesst daher die Begriffe der Beziehung zwischen den Werten zweier Veréanderlicher und
der Abhdngigkeit einer Verdnderlichen von der anderenn».

Nun hat sich gerade die Betriebswirtschaftslehre sehr oft mit messbaren Gréssen zu befassen, wie
z.B. mit Kosten, Produktivitdt, Beschéaftigungsgrad, sowie mit den Beziehungen zwischen diesen
Grossen. Die Konzeption des funktionalen Zusammenhangs hat daher sehr grosse praktische
Bedeutung.

Die funktionale Abhéngigkeit ist also durch eine eindeutige Zuordnung charakterisiert, d. h. zu einem
gegebenen Wert der unabhdngigen Variablen, z.B. x;, ist der Wert der abhdngigen Variablen y;
eindeutig gegeben. Im Gegensatz dazu betrachtet man in der Statistik Wertepaare, bei denen zu jedem
x-Wert der Wert y; nicht eindeutig gegeben ist; zu jedem x; kbnnen zwei oder mehrere y; gegeben
sein. So werden wir folgendem Fall begegnen:

Kosten Produktivitat (x«)

in Fr. 100 Py
Yic 42.32 39.44
56.79 46.49

Bei diesem Beispiel gehoren zu jedem der beiden x-Werte je zwei y-Werte. Man bezeichnet eine derar-
tige Abhéngigkeit, also eine mehrdeutige Zuordnung, als stochastische (= mutmassliche) Abhan-
gigkeit. Das Problem besteht fiir den Statistiker darin, an Stelle des Punkteschwarms eine mathemati-
sche Funktion zu setzen, d.h. die stochastische Abhéngigkeit in eine funktionale Abhéngigkeit iber-
zufiihren.



112 Operationsstufen zur Problemlésung

Zur Lésung des gesamten Problemkreises kann es zweckmaéssig sein, folgende Operationsstufen zu
verwenden:

(1
@

@)

(4)

()

(6)

@
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Festlegung der Problemlage bzw. der Zielsetzung;
Aufstellung des Modells:

Entwicklung der Hypothese, d.h. Bestimmung der Einflussgréssen bzw. der abhéngigen Varia-
blen aus der betriebswirtschaftlichen Theorie (oder Empirie);

Definition der Einheiten, in denen die verwendeten Variablen gemessen werden;

Hypothese iiber die Form der Beziehung;

Formulierung des Modells in Gleichungsform (= Formulierung des Zusammenhangs) —
mathematisches Modell in allgemeiner Form.

1

Datenbeschaffung bzw. Messung der Variablen: Beobachtung, Zahlung, Versuch; Priméar- oder
Sekundérerhebung.

Schitzverfahren:

Schétzen der Regressionsparameter; Masszahlen zur Messung der Starke der stochastischen
Abhangigkeit: Bestimmtheitsmass und Korrelationskoeffizient.

Priifverfahren (Tests):

- Ursachen der Regressionsstreuung— Streuungszerlegung;
— Priifen der Hypothese, ob liberhaupt Abhéngigkeit zwischen den Variablen besteht;
— Priifen der Hypothese liber die Form der Abhéngigkeit.

Regressionsgleichung:
Ersetzung der beobachteten Werte von y, durch theoretische Werte Y,.

Vertrauensgrenzen der Schitzung. Bestimmung des Fehlers, mit welchem die Schéatzwerte be-
haftet sind (Giite der Schatzung).

Deutung der Ergebnisse:
Analyse bzw. Interpretation der Resultate.

113 Systematik

Die nachfolgenden Untersuchungen basieren auf quantitativen Merkmalen. Je nach der Zahl der
Verénderlichen unterscheidet man:

- Einfache Regression (zwei Variable)
-~ Mehrfache Regression (drei oder mehr Variable)

Je nach der Form der Regressionslinie unterscheidet man lineare oder nichtlineare Regression (Kor-
relation).

12 Einfache lineare Regression und Korrelation

121 Das Modell

Gegeben sei das mathematische Modell einer Funktionalbeziehung

Ai=a+ Bx (1

mit der abhéngigen Variablen 4. Das entsprechende statistische Modell hat die Form

y=oa—+ fx+e¢ 2@

wobei « und 8 unbekannte Parameter sind, ¢ aber eine Zufallsvariable ist. In der Praxis sind N Werte-
paare (x;, y;),i=1,2,..., N, gegeben. Diese Beobachtungen bilden N Beziehungen:

Yi=oa+ fxi+ ¢ (3)



Nehmen wir nun an, dass fir« und § die Schéatzwerte a und b vorliegen. Es ist dann

yi=a+bx +e 4
mit e; als Schatzwert fiir das unbekannte ¢;.. Als Schatzwert fiir Y, ergibt sich
Y =a+ bx; )]

In dieser Gleichung (5) erscheinen die Parameter

a = Niveaukonstante,
b = Regressionskoeffizient.

122 Schatzverfahren

1221 Regressionsparameter

Die Methode der kleinsten Quadrate erlaubt uns, Schéatzwerte sowohl fiir die Niveaukonstante a wie
auch fiir den Regressionskoeffizienten b zu finden. Wir stellen folgende Forderung auf:

N
(yi—Y)2 =8 (yi—a—bx)? = Minimum

1 i=1

N
Sel=

1 i

I ¢p=z

Zur Erfiillung dieser Forderung miissen a und b folgendem Gleichungssystem genligen:

+{ X]]b = S Y|
=1
(6)
N N N
: S x.}a + [ S x } S
Wir erhalten, wenn
— 1 M
Sl A
- 1 N
und y = wii Yi
fiir die Niveaukonstante a:
a=y—b,X @)
und fiir den Regressionskoeffizienten b:
S(x—x) (y,—Yy
b“ — ( i )({ _ Y) (8)
S(Xl—X)
Es ist nun weiter
— — 1
Si—x) (yi—y) = Sxiyi— 5 (Sx) (Sy)) = Sy |
- ¥ 1
S(x—x)2 = SxZ — 5 (Sx;)? = S, 9)
S(yi—y)? =Syi — — (Sy.)2 =S,
Durch Transformation erhalten wir folgende fiir die numerische Auswertung geeigneten Ansétze:
1
Sxiyi— g (5% (Sy)
by = = 2 (10)

Sty S



Fiir a > 0 kdnnen beim Regressionskoeffizienten b - grafisch dargestellt - folgende Verhéltnisse
vorliegen:
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Es zeigt somit:
Vorzeichen von b:
Positiv: Regressionslinie steigt
Negativ: Regressionslinie fallt
b=0: Regressionslinie parallel zur Abszisse

Betrag von b: Winkel der Regressionsgeraden zur Abszisse bzw. Ordinate.

Die Bedeutung des Regressionskoeffizienten b: Der in Ansatz (10) dargestellte Richtungsparameter
b gibt an, um wieviel die abhéngige Veréanderliche y variiert (zu- oder abnimmt), wenn die unabhéngige
Veranderliche x um eine Einheit zunimmt.

Setzen wir nun in (5) fur

a=y—bhx
so erhalten wir folgende Regressionsgleichung:

Yi=y+ byx(xi_'i) (11)

Die Regressionsgerade ist im Variationsbereich der unabhéngigen Verédnderlichen x definiert, d.h.
zwischen dem kleinsten und gréssten Wert. Sowoh! Interpolation wie Extrapolation sind maéglich,
wobei vor allem bei der Extrapolation sehr oft einige Vorsicht am Platze ist.

Umkehrung des Problems:

Es kann sinnvoll sein, von den y-Werten auf die x-Werte zu schliessen. Der Ansatz fiir die Regres-
sionsgerade lautet dann

bzw. auch
X =a+b,y (13)
Der Regressionskoeffizient b,, ist bestimmt aus
N 1 /N /N
Sxiyi—— (Sxi) ( Sy
_ =1 N i=1 / \i=1 ) _ Sxy
by = = (14)
g 2_1_ (g )2 Sy
:=1yi N Yi

i=1

Es sind somit bei der stochastischen Abhéngigkeit zwei Regressionsgeraden méglich
Y =y+b,(x—X)
und X =X+ b,(y—y)



122.2 Streuung der Einzelwerte

Die Streuung der Einzelwerte um die Regressionsgerade ist geméss folgendem Ansatz (Vgl. E.Weber,
Grundriss, 1967, S.332) zu bestimmen:

1N '
= = Yi 2 15
k=g SH—Y) (19)

Durch Transformation ergibt sich
1

2 Ssx
=g S”_S_xx (16)

Mit (15) bzw. (16) messen wir das Ausmass der Ubereinstimmung zwischen den geschéatzten und
beobachteten Werten der abhdangigen Verédnderlichen.

122.3 Bestimmtheitsmass und Korrelationskoeffizient

Wahrend bei der Regressionsanalyse (vgl. 122.1 oben) die Richtung der stochastischen Abhéngigkeit
festgestellt wird, gibt uns die Korrelationsanalyse Aufschluss (iber den Grad des Zusammenhangs.
Eine geeignete Masszahl ist vor allem das Bestimmtheitsmass B. Es ist folgendermassen definiert:

__Be=00-—yr _ S
[S(:—x7T[S(i—¥)]  SuS,

Fiir die numerische Auswertung lédsst sich der Ausdruck nach dem ersten Gleichheitszeichen trans-
formieren. Vor allem l&sst sich B auch mit Hilfe der beiden Regressionskoeffizienten errechnen. Es ist

an

B = bybyy (18)
Deutung des Bestimmtheitsmasses:

Das Bestimmtheitsmass B gibt den Anteil der Streuung der abhdngigen Verénderlichen y an, der sich
aus der Variabilitat der unabhéngigen Veranderlichen x erklaren l&sst.

Die Eigenschaften des Bestimmtheitsmasses:

(1) Bist positiv, d.h. B > 0;

(2) Variation: 0 < B < 1;

(3) Symmetriein xund y, d.h. es ist

S? S?
Xy — yXx

®=%.5, ~ 5,5,

Aus dem Bestimmtheitsmass lasst sich durch einfache Operation der Korrelationskoeffizient gewin-
nen, der somitin enger Beziehung zu dieser Masszahl steht:

r = VE (19)

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten:

(1) Vorzeichen:r <0
(2) Variation: —1 <r <+ 1
(3) Symmetrie in bezug auf die Variablen x und y:

Fir praktische Auswertungen hat das Bestimmtheitsmass gréssere Bedeutung; ihm ist vor dem Kor-
relationskoeffizienten der Vorrang zu geben.

123 Priifen von Hypothesen
123.1 Grundsétzliches

Ein Priifverfahren (Test) wird beniitzt, damit entschieden werden kann, ob eine aufgestellte Hypo-
these angenommen oder verworfen werden soll, bzw. nach A.Linder (Statistische Methoden ..., S.43):
«..., ob die Angaben einer Stichprobe mit einer Hypothese vertréglich sind oder ihr widersprechen.»



Unter einer Hypothese versteht man nach Merriam-Webster «a tentative theory or supposition provi-
sionally adopted to explain certain facts and to guide in the investigation of others».
In bezug auf die Arten von Hypothesen unterscheidet man:

- Nullhypothese;
- Alternativhypothese (Gegenhypothese).

Von grosser Bedeutung bei der Regressionsrechnung ist der Test, ob der Richtungsparameter b,
wesentlich oder nur zuféllig von einem zweiten Regressionskoeffizienten b, verschieden ist. Wir for-
mulieren folgende Hypothese (einseitiger Test):

(1) Nullhypothese Hy : by = b, = 0.62
(2) Alternativhypothese Ha: by > b,
[bzw. Ha: by < b,]
Der zweiseitige Test prift, ob zwischen b; und b, keine Differenz vorliegt bzw. die Alternativhypo-
these der gegenseitigen Abweichung, somitz.B.:

(1) Nullhypothese H, : by = b, = 0.62
(2) Alternativhypothese H,: by # b,

Fehler bei Priifverfahren:

Die Giiltigkeit von Hypothesen muss tiberpriift werden. Die Resultate lassen erkennen, ob die Hypo-
these angenommen oder aber verworfen werden muss. Dabei konnen zwei Typen von Fehlern unter-
laufen:

Typ |: Verwerfen einer Hypothese, die richtig ist (= Risiko 1. Art);

Typ ll: Annahme einer Hypothese, die falsch ist (= Risiko 2. Art).

Die folgende Ubersicht zeigt die vier Méglichkeiten:

Entscheid
Hypothese
Annahme Ablehnung
Hypothese ist richtig Richtiger Entscheid Fehlertyp |
Hypothese ist falsch Fehlertyp Il Richtiger Entscheid

Unser Entscheid ist also richtig, wenn wir

(1) Hyannehmen, wenn H,richtig ist;
(2) Hy ablehnen, wenn H, falsch ist.

Hingegen begehen wir einen Fehler von Typ I, wenn wir H, ablehnen, wenn diese Hypothese richtig
ist, bzw. einen Fehler vom Typ II, wenn wir H, annehmen, wenn H, falsch ist. Schwerwiegender ist
meistens Fehlertyp Il; man versucht ihn deshalb zu minimalisieren, indem der Stichprobenumfang
erhdht wird. Dieses Vorgehen kann mit dem Hinweis darauf begriindet werden, dass mehr Infor-
mationen bessere Entscheide erméglichen.

Fiir die Praxis ist es nitzlich, auch bei den Priifverfahren einen bestimmten Arbeitsablauf einzuhal-
ten:

(1) Problemlage

(2) Formulierung der Teilhypothese

(3) Prifverteilung

(4) Sicherheitsgrad (Entscheidungswahrscheinlichkeit)

(5) Sicherheitsschwelle

(6) Bereitstellung der Priif-Rechenformel; Berechnung des Priifwertes

(7) Entscheid (Vergleich Priifwert mit Sicherheitsschwelle); —Annahme oder Ablehnung der Hypo-
these (bzw. Alternativhypothese).

(8) Schlussfolgerungen.

10



123.2 Varianzanalyse

Die Quadratsumme der Abweichungen der Einzelwerte y; von ihrem Mittelwert y kann folgendermas-
sen zerlegt werden:

S(yi—y)2=S(Yi—y)*+ S(y,—Y)? (20)
Nun ist aber

_ 1
S(yi—y) = Sy?—~N—(Syi)’ = 8,

_ 1
SOV —)* = by [ Sxiy— - (Sx) (Syo} = b,S,

S(yi—Y)*= S;y—b,S,

Wir erhalten folgendes Schema der Streuungszerlegung:

Streuung Summe der Quadrate FG Durchschnittsquadrate
Auf der Regression byx Syy 1 sf = by Sy @1)
21
; ; 1
Um die Regression S — B Sx N—2 s; = N5 {SW — by S,,}
Insgesamt Sy N—1
Es ist ferner
2 _ 2 1
$; = S, = N—2 {Syy_byxsxy}
Es kann gezeigt werden, dass
2 _ a2
Syx = Oy
d.h. s";x ist ein zuverldssiger Schéatzwert der unbekannten Streuung c‘rﬁ.
Priifverfahren: F-Test
o DQ (auf der Regression) _ Sf ©2)
" DQ (um die Regression) ss
Freiheitsgrade: n; = 1; n,= N—2
Entscheidungskriterien:
F = Fp: Regression gesichert fiir Irrtumswahrscheinlichkeit von P 9% ©3)

F < Fp: Weitere Berechnungen nicht sinnvoll

ist die Regression gesichert, werden von Null verschieden sein:

- Regressionskoeffizient;
- Bestimmtheitsmass (Korrelationskoeffizient).

Folge: Regressionsgerade kann bestimmt werden.

123.3 Prifen der Regressionsparameter

Wir priifen, ob die Abweichungen der beiden Regressionsparameter a und b einer Stichprobe von den
entsprechenden Werten der Grundgesamtheit wesentlich oder nur zuféllig sind. Als Priifstreuung
dient uns Ansatz (16) oben, d.h.

1 S2,
Ssx = —N_-—_Q {Syv __Si‘}

Als Prifverteilung muss die t-Verteilung in Betracht gezogen werden.
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(1) Priifen der Niveaukonstanten a:

Wir verwenden folgenden t-Test:

t=2"%N (24)
Syx

mit: n* = (N —2) Freiheitsgraden.

Wir setzen nun o = 0. Es ist dann folgende Hypothese zu priifen:

Ho:a=20
Der Priifansatz wird dann zu
a  — a’N
t = N, bzw. t2 = —
Syx E Syx
(2) Priifen des Regressionskoeffizienten b:
Auch hier kommtein t-Test zur Anwendung
b, — —
t = yiﬁ V'S (25)
Syx
mit: n* = (N—2) Freiheitsgraden.
Wir priifen folgende Hypothese:
HQ ; byx = ﬁ

Diese Hypothese wird angenommen, wenn

Iow=Bl 5=y,
Syx XX
andernfalls wird sie abgelehnt.

Nun ist aber 8 meistens nicht bekannt. Es ist daher sinnvoll, den Richtungsparameter b,, mit Null zu
vergleichen. Die Frage lautet: Ist b wesentlich oder nur zuféllig von Null verschieden ? Dies ist bei der
Regressionsanalyse die eigentliche Kardinalfrage. Sollte ndmlich b = 0 sein, so hat die in Betracht
gezogene unabhé&ngige Verdnderliche keinen Einfluss auf die abh&ngige Variable.

Der Priifansatz hat folgende Form:

b X 1/ es
t=—")S« (26)
Syx
mit: n* = (N—2) Freiheitsgraden.
Esist folgende Hypothese zu priifen:
HO: byx — 0
Diese Hypothese wird abgelehnt, wenn
b _
LM ISy >t
Syx

Der Regressionskoeffizient ist in diesem Fall wesentlich von Null verschieden; die Hypothese eines
bestehenden Einflusses muss in der Folge akzeptiert, bzw. die Nullhypothese muss abgelehnt werden.

(3) Priifen der Differenz zwischen zwei Regressionskoeffizienten

Esistfolgende Hypothese zu priifen:
Hg . b1 = b2

d.h. wir priifen, ob die Differenz zwischen den beiden Regressionskoeffizienten Null ist. Fir das Praf-
verfahren vgl. E.Weber, Grundriss (6. Auflage 1967), S.338f.
123.4 Priifen des Bestimmtheitsmasses und des Korrelationskoeffizienten

(1) Priifen des Bestimmtheitsmasses

Es ist naheliegend, die Abweichung des Bestimmtheitsmasses von Null zu priifen; denn fir B = 0
muss eine Abhéngigkeit zwischen den betrachteten Variablen negiert werden.

12



Wir stellen also folgende Hypothesen auf:
He: B=10
Ha: B> 0

Nach A.Linder (Methoden, S.182) lasst sich das Priifverfahren aus der Streuungszerlegung gewin-
nen. Der Ansatz (21) kann zu diesem Zweck auch folgendermassen formuliert werden:

Streuung Summe der Quadrate FG Durchschnittsquadrate
Regression BS,, 1 s = BS,,
i 1

Einzelwerte (1—B)S,, N_>2 s = (1—B) S,

um Regression N—2

Insgesamt Sy N—1

Das Verhdltnis der beiden Durschnittsquadrate ergibt einen F-Test:

_si  BS,(N—2) B(N—2)
~ ¢ (1—B)S, (1—B)

@7

Mit: n; =1; n, = (N—2) FG und dem Entscheidungskriterium:

F > Fp: Bist wesentlich verschieden von Null; Einfluss besteht.
F < Fe:Bist bloss zuféllig von Null verschieden.

Das Bestimmtheitsmass B kann auch mit Tafelwerten (Sicherheitspunkte) tiberpriift werden (vgl. Lin-
der, Methoden, S.183 bzw. S.469-471). Verwendet wird folgender Ansatz:

Fe

Bp= —o—r
P T (N—2)+F;

(28)

Ein Bestimmtheitsmass, das kleiner ist als (28), weicht nur zuféllig von Null ab. Es gilt also das Ent-
scheidungskriterium:

B = Bp: B ist signifikant von Null verschieden.

(2) Priifen des Korrelationskoeffizienten

Auch fir das Priifen des Korrelationskoeffizienten kann ein t-Test angesetzt werden. Der Ansatz
lautet
N2
J1—re
mit: n* = (N—2) Freiheitsgraden.

Als Entscheidungskriterium gilt:
t = tp: Der Korrelationskoeffizient ist signifikant von Null verschieden.

Es ist selbstverstandlich méglich, mit Hilfe von Sicherheitspunkten (Tabellenwerten) das Priifverfah-
ren durchzufiihren.

123.5 Linearitidt der Regression

Wir haben weiter oben (vgl. Ziff.112) dargelegt, dass bei der Aufstellung des Modells eine Hypothese
tiber die Form der Beziehung zwischen den betrachteten Variablen zu formulieren ist. Meistens wird
man die Einzelwerte in einer Grafik zur Darstellung bringen und auft Grund dieser Zeichnung einen
Vorentscheid féllen. Es ist aber angebracht, dieses Vorgehen durch ein Prifverfahren abzustiitzen. So

13



wird man z.B. priifen, ob die Hypothese der Linearitit angenommen werden kann oder aber verworfen
werden muss. Geeignet zur L6sung dieses Problems ist die Varianzanalyse bzw. ein F-Test. E.Weber
(vgl. Grundriss, 1967, S.339ff.) bemerkt dazu: « Oftmals ist aus der Anordnung der Wertepaare (x,y)
ersichtlich, ob lineare Regression angenommen werden kann. In Zweifelsféllen muss eine Prifung auf
Linearitdt vorgenommen werden. Diese Priifung beruht darauf, die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen der Mittel der Beobachtungswerte von den entsprechenden Regressionswerten mit der Qua-
dratsumme der Abweichungen der Beobachtungswerte von den jeweiligen Spaltenmitteln zu ver-
gleichen.»

Das fiihrt zu folgender Anordnung:

Unabhdngige
Verédnderliche % e Xk e Xp Total
Einzelwerte yi Y11 Yik Yip
Allgemein: Yik
P
Umfang n ng np n= Sng
k=1

Nach E.Weber (Grundriss, S.3401ff.) fiihren wir die Varianzanalyse in zwei Stufen durch:

1. Stufe: Aufteilung der SQ (insgesamt) in SQ (zwischen den Spalten) und SQ (innerhalb der Spal-
ten).
2. Stufe: Zerlegung der SQ (zwischen den Spalten).

Als Ergebnis der zwei Streuungszerlegungen erhalten wir einen F-Test zur Beurteilung, ob Linearitét
angenommen werden darf oder nicht.

In den nachstehenden Schemata der Streuungszerlegung sind die fiir numerische Auswertung be-
nétigten Anséatze enthalten. Fiir die Theorie verweisen wir auf A.Linder (Methoden, S.156f1.) bzw.
E.Weber (Grundriss, S.340/341).

Wir nehmen vorerst eine einfache Streuungszerlegung mit einer Aufteilung der SQ (insgesamt) in
SQ (zwischen den Spalten) und SQ (innerhalb der Spalten) vor, d.h. also

SQ (insgesamt) = SQ (zwischen Spalten) + SQ (innerhalb).

Streuungszerlegung 1. Stufe:

Streuung SQ FG DQ
. 1 1
Zwischen den Spalten S — [Syi|2— — [SSyk )2 =B p—1 : (29)
k Mg \i noA\ki
Innerhalb der Spalten A—B=C n—p | s = ¢
n—p
Insgesamt Syy = A n—1

Es ist (vgl. oben)

1 .
S, = SSy’, —— (SSyik )2
ki n\gi |

Das SQ (zwischen den Spalten) |dsst sich weiter aufteilen in

SQ (zwischen) = S [n, (Y. — Yi)?1+ S [ne (Yi—V..)%]
k k
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Streuungszerlegung 2. Stufe:

Streuung SQ FG DQ
Auf der Regression (Sxy)2/ Sx =D 1 s; =D
e | e
Mittelwerte um Regression B—D=E pP—2 | 5 = p_2
. 1 1
Zwischen den Spalten S— (Syik)2 —_ (SSyik)2 =B p—1
k Dk \i n \ki

Aus (29) und (30) gewinnen wir folgenden F-Test:
2

F= —S%, mit: ni = (k-2 Freiheitsgraden
S n, = (n—p)
Voraussetzung: s; > sy,

Als Entscheidungskriterium verwenden wir:

F < Fp: Die DQ s} und s}, sind nur zuféllig voneinander verschieden: Lineare Regression ist zuléssig.
Der Test sagt nur aus, dass lineare Regression zulédssig sei. Es ist aber mdglich, dass eine andere
Form den Daten besser entspricht.

Ist hingegen F > Fp, so darf keinesfalls lineare Regression angenommen werden.

124 Vertrauensgrenzen der Schatzung

124.1 Grundsaétzliches

Fir die Schéatzwerte miissen zuféllige Schwankungen in Rechnung gestellt werden. Es wird unsere
Aufgabe sein, in den folgenden zwei Abschnitten Uberlegungen in bezug auf die Unsicherheit der
Schéatzwerte anzustellen, inshesondere fir

- den Regressionskoeffizienten b, bzw.

- fiir die Regressionswerte Y,.

Dabei wird es darum gehen, eine geeignete Konzeption von Streuungshereichen zu finden.

124.2 Vertrauensgrenzen fiir die Regressionsparameter

Wie bereits weiter oben angedeutet, nimmt der Regressionskoeffizient b im Rahmen der Regressions-
analyse eine ausserordentlich wichtige Stellung ein. Es ist daher gerechtfertigt, Uberlegungen anzu-
stellen in bezug auf die Unsicherheit des aus einer Stichprobe gewonnenen Schéatzwertes.

Wir haben oben in Ziff.123.3 folgenden t-Test angesetzt

— byx r
= [/ S

Aus diesem Ansatz kdnnen folgende Vertrauensgrenzen bestimmt werden (fir die theoretischen
Grundlagen vgl. K.W.Smillie, Introduction, S.10/11):

Syx
b + tp — (31)

Es sind n* = N—2 Freiheitsgrade zu beriicksichtigen.

Es ist ferner in Ansatz (31):

_ v s 8Kl
Syx = N—2 1Syy - Sxx l
bzw. Sy = Sx; _Tll_ (Sx,)?
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Selbstverstéandlich ist es auch méglich, Vertrauensgrenzen fiir die Niveaukonstante a in Rechnung zu
stellen:

Syx
d < s W (32)

Sowohl fiir Ansatz (31) als auch flir (32) sind n*= N — 2 Freiheitsgrade in Rechnung zu stellen.

124.3 Vertrauensgrenzen fiir die Regressionswerte Y;

Die Streuung des zum Wert x gehérenden Regressionswertes betrdgt (vgl. A.Linder, Methoden,
S.160; K.W.Smillie, Introduction, S.11), dargestelltin unserer Symbolik,

1 (x; —x)?
o+ 45

Der Ausdruck in der Klammer von (33)

(33)

(x; —x)?

Sx

zeigt, dass s2 mit zunehmender Entfernung der x; von x grosser wird. Mit Hilfe von (33) kénnen wir nun
die Vertrauensgrenzen definieren
a+ bx; £ tpsy (34.1)

bzw, Y + tpsy (34.2)

Es sind indiesem Ansatz fiir die Bestimmung des Tafelwertes tp insgesamt n* = (N—2) Freiheitsgrade
zu berilicksichtigen.

In der Praxis liegt sehr oft der Fall vor, dass fiir einen Einzelwert von x der dazugehorige Y-Wert pro-
gnostiziert werden muss. Fir die Streuung gilt dann:

i 1 X; — X)2
S?!(E)Nsix 1+'ﬁ+ | Sx) (35)

Fiir den Wert t: bei der Bestimmung der Vertrauensgrenzen sind auch hier n* = N—2 Freiheitsgrade
vorzumerken.

125 Zwei Regressionsgerade

Es ist oft die Sachlage gegeben, dass zwei Regressionsgerade miteinander zu vergleichen sind. Das
Vorgehen zur Losung dieses Problems gestaltet sich folgendermassen:

(1) Man wird vorerst fiir beide Regressionsgerade die Linearitat prifen;

(2) Es wird zu priifen sein, ob die Regressionskoeffizienten b; bzw. b, iberhaupt von Null verschie-
den sind;

(3) Sind lineare Abhangigkeiten als zuldssig erkannt bzw. die Richtungsparameter verschieden von
Null, so wird man schliesslich die Parallelitat prifen.

In bezug auf Niveaukonstanten bzw. Regressionskoeffizienten sind nun folgende Félle denkméglich:

Regressions- Niveaukonstanten

koeffizienten a; = ag ar - a
Gleich b1 = by by = by
Verschieden by # by by £ by

Sollte der Fall vorliegen, wo die Niveaukonstanten verschieden, die Regressionskoeffizienten aber in
Vorzeichen und Betrag gleich sind, so kann es niitzlich sein, die Distanz D zwischen beiden Regres-
sionsgeraden zu berechnen und in die Uberlegungen einzubeziehen.

Bei Nichtparallelitat wird es interessant sein, den Schnittpunkt beider Geraden zu bestimmen.
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Aus unserem soeben aufgefiihrten Schema lassen sich folgende Grafiken gewinnen:

Ao 4+ 0

Die beiden Probleme

- Linearitét (vgl. Ziff.123.5)
— Verschiedenheit von Null (vgl. 123.3)

haben wir oben behandelt. Fiir die in der Praxis hauptséchlich vorkommenden Félle (3) und (4) - ver-
schiedene Niveaukonstanten - ist es gegeben, Varianzanalyse und Regressionsanalyse zu kombinie-
ren; es resultiert die sogenannte Kovarianzanalyse, auch etwa Mitstreuungszerlegung genannt.
A.Linder (Methoden, S.220) bemerkt dazu: « Die Mitstreuungszerlegung wird vor allem beniitzt, um
festzustellen, wie eine oder mehrere unabhéngige Veranderliche sich auf die Unterschiede zwischen
den Durchschnitten einer abhdngigen Verdnderlichen auswirken. Sie kann aber auch dazu dienen, die
Unterschiede zwischen mehreren Regressionskoeffizienten zu beurteilen.»

Als Grundlage fiir die Berechnungen seien N Beobachtungen mit Werteverbindungen (x,y) gegeben.
Wir nehmen eine Ausgliederung in p Gruppen (1, 2, ..., k, ..., p) vor. Innerhalb der Teilgesamtheiten
sind die entsprechenden Werteverbindungen vorhanden. Aus diesen kénnen Summenwerte und
Durchschnitte gebildet werden. Fiir theoretische Erdrterungen verweisen wir u.a. auf die Monogra-
phien von A.Linder und E.Weber, bzw. auf das Werk von B. Ostle.

Fiir die numerische Auswertung gelangen wir zu folgendem Schema der Streuungszerlegung (36):

Streuung SQ FG DQ

1. Gerade Sy, — b1Sxy,

k-te Gerade Sy, — brSxy,

p-te Gerade S,.pyp — by Sy,

. P P 2 E
p Regressionsgerade kiSyk,k —kibksxkyk =E N—2p s = N_2p
2 D
Nichtparallelitat C—E=D = 1 S, = -
p P » C
Innerhalb der Gruppen S Sy, — b* ( S S,kyk) =C [N—p—1| s3= :
k=1 k=1 N—p—1
2 B
Zwischen den Gruppen A—C=8B p—1 5, = P—
Insgesamt Syy—bSy = A N—2
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Esistferner [vgl. SQ (innerhalb Gruppen)]
53 2w

b* == =
S SS
k

XXk
Vgl. zu diesem Schema auch: B. Ostle, Statistics in Research, 1964, S.203.

Aus der Streuungszerlegung (36) resultiert ein F-Test, der Antwort auf die Frage gibt, ob die berech-
neten Regressionskoeffizienten wesentlich oder nur zuféllig voneinander abweichen. Als Prifstreu-
ung verwenden wir 2.

Formulierung der Hypothese:

Ho: b1= b2= e = bp= b
Ha: Mindestens zwei Regressionskoeffizienten sind signifikant voneinander verschieden.

Der F-Test lautet

s; Lom=p=1
. F=—: mit: Freiheitsgraden (37)

S1 n; - N—‘2p l
Die errechnete Verhéltniszahl vergleichen wir mit dem Tabellenwert. Bei
F < Fp: Die Regressionskoeffizienten sind nur zuféllig voneinander verschieden.
Sind mindestens zwei Regressionskoeffizienten signifikant voneinander verschieden, so kann man prii-
fen, zwischen welchen Parametern Unterschiede bestehen (t-Test).
Unter der Voraussetzung der Parallelitdt der Regressionskoeffizienten kann man testen, ob die Ab-
stdnde D, wesentlich oder nur zuféllig voneinander verschieden sind. Dazu verwenden wir die unter-
sten drei Zeilen der Streuungszerlegung von (36) und erhalten folgenden F-Test:

s n =p—1
il F=—; mit: Freiheitsgraden (38)
Sa I‘I; = N '—‘p"‘-'1

Das Entscheidungskriterium:
F = Fe: Mindestens zwei der Distanzen sind signifikant voneinander verschieden.

Man kann auch hier prifen, welche Distanzen voneinander verschieden sind. Ist F < Fp, so weichen
die Distanzen nur zuféllig voneinander ab; die Regression durch den Schwerpunkt kann die stochasti-
sche Abhéngigkeit generell angeben. Wir hatten dann die Verhdltnisse, die in Grafik (1) dargestellt
sind. Es liegen also vor:

- Linearitét;

— Verschiedenheit der beiden b von Null;

- Parallelitéat;

- Distanzen nur zuféllig voneinander verschieden.

In der Praxis diirfte jedoch dieser Spezialfall nur selten gegeben sein.

13 Einfache nichtlineare Regression

131 Grundsatzliches

Im Abschnitt 12 haben wir das einfachste Modell behandelt; es betrifft die lineare Regression und Kor-
relation. Als Ergebnis des Linearitdtstests muss aber in vielen Féllen die Hypothese einer nichtline-
aren stochastischen Abhéngigkeit angenommen werden. Sehr oft weisen schon theoretische Unter-
suchungen auf eine nichtlineare Beziehung hin.

Zur Losung der vorliegenden Probleme dréangen sich folgende Methoden auf:

— Transformation auf den linearen Fall;
— Mehrfache lineare Regression;
- Orthogonale Polynome.

Es wird fallweise zu priifen sein, welches Verfahren geeignet ist, die Daten auszuwerten.
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132 Transformation auf einfache lineare Regression

Theoretische oder empirische Untersuchungen lassen es oft als zweckmdéssig erscheinen, nichtline-
are Regression anzunehmen. Der Ubergang zu Logarithmen muss sich in vielen Féllen — besonders
bei betriebswirtschaftlichen und volkswirtschaftlichen Problemen - als naheliegendste und einfachste

Losungsmaoglichkeit aufdréngen. Folgende Anséatze konnen einer derartigen Transformation unterzo-
gen werden:

Y = ab* (39)
Die Transformation ergibt
logY = loga+ x(logb)
Die Bestimmung der Parameter erfolgtin der oben dargestellten Art und Weise (vgl. Ziff.12).
Y =ax® (40)
Das Ergebnis der Transformation
logY = loga+ b (logx)

Auch hier stellen sich keine neuen Probleme. Die Erkenntnisse aus der linearen Regression finden
analoge Anwendung.

133 Mehrfache lineare Regression

In bestimmten Féllen fiihrt die Methode der mehrtachen linearen Regression zum verfolgten Ziel, eine

nichtlineare Beziehung statistischen Verfahren zu unterwerfen (vgl. dazu A.Linder, Methoden,
S.20711.).

Eine Regressionsgleichung von der Form

Y=a+ bx+ cx?
kann in die Regressionsgleichung
Y =a+ bix;+ byx,
oder auch
Y =y + by (X;—X;) 4 ba(xp—X5)

tibergefiihrt werden, mit x; = x und x, = x2. Fiir die Berechnung der Regressionskoeffizienten b;und b,
sind die entsprechenden Ansétze in Abschnitt 14 (mehrfache lineare Regression) massgebend.

Man wird im Anschluss an die Berechnungen zur Auffindung der Regressionsparameter verschie-
dene Hypothesen priifen, so z.B. ob die Regressionsgleichung mit den beobachteten Werten gut {iber-
einstimmt. Ferner kénnte man die Frage stellen, ob nicht das lineare Glied weggelassen werden
kénnte, d.h. man wird fiir b, die Hypothese priifen, ob

Ho: ﬁ1=0

Man wird eine Streuungszerlegung mit einem F-Test ansetzen, um zu priifen, ob sich der Wert von b

mit der Hypothese vertrdgt, dass g, = 0. Ist dies der Fall, wird man die eine der unabh&ngigen Varia-
blen weglassen kdnnen.

134 Regression mit orthogonalen Polynomen

Bisher haben wir bei einfacher linearer Regression folgenden Ansatz beniitzt
Y = ap,+ a;x
Durch Erweiterung erhalten wir ein allgemeines Polynom p-ten Grades
Y=a,+ a;x+ ayx®*+ ...+ a,x? (41)
Wir stellen die Forderung F auf
F = S(yi—Y;)* = Minimum .

Die Bestimmungsgleichungen lassen sich mit Hilfe der Determinantenmethode l6sen.
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Die Berechnungen kdnnen vereinfacht werden, wenn wir an Stelle von (41) folgenden Ansatz verwen-
den:
Y=Ac+ Aipi+...+ A0, (42)
In dieser Formel sind
?(k=1,2,..., p) = Orthogonale Polynome;
Ai(k=0,1,..., p) = Konstanten, definiert durch folgende Ansétze:

A, = SY[/N, bzw. ) (43)
SY ¢,

A= ——, =12 .., 44

= Sy 4 | =

Fir eingehendere Darstellungen vgl. u.a.:

Draper, N.R.: Applied Regression Analysis, 1966, S.150f.

Fisher, R. A.: Statistical Methods, 13th ed. 1963, insbes. Kap.27 und 28 (S.147-156).
Grossen, H.: Regression mit orthogonalen Polynomen, Bern 1948.

Linder, A.: Statistische Methoden, 1964, S.210fF.

Mather, K.: Statistical Analysis in Biology, London 1964 (S.1291f.).

Weber, E.: Grundriss, 6. Aufl. 1967, S.352ff.

Fiir Tafelwerte stehen zur Verfligung:
Fisher/Yates: Statistical Tables, 6th ed. 1963, S.33ff. bzw. 98ff.

Die Methode der orthogonalen Polynome ist vor allem gut geeignet zur Behandlung von Zeitreihen
(4quidistante Werte von x).

14 Mehrfache lineare Regression und Korrelation

141 Aligemeines

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir zwei Verénderliche in ihrer Abhéngigkeit untersucht.
Es gibt aber Problemstellungen, wo drei und mehr Variable gleichzeitig analysiert werden miissen. So
kann es vorkommen, dass die Kosten pro Pflegetag nicht nur von der Produktivitdt abhéngig sind, son-
dern auch von.den Marktpreisen der Produktionsfaktoren. Eine abhéngige Variable steht dann mehre-
ren Einflussfaktoren, mehreren unabhéngigen Variablen gegeniiber. Solche Probleme lassen sich nur
mit Hilfe der mehrfachen linearen Regression und Korrelation 16sen. Dabei bildet die Theorie der
einfachen linearen Regression und Korrelation die Basis, auf dem die mehrfache Regression aufge-
baut werden kann.

142 Das Modell

Wie in Abschnitt 121 oben nehmen wir eine lineare Beziehung zwischen einer abhéngigen und p unab-

héngigen Variablen an:
Y=o+ fiXi+ faXo+ ... + foXp € (45)

Es sollen ferner n Werteverbindungen vorhanden sein:

(xﬁs Xojy weey xpi! yi)r |= 112; ey N

tir p unabhéngige Variable x4, X, ..., X, und einer abhéngigen Verdnderlichen y. Die Beobachtungen
geniigen, analog zu Ziff.121, folgenden n Beziehungen:

Yi = o+ BiXy+ .o+ PBoXpi + & (46)

Fir«, By, P2, ..., Bp sollen nun Schéatzwerte vorliegen, so dass (46) wird:
yi = a+ byXy + ... + byX, + € (47)

Als Schatzwert fiir Y; ergibt sich damit fiir zwei unabhéngige Variable:
Y, = a4 byxy 4+ baXxy l (48)

Der Ansatz (48) enthiélt die Niveaukonstante a und die beiden Regressionskoeffizienten b, und b,, die
zu bestimmen sind.

20



Fur die Bedingungen und Annahmen in bezug auf das Modell vgl. K.W. Smillie, Introduction, S.41
oben. Erwdhnt sei lediglich die Beschrédnkung (vgl. Smillie, S.41, Ziff.3.2.5): «The number of sets of
observations is greater than the number of regression coefficients to be estimated,i.e.n > p + 1, and
no one independent variable is a linear combination of any of the remaining independent variables».
Wie bei der einfachen linearen Regression sind Schétzwerte aufzusuchen, Hypothesen zu priifen und
Vertrauensgrenzen zu bestimmen.

143 Schitzverfahren

143.1 Regressionsparameter

Vorerst sind die mehrfachen (partiellen) Regressionskoeffizienten zu bestimmen. Gegeben seien zwei
unabhéngige Verdnderliche und eine abhéngige Variable:

(1) Unabhédngige Verédnderliche
X1: Xq1y Xqgy oeey XiN

Xa: Xo1y Xogy +evy XoN

(2) Abhéangige Veranderliche
y: yh Y2| sery yN

Es bestehen also folgende Werteverbindungen:
(X5 ¥); i=12..,N
Es gilt die Forderung

S (yi—a—byx;;—DbyXy)? = Minimum.

Wir verzichten auf Beweise und geben als Resultat:

Niveaukonstante a: ¢
a= g——- b1 21 —_— bz*g (49)
oder auch
Sy, — by Sx{; — b, Sx
s Yi 19Xy 2 O Xoj (50)
N
Regressionskoeffizienten b, und b,:
oy = 1| Se Sues
A S"zy S"z"z
(51)
= T[S S
A 8*1*2 SXQV
wobei fiir den Ausdruck /\ gilt
A = s"1"1 8‘1’2
S"1"2 S"z"z

Die mehrfachen (partiellen) Regressionskoeffizienten messen die stochastische Abhéngigkeit je
zweier Verdnderlicher unter Konstantsetzung der dritten Variablen, deren Einfluss dadurch bei der
Analyse eliminiert wird. Man kénnte deshalb auch setzen:

b1 = byx1 * Xp
bzw. b, = b

¥Xg * Xq

Die Methode der Multiplikatoren:
(vgl. dazu E.Weber, Grundriss, S.345ff.)

Wir bezeichnen die Multiplikatoren mit dem Buchstaben ¢ und verwenden - bei drei unabh&ngigen
Variablen - folgendes Gleichungssystem:
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Cet Sx1x1 + C'QSM"Q <k Ces Sx1x3 = 1 0 0
Cet Sx2x1 + C.2 szxz + Ces 812)(3 = 0 1 0 (52)
Cet S"3’(1 + Ce2 S"alg + Ces Sx3x3 = 0 0 1

Die Auflésung des Systems liefert die Matrix der Multiplikatoren, d. h. man erhélt die Regressionskoef-
fizienten aus den Gleichungen

bi = €11 Sy + €128y + €138y,
b2 = CIQ Sx1y + Coo szy + C23Sx3y (53)

b3 = c1asx1y + Co szy + C3 Sxay

Fir die Auswertung vgl. E.Weber, Grundriss, S.346f.: Schema fiir die Berechnung der partiellen
Regressionskoeffizienten.

Die Methode der Multiplikatoren ist sehr gut geeignet, um zu einem bestimmten System (z.B. zwei unab-
héngige und eine abhéngige Variable) eine oder mehrere Variablen hinzuzufiigen (vgl. dazu die
Arbeit von W.G.Cochran: The omission or addition of an independent variable in multiple linear
regression; in Suppl. to the Journal of the Royal Statistical Society, Vol. V, 1938, S.171ff.). Vor allem
sind die Ansé&tze von Cochran geeignet fiir die Erstellung eines Elektronenrechner-Programmes.

143.2 Die Bestimmtheit

(1) Totales Bestimmtheitsmass

Fiir zwei unabhdngige und eine abhéngige Variable hat der Ansatz fiir das Bestimmtheitsmass (totale
Bestimmtheit) folgende Form:

1 .
Br = — {b:S,,y + b.S,,} (54)
SYV

Die Deutung des Bestimmtheitsmasses kann selbstverstdndlich auch aus der Streuungszerlegung
heraus erfolgen.

(2) Partielle Bestimmtheitsmasse

Setzen wir fir
B1 = Byx1.,(2

und Bz= Byx2-x1

dann erhalten wir fir die partiellen Bestimmtheitsmasse erster Ordnung:

B _ BVH —2 I/BYX1 BVX2 Bx1x2 + Byszx1x2
| =
(1 - Byxz) (1 - Bx1x2) (55)
B, — BVXQ —2 I/Byxz Byx1 Bx.l)(2 + Byx1 Bx1x2
p =

(1 - Byx1) (1 —Bx1x2)

Diese Bestimmtheitsmasse nach Ansatz (55) lassen sich auch darstellen in den Bestimmtheitsmas-
sen nullter Ordnung.

143.3 Korrelationskoeffizient

Sowohl der totale wie der partielle Korrelationskoeffizient lassen sich aus der allgemeinen Formel
r=|B

herleiten. Auch hier lassen sich die partiellen Korrelationskoeffizienten erster Ordnung auf Koeffizien-
ten nullter Ordnung zuriickfihren.
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144 Priifen von Hypothesen
1441 Streuungszerlegung

Es wird vorerst generell zu entscheiden sein, ob eine mehrfache lineare Regression statthaft bzw.
sinnvoll ist. Wir zerlegen zu diesem Zweck wiederum die Quadratsummen und gelangen zu folgen-
dem Schema der Streuungszerlegung:

(zwei unabhéangige, eine abhéngige Variable)

Streuung SQ FG DQ
Auf Regression b1 Syyy + b2 Sy —C 2 $=_1c
2 (56)
Um Regression A—C=B N—3 sg - B
N—3
Insgesamt Sy = Syf — ~I1|— (Syi)z = A N —1
Der Testansatz lautet
DQ (auf Regression s?
o Q ( g l ) _ 5 (57)
DQ (um Regression) s,
mit: nf =2; n; = (N—3)FG
Gepruft wird die Hypothese
Hoi fi=foa=..=f,=0

Entscheidungskriterium:
F > Fp: Mehrfache lineare Regression ist zuldssig.

144.2 Prifen der partiellen Regressionskoeffizienten
Es bestehen dafiir zwei grundsétzliche Méglichkeiten:

(1) Prifen der Abweichung des Regressionskoeffizienten b, von einem Wert 3,;
(2) Priifen, ob ein partieller Regressionskoeffizient wesentlich oder nur zuféllig von Null abweicht.

In beiden Féllen wird ein t-Test als Priifverfahren dienen, wobei die Multiplikatoren im Priifansatz Ver-
wendung finden.
Bei K.W. Smillie hat dieser Ansatz folgende Form (vgl. Introduction, S.48, Ansatz 3.4.3):

b= _ b4

s I/a Sb;
Die Zahl der Freiheitsgrade betrdgt n* = N—p—1.

Der Vergleich von t mit dem diesbeziiglichen Tabellenwert zeigt, ob die formulierte Hypothese anzu-
nehmen oder zu verwerfen ist.

144.3 Priifen der Bestimmtheiten
(1) Mehrfache (totale) Bestimmtheit

Aus Ansatz (54) ergibt sich folgende Verallgemeinerung fiir das Bestimmtheitsmass:

1
BT = S_ {b1sx1y + bEszy + i bDS"py}

vy

Als Priifverfahren dient ein F-Test, der aus der Streuungszerlegung abgeleitet wird (vgl. A.Linder,
Methoden)
_ B(N—p-—1)

58
1—B)p 58)

mit: ny =p und n; = (N—p—1)FG
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Der F-Wert wird mit dem bengtigten Tafelwert verglichen. Wenn
F > Fp: B ist wesentlich von Null verschieden.

Andernfalls ist B nur zuféllig von Null verschieden.

(2) Partielle Bestimmtheiten

Fiir partielle Bestimmtheiten (p-1)ter Ordnung ist fiir das Priifen der Nullhypothese ebenfalls ein

F-Test anzusetzen:
_ B(N—2p)

59
(1—B)p .

mit: nf = p und n; = (N—2p) FG.

Aus Tafeln mit F-Verteilung ist der Tabellenwert zu entnehmen und mit dem errechneten F-Wert zu
vergleichen.

145 Vertrauensgrenzen

Fir die berechneten Regressionswerte kann man Vertrauensgrenzen bestimmen (vgl. dazu A.Linder,
Methoden, S.196). Analog zu Ansatz (34.2) oben gilt auch hier:

Y + tpsy
Die Streuung s? des Regressionswertes Y kann geméss folgendem Ansatz berechnet werden:

1 _ — _ _ _
Sf; i S: N + C1p (Xs—X1)2 4 2C12 (X1 —X2) (Xe—X2) + ... + 2C1 (X1 —X1) (X,—X,)
+  Coo(Xp—Xy)? + ... 4 2C5, (Xe—Xy) (Xo—X5)

+ ... 4 205, (Xg—Xg) (Xo—X;)

+ Cop (Xp_ip)z} (60)
Vgl. zu (60) A.Linder, Statistische Methoden, 1964, S.196.

Wie in Ansatz (35) kann man an Stelle der Vertrauensgrenzen fiir Y diejenigen fiir einen Einzelwert
ausrechnen;in der Klammer des Ausdruckes (60) istin diesem Fall der Wert 1 hinzuzufiigen.
mit: n¥* = (N—p—1) Freiheitsgraden

cix = Multiplikatoren

sz = DQ (um Regression)

Wie bereits weiter oben erldutert, wird auch hier s% und damit die Ungenauigkeit um so grésser, je
mehr wir uns von den Durchschni’tten der unabhédngigen Variablen (x,, X, ...) entfernen.

146 Unechte Variable

Es kann in der Praxis erforderlich sein, qualitative Variable in die Untersuchungen einzubeziehen. So
ist bei betriebswirtschaftlichen Spitalanalysen die Sachlage gegeben, den Einfluss von Spezialabtei-
lungen auf die Kosten pro Pflegetag abzuklaren. Wir haben dann z.B. drei Einflussgréssen:

x; = Produktivitat;

X, = Durchschnittliche Personalkosten;

X3 = Spezialabteilungen mit der Setzung:
0 Keine Spezialabteilung
1 Es bestehen Spezialabteilungen.
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Die statistische Basistabelle sieht dann folgendermassen aus:

Produktivitat

Personalkosten (Fr.)

Spezialabteilung

Betriebskosten

Spital pro Pflegetag (Fr.)
b | X2 X3 y
A 129 9438 0 32.67
B 83 10621 1 59.95
o 111 9995 0 46.77

Fiir Einzelheiten vgl. die Monographie von K.W.Smillie, S.69ff. (dummy variables). Diese Arbeit ent-
héalt auch ein durchgerechnetes Beispiel.

15 Mehrfache nichtlineare Regression und Korrelation

151 Allgemeines

im Abschnitt 14 haben wir bei den Ausfiithrungen tiber die Mehrfachkorrelation immer lineare Abhé&n-
gigkeit vorausgesetzt. Wie dies die Autoren Ezekiel-Fox (vgl. Methods, 3rd ed. 1959, S.204ff.)
andeuten, kann die Annahme linearer Beziehungen bei verschiedenen Untersuchungen zu begrenzten
Ergebnissen fiihren. Es ist daher gegeben, auch bei mehrfacher Regression mit nichtlinearen Anséat-
zen zu arbeiten.

152 Transformation

In Abschnitt 132 haben wir gezeigt, dass durch geeignete Transformationen die nichtlineare in lineare
Regression lbergefiihrt werden kann. Selbstverstindlich ist dieses Verfahren auch bei mehrfacher
nichtlinearer Regression anwendbar. Man wird also fiir eine bestimmte Variable den Ubergang zu
Logarithmen vornehmen.

153 Mehrfache nichtlineare Regression

Analog zu Abschnitt 133 kénnen wir mit Hilfe einer Substitution das Problem zu I6sen versuchen.
Es sei z.B.

Y = y =+ by (xy—X;) + by (X;—Xz) + b3(xo—Xp)?
Die Abhéngigkeit in bezug auf die zweite Variable sei also nichtlinear. Wir setzen nun
2 = X3
Das fihrt uns zu folgender Gleichung: 7

Y =y + by (xy—X;) + b (Xo—X,) + b3 (xz—X3)

Die Verwendung von Elektronenrechnern erspart die miihselige Rechenarbeit auf Tischrechnern.

16 Elektronenrechner - Programme

Heute stehen zur Berechnung der notwendigen Hilfszahlen, Parameter, Regressionswerte usw. Elek-
tronenrechner zur Vertligung, die in einem Bruchteil des Zeitaufwandes, der friher fir « Handarbeit»
bendtigt wurde, alle Ergebnisse bereitstellen. Es gibt in der Tat eine Reihe vorziiglicher Programme,
die vor allem bei mehrfacher Regression gute Dienste leisten. Ein grosser Teil der untenstehenden
Resultate wurde jedoch zu Kontrollzwecken zweifach errechnet, einmal auf dem Tischrechner, zum
andern Mal auf dem Computer. Wir wollen uns hier nicht weiter mit Programmierung befassen; die
diesbezliglichen Probleme werden in der Spezialliteratur eingehend dargestellt.
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