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Uneigentliche geometrische Raumelemente.
Nach einem Referat, gehalten an der 26. Versammlung des Vereins

Schweiz. Mathematiklehrer in Zug, 8. Oktober 1922.

Von Prof. Dr. M. Grossmann.

Vertrautheit mit dem Begriffe der sog. uneigentlichen oder
unendlich-fernen Raumelemente ist die unerlässhche Grundlage

für das verständnisvolle Anwenden geometrischer Erkenntnisse
auf geometrische Konstruktionen. Es zeigt sich immer wieder, dass
hier für den jugendlichen Geist eine Schwierigkeit hegt, deren
Überwindung besondere Aufmerksamkeit von seiten des Lehrers erfordert
und voraussetzt, dass dieser selbst vertraut sei mit der wissenschaftlichen

Einschätzung dieser Begriffsbüdungen.
Die Geometrie der Alten kennt nur den Punkt als Raumelement,

die Figuren setzen sich aus Punkten zusammen. Erst später erkannte
man, dass auch die gerade Linie und die Ebene als selbständige
Raumelemente zum Aufbau geometrischer Figuren verwendet werden
können, und erst die Entwicklung der projektivem^Geometrie zu
Anfang des letzten Jahrhunderts setzte diese geometrischen Raumelemente

dem Punkt völlig ebenbürtig zur Seite. Dabei gelten in der
projektiven Geometrie die Verknüpfungspostulate zwischen den
geometrischen Elementen völlig ausnahmslos: zwei Punkte haben
immer eine Verbindungsgerade, zwei Ebenen haben immer eine
Schnittgerade, eine Gerade hat immer mit einer Ebene einen Schnittpunkt.

Die Geometrie des Strahlenbündels, deren Elemente die
Vollstrahlen und Ebenen durch einen Punkt sind, ist ein anschauliches
Beispiel für diese ausnahmslose Verknüpfungsmöghchkeit, während
in der euklidischen Geometrie der Ebene oder des Raumes bekanntlich
Ausnahmefälle auf Schritt und Tritt zu berücksichtigen sind. So hat
in der euklidischen Geometrie eine Gerade nur dann mit einer Ebene
einen Schnittpunkt gemein, wenn sie nicht zu dieser Ebene paraUel
ist usw.

Es ist nun gelungen, durch Begriffserweiterung diese
Ausnahmen zu beseitigen und diese Entwicklung der perspektivischen
Raumanschauung geht auf Desargues zurück. Zwei parallele
Gerade haben die nämliche Richtung und setzt man stets „un-
eigentlicher oder unendlich-ferner Punkt" statt dieses
Begriffes „Richtung", so kann man die Ausnahmen beseitigen. Dann
ist eine Gerade immer durch zwei Punkte bestimmt; denn der FaU,
dass eine Gerade durch einen Punkt und ihre Richtung bestimmt ist,
subsummiert sich dann im erweiterten Begriffssystem unter den
augemeinen FaU. Ebenso haben paraUele Ebenen die „Stellung"
gemein, und man kann den Sonderfall paraUeler Ebenen beseitigen,
wenn man stets den erweiterten Begriff einführt, wonach man paraUele
Ebenen die also die Stellung gemein haben, als solche ansieht, welche
eine „uneigentliche oder unendlich-ferne Gerade" gemein
haben. Man ordnet so jeder Geraden einen und nur einen uneigent-
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hohen oder unendlich-fernen Punkt zu, jeder Ebene eine und nur eine
unendlich-ferne oder uneigentliche Gerade, somit dem Raum eine
uneigentliche oder unendlich-ferne Ebene. Die perspektivische
Raumanschauung enthält also eine bestimmte SteUungnahme zum
Raumproblem und ist nur mit der euklidischen Geometrie
vereinbar. Der Lehrer muss sich aber der Willkür bewusst sein,
die darin hegt: der euklidischen Geometrie steht bekanntlich die
nichteuklidische logisch ebenbürtig zur Seite. Das euklidische
ParaUelenpostulat ist die Grundlage der Möglichkeit der Einführung
der perspektivischen Raumanschauung. Durch diese Begriffserweiterung

durch Einführung der uneigentlichen Raumelemente wird der
euklidische Raum zum projektiven, da im erweiterten Begrüfssystem
die Verknüpfungspostulate ausnahmslos gelten. Ganz anders hegen
die Verhältnisse in der nicht-eukhdischen Geometrie. In der
hyperbolischen Geometrie, wie sie Gauss, Bolyai und Lobatschefskij
entwickelt haben, gilt das euklidische ParaUelenpostulat nicht; dort
werden jeder Geraden zwei unendlich-ferne Punkte zugeschrieben, die
unendlich-fernen Punkte der Ebene büden nicht eine Gerade, wie in
der euklidischen Geometrie, sondern eine Kurve, einen Kegelschnitt
und die Gesamtheit der unendlich-fernen Punkte des Raumes büden
eine Fläche zweiten Grades. Die projektiven Beziehungen der
Figuren zu dieser absoluten Fläche zweiten Grades ergeben die metrischen

Beziehungen im nichteukhdischen Raum. Noch stärker mit
den Gewohnheiten der perspektivischen Raumanschauung kollidieren
die Verhältnisse in der elliptischen Geometrie, die aufRiemann zurückgeht,

da hier die absolute Fläche zweiten Grades imaginär ist. Die
Massverhältnisse in der Geometrie des Bündels sind ein anschauhches
Beispiel dieser dritten denkbaren Möglichkeit: das Bündel enthält
keine uneigenthchen, unendlich fernen Elemente, VoUstrahlen oder
Ebenen und daher sind die Formeln der Bündelgeometrie, z. B. die
trigonometrischen Formeln des Dreikants so verschieden von denen
der ebenen (euklidischen) Trigonometrie.1)

Gefordert werden muss, dass der Schüler in der perspektivischen
Raumanschauung heimisch ist und mit den uneigenthchen Elementen
konstruieren kann, als wären es eigenthche. Der Lehrer aber soUte
sich der Willkür bewusst sein, die im euklidischen ParaUelenpostulat
hegt, da manche Hemmungen des Schülers sich auf diese Willkür
zurückführen lassen. Die mangelnde Vertrautheit vieler Schüler mit
den uneigenthchen Elementen äussert sich in Unsicherheit der
gedanklichen und konstruktiven Operationen mit solchen. So wird es
vielen schwer, mit der unendlich-fernen Tangente der Parabel zu
operieren, als wäre sie eine eigenthche. Auch fäUt es vielen schwer,
die uneigenthche Gerade der Ebene als gegeben zu betrachten, sobald
man instrumentehe Hilfsmittel zum Ziehen von paraüelen Geraden

J) Zur Einführung in die nichteuklidische Geometrie seien genannt: Bonola-Lieb-
mann, Die nichteuklidische Geometrie, Leipzig, Teubner; Schur, Grundlagen der
Geometrie, Ebenda; Klein, Autogr. Vorlesungen über nichteuklidische Geometrie,
Ebenda.
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hat. Besonders Mühe macht es aber, einzusehen, dass die Gesamtheit
der unendlich-fernen Punkte des Raumes eine Ebene, die uneigent-
liche Ebene erfüUt. Nur selten gelingt hemmungslos der Schluss,
dass z. B. eine Raumkurve 3. O. drei Asymptoten hat: denn da eine
solche Raumkurve nach Definition in jeder Ebene drei Punkte hat,
muss sie auch in der unendlich-fernen Ebene drei Punkte haben.
Bei derartigen Schlüssen oder Konstruktionen versagt gewöhnlich
die Sicherheit in der perspektivischen Raumanschauung.

Kleine Mitteilungen.
Schule und religiöse Erziehung. In der Stadt Zürich wurde ein Gesuch

der römisch-katholischen Vertreter in der Zentralschulpflege, den Unterricht

in biblischer Geschichte und Sittenlehre auf die Randstunden zu
verlegen, um hiedurch den kathohschen Kindern die Dispensierung von diesem
Unterricht zu erleichtern, mit aüen gegen die römisch-katholischen Stimmen
abgelehnt. Zu diesem Beschlüsse äussert sich in nichts weniger als schul-
und lehrerfreundhchem Sinne Nationalrat F. Bopp in der „Bülach-Diels-
dorfer Wochenzeitung". Es heisst dort u. a.:

„Was hätte es der Zürcher Schule geschadet, die den jüdischen Schülern
das Schreiben am Samstagvormittag inmitten der Schule erlässt, wenn
sie auch die kathohschen Schüler aus dem Bibelunterricht der Schule
entlassen hätte? Die gehen hernach doch zu ihrem Pfarrer, dem sie mehr
glauben als dem Lehrer, und der es ihnen anders als dieser sagt; nützt es
dann der Autorität des Lehrers und der Schule etwa? Oder der Rehgion
der Schüler überhaupt? Keines von beiden. Wohl hat das Zürcher Schulgesetz

ein schönes Wort für den Bibelunterricht in der Schule und die Art,
wie er Andersgläubigen erteilt werden soh. Aber das schöne Wort ist eine
— Phrase; es wäre eine solche und bliebe sie, selbst dann, wenn die idealsten
Seelen in der Lehrerschaft es üben wollten. Ich weiss aber nicht, ob diese
menschlich-religiösen Idealgestalten in unserer Lehrerschaft die Mehrheit
bilden; sicher ist aber, dass es ihrer manchen, nur allzu manchen gibt, dem
gegenüber religiöse Eltern berechtigte Scheu tragen, ihm ihre Kinder
anzuvertrauen. Mag es sich um äussere Kenntnisse und Fertigkeiten handeln,
wohlan; aber Seelenbildner gibt es nicht viele, Seelenverderber vielleicht
mehr. Um aber von praktisch fühlbareren Folgen zu reden: es ist ein
Unsinn, bei jeder Wahl imd Abstimmung mit gewaltigen Mitteln unter
den Erwachsenen den Kampf zu führen gegen die Vertreter verhängnisvoller
Lehren, in denen wir aber ruhig unsere kommende Generation erziehen
lassen. Und wir zwingen mit den Mitteln amthcher Gewalt selbst die
Einsichtigen dazu, die sich gegen solchen Wahnsinn sträuben. Wahrlich: das
müssen wir schon bekennen: die Katholiken sind konsequenter als wir,
und die Orthodoxen von Basel hatten wenigstens den Mut, der uns mangelt."

Die Lehrmittelnot an deutsehen Schulen. In der Reichsverfassung ist
zwar die Unentgeltlichkeit der Lehrmittel für Volksschüler vorgesehen; die
arge Teuerung und Verschuldung macht aber diesen Artikel in der
Verfassung, wie noch so manchen andern, zur platonischen Gebärde. Da die
Eltern der Schüler in der Hauptsache für die Lehrmittel aufkommen
müssen, so ist die Benützung von Schulbüchern aufs äusserste eingeschränkt
worden. Die Kinder sind genötigt, sich im Unterricht mit dürftigen Notizen
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