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DAS ABGEKURZTE RECHNEN. vox ProF. DE.

C. BRANDENBERGER, ZURICH. VORTRAG, GEHALTEN AN DER
18. VERSAMMLUNG DES VEREINS SCHWEIZERISCHER MATHEMATIK-
LEHRER AM 9. OKTOBER 1915. By

a) Auf wenig Gebieten des mathematischen Unterrichtes ist der
Erfolg so gering wie beim abgekiirzten Rechnen. Das abgekiirzte Ver-
fahren wird erklirt und eingeiibt, und einige Wochen spiter rechnet
die Mehrzahl der Schiiler wieder nach dem gewdhnlichen Verfahren.
Die Physiklehrer beklagen sich, dass die Schiiler nicht wiissten, wie
das Produkt oder der Quotient zweier ungenauer Zahlen mit ,sach-
gemisser Genauigkeit“ zu berechnen ist; die Mathematiklehrer dagegen
vermissen hiufig die Fahigkeit, ein Produkt oder einen Quotienten ,bis
zu einer gegebenen Stelle® abgekiirzt zu ermitteln. An Aufnahme-
priifungen habe ich selten einen Schiiler gefunden, der etwas vom ab-
gekiirzten Rechnen wusste, niemals aber bin ich einem Priifling begegnet,
der einen Fehler hitte abschitzen konnen. Und doch ist gerade diese
Fihigkeit fir die Anwendungen der Mathematik unentbehrlich! Auch
die Technische Hochschule, deren Aufnahmeregulativ vom 7. November
1908 das abgekiirzte Rechnen ausdriicklich vorschreibt, hat sich wieder-
holt beklagt, dass die Mittelschule im abgekiirzten Rechnen ein fiir die
Anwendungen wichtiges Gebiet vernachlissige. Beobachtungen dieser
Art haben mich s. Z. veranlasst, das abgekiirzte Rechnen auf das Arbeits-
programm des Vereins Schweizerischer Mathematiklehrer zu setzen. Im
folgenden werde ich zuerst die Griinde zusammenstellen, durch die die
unbefriedigenden Unterrichtserfolge auf dem Gebiete des abgekiirzten
Rechnens sich erkldren lassen, und nachher zeigen, wie ich seit mehreren
Jahren dieses Kapitel unterrichte.

b) Als Griinde fiir die geringen Erfolge auf dem Gebiete
des abgekiirzten Rechnens, sind zu nennen:

1. Die falsche Stellung, die das abgekiirzte Rechnen in
vielen Lehrplinen einnimmt. Die Behandlung des abgekiirzten Rechnens
setzt die Kenntnis der vier Grundoperationen mit allgemeinen Zahlen,
also ungefihr ein Jahr Unterricht in allgemeiner Arithmetik und zudem
eine gewisse Reife im mathematischen Denken voraus.*) Nun gibt es
aber Lehrplidne, die das abgekiirzte Rechnen vor der allgemeinen Arith-
metik nennen, schon im 13. Altersjahr; auf dieser Stufe ist aber die

*) Beziiglich der Sekundarschulen verweisen wir auf Abschnitt 1.
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Behandlung einer fiir die Anwendungen wichtigen Frage, nidmlich die
Fehlerbestimmung, ausgeschlossen. Andrerseits darf das abgekiirzte
Rechnen nicht zu weit hinaufgeschoben werden, nicht unmittelbar vor
die Logarithmen, oder, wie es auch vorkommt, gar nach diesen be-
handelt werden. Beginnt der Unterricht in allgm. Arithmetik (Buch-
stabenrechnung) mit dem 15. Altersjahr, so diirfte die zweckmissigste
Stoffverteilung die folgende sein:

2 15. Altersjahr 16. Altersjahr 17. Altersjahr
i k ¥ —4
Allgem. Arithmetik  Abgekiirzf. Loga-
Rechnen rithmen

Das Einiiben der abgekiirzten Operationen fillt also in das 16. Alters-
jahr und kann, je nach Lehrplan, an Aufgaben der Planimetrie,
Stereometrie oder Trigonometrie geschehen. An der Industrieschule
Ziirich z. B. beginnt die Trigonometrie wegen der Bediirfnisse der Physik
mit dem 16. Allersjahr; alle im Laufe dieses Jahres vorkommenden
Rechnungen mit trigonometrischen Funktionswerten werden abgekiirzt
ausgefiihrt, da der Schiiler das logarithmische Rechnen erst ein Jahr
nach der Einfihrung in die Trigonometrie kennen lernt.

2. Die ginzliche Vernachlassigung des abgekiirzten Rech-
nens in den obern Klassen. Der Schiller rechnet mit der Loga-
rithmentafel, auch wenn das abgekiirzte Verfahren rascher zum Ziele
fiihrt; er berechnet 5 Stellen, nicht weil dies sachgemiss ist, sondern
weil die Tafel 5-stellige Logarithmen enthilt. '

3. Unterschiede zwischen dem gewdohnlichen und dem
abgekiirzten Verfahren, die vermieden werden konnten. Beide
Verfahren sollen sich moglichst wenig unterscheiden. Bei der abge-
kiirzten Multiplikation muss man mit der hochsten Stelle des Multipli-
kators beginnen; also verfahre man auch so beim gewdhnlichen Ver-
fahren. Bei der gewdhnlichen Multiplikation konnen die Faktoren
neben- oder untereinander geschrieben werden; man behalte die beim
gewohnlichen Verfahren bevorzugte Anordnung auch beim abgekiirzten
bei u. s. w.

4. Eine gewisse Unvollstindigkeit und Unklarheit
in der Auffassung der Aufgabe. Wir sprechen der Einfachheit wegen
nur vom Produkte. Man iibersieht Riufig, dass es sich bei der ab-
gekiirzten Multiplikation, z. B. bei der Berechnung des Produktes
13,854 - 6,9893, um zwei wesentlich verschiedene Aufgaben handeln kann:

1. Aufgabe: Berechnung des Produktes mit sachgemiisser
Genauigkeit. Sind die beiden Faktoren ungenau, und betragen
ibre maximalen Fehler eine halbe Einheit der letzten Stelle, so ist der



maximale Fehler des Produktes, wie wir in Abschnitt e; zeigen werden,
angenihert 0,004. Wegen der Ungenauigkeit der Faktoren kann also
der wirkliche Wert des Produktes vom berechneten bis zum Betrage
von 0,004 abweichen. Die Hundertstel sind also die letzte ,verlissliche®
Stelle, und mehr als Tausendstel zu berechnen, ist zwecklos. Berechne
ich also abgekiirzt 3 Stellen nach dem Komma, so berechne ich das
Produkt mit sachgemisser Genauigkeit. Diese Aufgabe tritt insbeson-
dere bei Anwendungen, z. B. in der Physik, auf.

2. Aufgabe: Berechnung des Produktes bis zu einer ge-
gebenen Stelle. Man fragt dabei nicht nach Fehler und Fehler-
grenze, sondern verlangt einfach die Berechnung des Produktes bis zu
einer gegebenen Stelle, z. B. bis zu den Zehnteln (z). Dieser Aufgabe
begegnen wir immer dann, wenn wir mit dem Ergebnis der Rechnung
in eine Tafel (z. B. eine trigonometrische) eingehen wollen, ferner bei
der Berechnung von Irrationalzahlen durch unendliche Reihen. Auch
die Aufgabenbiicher enthalten hauptsichlich Ubungsmaterial dieser Art

Die Beziehungen der beiden Aufgaben zueinander ist die, dass die
Aufgabe (1) durch die Fehlerbestimmung auf Aufgabe (2) zuriick-
gefiithrt wird. Somit kann der Schiiler beide Aufgaben 16sen, wenn er
imstande ist, die Fehlergrenze eines Produktes zu bestimmen (Ab-
schnitt e, Regel I) und wenn er weiss, wie ein Produkt bis zu einer
gegebenen Stelle berechnet wird (Abschnitt f, Regel III).

Die mir bekannten Lehrginge des abgekiirzten Rechnens schlagen
aber einen andern Weg ein: Sie geben dem Schiiler eine Regel —
wir nennen sie die ,iibliche Regel® —, die die abgekiirzte Berechnung
eines Produktes mit sachgemisser Genauigkeit ohne vorangehende Be-
stimmung der Fehlergrenze gestattet. I'iir das Produkt heisst die
Regel: ,Man wihlt den genauern Faktor als Multiplikator und multi-
pliziert zuerst mit der ersten geltenden Ziffer desselben den ganzen
- Multiplikanden. Die iibrigen Partialprodukte rechnet man bis auf die
letzte Stelle des ersten abgekiirzt aus. Mit dieses Regel lost der
Schiiler die Aufgabe (1), aber nicht Aufgabe (2). Will man diese Liicke
ausfiillen, ohne den von mir vorgeschlagenen Weg zu beschreiten, so
muss neben der vorhin genannten Regel noch eine Regel zur Lésung
der Aufgabe (2) gegeben werden (z. B. Abschnitt f, Regel III).

Was wir von der abgekiirzten Multiplikation gesagt haben, gilt
auch von der abgekiirzten Division, mit dem Unterschied jedoch, dass
hier die ,iibliche“ Regel bedeutend komplizierter ist als bei der Multi-
plikation. Wir verzichten auch hier auf die Darbietung der iblichen
Regel und zeigen dem Schiiler, wie durch Bestimmung der Fehlergrenze

Schweiz. Pddagog. Zeitschrift, 1916, 21
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des Quotienten zweier ungenauer Zahlen Aufgabe (1) auf Aufgabe (2)
zuriickgefiihrt werden kann (Abschnitt e, Regel II) und wie man einen
Quotienten bis zu einer gegebenen Stelle abgekiirzt berechnet (Ab-
schnitt g, Regel IV).

5. Eine gewisse Kompliziertheit der Theorie, die
sich aus dem Bestreben ergibt, moglichst wissenschaftlich zu sein. Es
stehen sich zwei Forderungen gegeniiber: die wissenschaftliche,
die verlangt, dass wir die Abkiirzung moglichst weit treiben, die Fehler
moglichst genau bestimmen und die immer zur Unterscheidung von
Unterfillen fithrt und die praktische Forderung, die verlangt, dass
wir Regeln entwickeln, die jeder Schiiler jederzeit im Gedichtnis haben
kann. Wir miissen einen Mittelweg suchen. Wir verzichten auf die
Darstellung theoretisch interessanter Dinge und geben dem Schiiler
ein Instrument in die Hand, mit dem er leicht und sicher operieren
kann. Oder darf man noch von einem abgekiirzten Verfahren reden,
wenn der Schiiler die Regeln wegen ihrer Kompliziertheit nicht behalten
kann und sie vor ihrer Anwendung in einem Hefte oder Buche nach-
lesen muss? — Sind beim Produkte n Stellen verlangt, so lassen wir
(n 4 1) Stellen berechnen und auf n Stellen aufrunden. Bei der abge-
kiirzten Multiplikation ist dies wegen der vom Auf- und Abrunden
herriihrenden Fehler notwendig. Der Einfachheit halber verfahren wir
bei der abgekiirzten Division und beim abgekiirzten Quadratwurzelaus-
ziehen ebenso, obschon es hier nicht immer notwendig wiare. Was das
abgekiirzte Quadratwurzelausziehen anbelangt, so wissen wir ganz gut,
dass man hier zwei Fille unterscheiden und in dem einen die Ab-
kiirzung weiter treiben kann, als es mit unsrer Regel geschieht. Wir
wissen dies, wissen aber auch, aus welchen Griinden wir dieses Wissen
dem Schiiler vorenthalten und haben damit unser Gewissen beruhigt.

¢) Nach dieser kritischen Betrachtung des heute gebriuchlichen
Verfahrens im abgekiirzten Rechnen geben wir eine kurze Darstellung
eines Lehrganges, den wir seit einer Reihe von Jahren erprobt
und als zweckmissig kennen gelernt haben. Wir setzen die vier Grund-
operationen mit allgemeinen Zahlen, also Schiiler, die ungefihr im
16. Altersjahre stehen, voraus. Fiir die Durcharbeitung und Einiibung
des folgenden Stoffes sind 8—10 Unterrichtsstunden notwendig. Sicher
besitzen wird der Schiiler die in diesen Stunden erworbene Fiahigkeit der
Fehlerabschidtzung und Technik im abgekiirzten Rechnen freilich nur, wenn
auch in Zukunft jede Gelegenheit zur Befestigung und Vertiefung dieser
Kenntnisse benutzt wird. — In einem ersten Abschnitt entwickeln wir
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die fir das abgekiirzte Rechnen notwendigen Begriffe. Ein zweiter
Abschnitt handelt von der Fehlerbestimmung und damit von der Zuriick-
fihrung der 1. auf die 2. Aufgabe. Im dritten Abschnitt endlich zeigen
wir, wie ein Produkt, ein Quotient oder eine Quadratwurzel bis zu einer
gegebenen Stelle abgekiirzt berechnet wird.

d) Begriffe. Eine Zahl heisst genau oder vollstindig,
wenn sie dem durch sie dargestellten Werte gleich ist. So ist in der
Aussage ,1 kg kostet 2 Fr.“ die Zahl 2 Fr. eine genaue Zahl. Im
(Gegensatz hinzu nennt man eine Zahl, die einen bestimmten Wert nur
angendhert darstellt, ungenau, unvollstindig, abgekiirzt oder
einen Ndaherungswert. Beispiele: Die Héhe eines Zimmers betrigt
2,84 m, ¥V2 ~n1,4142, 2~,0,667.%) Die Differenz zwischen dem genauen
und dem Niherungswert heisst der Fehler des Niherungswertes. Der
genaue Wert und der Fehler sind meistens unbekannt. Der Fehler ist
positiv oder negativ, je nachdem der Naherungswert zu klein oder zu
gross ist. Wenn auch in der Mehrzahl der Fille der Fehler unbekannt
ist, so ist es doch moglich, eine positive Zahl anzugeben, die vom abso-
luten Wert des Fehlers nicht iibertroffen werden kann. Man nennt diese
Zahl die Fehlergrenze. Bezeichnet a den Niherungswert, « den
Fehler, A den genauen Wert und «; die Fehlergrenze, so ist also
A=a+¢ und |e|<e;. Der Fehler kann zwischen — ¢; und + «,
der genaue Wert zwischen a — ¢; und a | ¢, liegen. Man hat das Intervall
von a —a; bis a4 a; das Intervall der Unentschiedenheit
genannt. Der genaue Wert und der Fehler konnen als verdnderliche
Grossen aufgefasst werden; der Variabilititsbereich ist im ersten Falle
durch die Werte a + @, im zweiten Falle durch + «; bestimmt.

= 4 i i i
0 a—a, afa a s ooaday

Ist ein Niherungswert durch eine unvollstindige Dezimalzahl ge-
geben, so nehmen wir, wenn nichts anderes vorausgesetzt wird, an, dass
die Fehlergrenze eine halbe Einheit der letzten Stelle sei. Betrigt die
Masszahl einer Strecke 13,83 m, so ist die Fehlergrenze 0,005 m; der
Fehler liegt zwischen — 0,005 m und 4 0,005 m, der wahre Wert
zwischen 13,825 m und 13,835 m. Ist der Fehler dem absoluten Werte
nach kleiner als die Halfte einer Einheit der letzten angegebenen Stelle,
so heissen alle Ziffern des Niherungswertes verldsslich. Die Stellen,
die man durch Abkiirzen beseitigen muss, bis man lauter verlissliche
Stellen hat, nennt man unverlidsslich.

ow = angendhert gleich.



Ungenau sind wegen der Unvollkommenheit der menschlichen Sinne
und Instrumente die durch Messen gefundenen Zahlen. Bei dieser Art
ungenauer Zahlen kénnen wir den absoluten Wert des Fehlers nicht
kleiner als jede gegebene positive Zahl machen. Dies ist dagegen
moglich bei den Niherungswerten,, durch die irrationale oder rationale
Zahlen dargestellt werden; wir brauchen nur den bei der Berechnung
der Naherungswerte auftretenden Algorithmus weit genug fortzusetzen

Um endlich beurteilen zu konnen, welcher von zwei Niherungs-
werten der genauere ist, filhren wir noch den Begriff ,Mass der
Genauigkeit einer ungenauen Zahl® ein.*) Wir verstehen darunter
den Quotienten aus dem Niherungswert durch die Fehlergrenze, also
den Wert des Niherungswertes, der dem Fehler 1 entspricht (falls a
und e als proportional vorausgesetzt werden). Ist die Hohe eines
Zimmers 2,84 m, so ist das Mass der Genauigkeit 0005 *=568. Von
zwel Niherungswerten ist der genauer, fir den das Mass der Genaunig-
keit grosser ist. Beispiel: Die Hohe eines Berges sei 782 m, der
Durchmesser einer Welle 5,34 cm. Welche Angabe ist genauer? Das
Mass der Genaunigkeit ist

tir die Hohe des Berges T(i g = ‘
» den Durchmesser der Welle 0?0335 = 1068.

Somit ist die erste der beiden Angaben die genauere.

e) Fehler und Fehlergrenze eines Rechnungsresul-
tates. Rechnet man mit Naherungswerten, so darf man als Ergebnis
der Rechnung natiirlich keine genaue Zahl, sondern wiederum nur einen
Niherungswert des genauen Ergebnisses erwarten. Es ist die Abhingig-
keit des Fehlers (der Fehlergrenze) von den gegebenen Niherungs-
werten und ihren Fehlern (Fehlergrenzen) zu untersuchen.

Gegeben seien die beiden Nidherungswerte a und b, denen die
genauen Werte A und B, die Fehler & und S, dle Fehlergrenzen o
und B, entaprechen mogen. Es ist also:

= a4« B=b43,
]“\éﬂu B <8

1. Summe:

Néaherungswert . a+ b
Genauer Wert . A4+ B=(a4a)L+(b4+75)
Fehler. . . " (A4gB) @G pby—alp

. *) Denselben Dienst leistet der Begriff des relativen Fehlers.
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Grosster Fehler .

Kleinster Fehler
Feblergrenze.

2. Differenz:
Néaherungswert .
Genauer Wert .
Fehler .

Grosster Fehler .

Kleinster Fehler
Fehlergrenze.

3. Produkt:
Néiherungswert . a ‘b

= h
A_B—(ata)—(b+p)
a—f3

o + By

—ay —

ay + 51

Genauer Wert . A B= (a4 a) (b4 f) =abt+be+4 a4 «f
Fehler. . . . A'B_ab=Dba-+af+ afc,ba +af
Grosster Fehler. bea, + af,

Kleinster Fehler — bey —af;

Fehlergrenze . bey 4 ag;

4. Quotient:
Niaherungswert .

Genauer Wert .

Fehler.

|
sl
R

b+8 b b+ b2

b
Ts:_ a-ta a ba—aﬁmba—ah’

Grbantor Behlar. -t

Kleinster Fehler = bay 48,

Fehle;'grenze

Ohne Zweifel stellen diese Betrachtungen verhilltnisméssig hohe
Anforderungen an die Fassungskraft der Schiiler; sie sind aber deshalb
wertvoll, weil sie die Bestimmung der extremen Werte von Funk-
tionen nach einer elementaren Methode lehren. Die Sitze zur Er-
mittelung der Fehlergrenze kionnen auch geometrisch gefunden werden.
Spater darf man nicht unterlassen, sie zu den bekannten Siitzen der
Differentialrechnung in Beziehung zu setzen.

Fiir die praktischen Bediirfnisse sind unentbehrlich:

Regel 1: Regel 1I:
Fehlergrenze des Produktes:  Fehlergrenze des Quotienten:
ba] + aﬂl- ba];l;aﬁl-
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Beim praktischen Rechnen wird die Fehlergrenze nur ,abgeschitzt®,
d. h. es werden nur die erste oder die ersten geltenden Ziffern der
Fehlergrenze berechnet. Z. B.:

a = 29,783, b = 13,85; «; = 0,0005, 8; = 0,005.
be; 4+ af; ~ 14 * 0,0005 4- 30 * 0,005 = 0,007 -4- 0,15 = 0,157
ba, +aB, . 0,157
1195 0 8207 ) 0,0008

Somit ist beim Produkt 29,783 - 13,85 — 412,49455 schon die 1., beim
Quotienten 29,783 : 13,85 = 2,15039711... schon die 3. Dezimalstelle
nicht mehr verlisslich; es hat also keinen Zweck, beim Produkt mehr
als 1, beim Quotienten mehr als 3 Dezimalstellen anzugeben. Durch
Abkiirzen erhilt man fiir das Produkt 412,5, fir den Quotienten 21,504.
Im néchsten Abschnitt soll gezeigt werden, wie man vorzugehen hat,
um diese abgekiirzten Resultate direkt zu erhalten.

Wir wiederholen, dass durch das Abschitzen der Fehlergrenze die
Aufgabe, einen Ausdruck mit sachgemisser Genauigkeit (nur die
verlisslichen Stellen des Ergebnisses) zu berechnen, zuriickgefiihrt
wird auf die Aufgabe, den Ausdruck bis zu einer gegebenen Stelle
zu berechnen. :

f) Abgekiirzte M'ultiplikatibn. Man berechne 29,783- 13,85‘(7.).
Wie wir schon unter (b) ausgefiihrt haben, berechnen wir h und kiirzen
auf z ab. Zum Vergleiche berechnen wir das Produkt auf gewdhnlichem
Wege und abgekiirzt: :

29,783 - 13,85 29,883 * 1,385
29783 297 83
89349 89 35
238264 23 82
148915 149
412,49455 412,49 = 4125

Der Ubersichtlichkeit wegen haben wir das Produkt so umgeform
dass der Multiplikator mit Einern beginnt und dass der Multiplikand
soviele Stellen nach dem Komma hat, wie das Produkt haben soll.
Ist das letztere nicht, wie in unserm Beispiele, von selber der Fall,
so kann es durch ,Streichen“ von Ziffern (event. Korrigieren) oder
Hinzufiigen von Nullen stets erreicht werden. Man berechne in dem
vorhergehenden Produkte a) Z (Zehner), b) h (Hunderstel). Wir
berechnen a) E (Einer), b) t (Tausendstel) und runden auf a) auf
Z, b) auf h.



a) 297,83 - 1,385 b) 297,83« - 1,385
298 297 830
89 89 349
23 23 826
1 1489
411 — 41 Zehner 412,494 — 412,49

Man berechne ferner:
o) 1738,14 - 76811 (Zt)

8) 0, 381922 (zt)
) 28 35 - 6,348 (mit sachgem. Genamgkelt)

o) 1%38%4aa - 7,6811 ) 0,0381+92 - 38192 -
121670 11458
10429 3055
1390 38
17 34
2 1
133508 — 13351 Zt 0,14586 — 0,1459

#) bay +af; ~o 6 * 0,005 + 30 * 0,0005 — 0,03 + 0,015 — 0,045.
Somit ist nur die 1. Stelle nach dem Komma noch verlisslich; wir
‘berechnen h und runden auf z auf.
28,35 . 6,348
170 10
8 51

113
22

179,96 = 180,0

Regel II1 (Abgekiirzte Multiplikation).

Man formt das Produkt so um, dass der Multipli-
kator mit Einen beginnt und der Multiplikand soviele
Stellen nach dem Komma hat, wie das Produkt haben
soll. Man beginnt die Multiplikation mit der -héchsten
Stelle des Multiplikators und rechnet jedes folgende
Partialprodukt bis auf die letzte Stelle des zuerst er-
haltenen gekiirzt aus.

g) Abgekiirzte Division. Auch hier fiihren wir die Auf-
gabe, einen Quotienten mit sachgemisser Genauigkeit zu bestimmen,
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durch eine Fehlerbestimmung zuriick auf die Aufgabe, einen Quotienten
bis zu einer gegebenen Stelle zu berechnen. Die letzte Stelle des
Quotienten (und nur diese) soll durch Division durch eine 1-stellige
Zahl gefunden werden. Um einen Quotienten bis zu einer gegebenen
Stelle abgekiirzt zu berechnen, formen wir ihn in gleicher Weise um
wie vorhin das Produkt. Wir benutzen die

Regel IV (Abgekiirzte Division).

Man formt den Quotienten so um, dass der Divisor
mit Einernbeginntund der Dividendsoviele Stellennach
dem Komma hat, wie der Quotient haben soll. So lange
wir Stellen des Dividenden herunternehmen kinnen,
dividieren wir auf gewohnliche Art; ist dies nicht mehr
moglich, so wird der Divisor jedesmal um 1 Stelle ver-
kiirzt. Unter Umstdnden miissen schon am Anfang
Divisorstellen abgeschnitten werden.

Dass man durch Befolgung dieser Vorschrift stets die gewiinschte
Zahl von Stellen erhilt und zwar die letzte (und nur diese) durch Divi-
sion durch eine 1-stellige Zahl, erkennt der Schiiler am leichtesten,
wenn man irgendeine Dezimalzahl, z, B. 27,563 der Reihe nach dividiert
durch einen Divisor mit 1, 2, 3, ... bedeutsamen Ziffern. Wir deuten
in den folgenden Beispielen die Stellen durch einen Punkt @ oder ein
Kreischen O an, je nachdem sie nach dem gewoéhnlichen oder abge-
kiirzten Verfahren gefunden werden:

927,563 : 5 — o, 000
27,563 : 5,1 — 9,000
27563:514 _ @800
27563:5,146 — @ 00O

27,563 : 5,1463 — 0,000
27,563 : 5,14632 — C,00 0

-----------------------------

‘Wir erkennen: In jedem Falle hat das Ergebnis 3 Stellen nach
dem Komma (wie der Dividend); in jedem Falle findet man die letzte
Ziffer des Quotienten durch Division durch eine 1-stellige Zahl.

Beispiele: a) 24,81 : 49,563 (mit sachgem. Genauigkeit)
B) 24,81 : 49,563 (h)
v) 24,81 : 29,563 (m)

ba, + a8, . 5000054 2500005 _ 0,25 40,0125 __ 0,2625
b2 ' 2500 2500 2500

© 0,0001
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Es sind die t die letzte verlidssliche Stelle. Wir berechnen ht und
runden auf zt auf.
2,48100 : 4,8563 = 0,50058 = 0,5006
285
37

3) Wir berechnen t und runden auf auf h.
2,481 : 4,9883 — 0,501 — 0,50
03

7) Wir berechnen zm und runden auf auf m.
2,4810000 : 4,8583 = 0,5005750 = 0,500575
28500
3718
249
1

Berechne ferner ) 24516 :0,083145 (mit sachgem. G-.)
B) 24516:0,033145 (T)

bz, +-a8; ., 0,08 0,5+ 25000 - 0,0000005 __ 0,04 + 00125 _ 00525 -
T

@) b2 0,007 0,007 0,007

d. h. die Hunderter sind die letzte verlissliche Stelle. Wir berechnen
E und runden auf auf Z.
2451600 : 8,3145 — 294859 — 29486 Zehner.
788700
40395
7137
486
70 .

#) Wir berechnen H und runden auf auf T.
245160 : 831485 = 2949 H =295 T
7887 EE
404
2

h) Abgekiirztes Quadratwurzelausziehen. V. Regel
(Abgekiirztes Quadratwurzelausziehen). Man ermittelt die Anzahl
der zuberechnenden Ziffern (Nullen am Anfang nicht mitzéhlen!).
Die Hialfte der nichst grosseren geraden Zahl gibt an,
wieviel Stellen zuerst auf gewohnlichem Wege zu be-
stimmen sind; die iibrigen findet man, indem man den
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letzten Rest durch den zehnten Teil der schon berech-
neten doppelten Wurzel abgekiirzt dividiert.
Eine Begriindung dieses Regel findet sich z. B. in der bekannnten
Aufgabensammlung von Bardey. Hat also eine Quadratwurzel:
3,4, 5,6, 7,8 9 .. Ziffern
so berechnet man
auf gewohnl. Wege 2, 3,23, 4,°4,°5, 5 ... :
durch abgekiirzte Division 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4 ... 5
Beispiele ¢) V117,895 (m). Wir berechnen zm. Die Wurzel wird
9 Ziffern haben. Wir ermitteln 5 auf gewohnlichem Wege (5 = %),

die iibrigen durch abgekiirzte Division.

V 117,8950 — 10,8579465 — 10,857946
1789 :208
12550 : 2165
172500 : 21707
20551 : 21714 *)
1008
140

- 10
113,8636

B) tggp = ‘/m _

Es ist tgep ~. 2. Die trigonometrischen Tafeln von Gauss geben
den Tangens fiir Winkel von dieser Grossenordnung mit 3 Dezimalen
an. Somit werden wir die Wurzel bis zu den zt berechnen und auf t
aufrunden. Es sind also b Ziffern der Wurzel zu bestimmen, 3 auf
gewohnlichem Wege und 2 durch abgekiirzte Division. Nun stehen
eine der 3 auf gewGhnlichem Wege zu berechnenden Ziffern vor und 2
nach dem Komma. Damit der Radikand 2 Gruppen zu 2 Ziffern nach
dem Komma hat, berechnen wir beim Quotienten noch die zt.

11,3864 : 249373 = 4,5660

]/4,5660 — 2,1368

14115 e n
1646 5 241
5 1560 : 423
150
. 291 :498%)
35

tgp = 2,137, also @ = 64°55'.

*) Will man mit der abgekiirzten Division beginnen, so lisst man den erhaltenen
Rest unverdindert, bestimmt den neuen Divisor wie gewohnt und schneidet seine
letzte Stelle ab.



- Zur Probe berechnen wir ¢ mit 5-stelligen Logarithmen

113,86 | 2,05637
24,937 2 1,39685

] 0,65952 : 2
@ = 64955 14 1} 0,32976

i) Auch fiir das Auszichen der Kubikwurzel aus einer Dezimal-
zahl existiert ein abgekiirztes Verfahren, das auf demselben Gedanken
beruht wie das abgekiirzte Quadratwurzelausziehen und dessen Ver-
stindnis dem Schiiler, der das abgekiirzte Quadratwurzelausziehen be-
griften hat, keinerlei Schwierigkeiten bereitet. Wir treten darauf nicht
niher ein, sondern verweisen auf das prichtige Buch von Hocevar
sLehrbuch der Arithmetik und Algebra“, Wien und Prag,
Temsky, dem wir gerade auf dem Gebiete des abgekiirzten Rechnens
manche wertvolle Anregung verdanken.

k) Wegen der grossen Bedeutung, die dem abgekiirzten Rechnen
hauptsichlich fir die Anwendungen der Mathematik zukommt, darf der
‘Schiiler weder die Ubung im Fehler-Abschitzen noch die Tech-
nik der abgekiirzten Operationen wieder verlieren. Dazu ist
notwendig, dass der Lehrer auch fernerhin jede Gelegenheit zur
Befestigung dieser Kenntnisse benutzt.
Zu den Griinden, durch die sich die geringen Unterrichtserfolge
im abgekiirzten Rechnen erkldren lassen, gehort auch eine zu starke
Belastung des Geddchtnisses. Wir hoffen, dass wir durch unsern
Lehrgang diesen Grund beseitigt und den Gedéchtnisstoff auf ein Mini-
mum reduziert haben, das jeder Schiller behalten kann. Nach unsrer
Erfahrung geniigt es vollstindig, wenn sich der Schiiler die fiinf folgenden,
in dieser Form zwar unvollstindigen Sitze gut einpriigt:

I. Fehlergrenze des Produktes: be; 4 ag8;.

ba, + a8,
b? :

III. (IV.) Man formt das Produkt (den Quotienten) so
um, dass der Multiplikator (Divisor) mit Einern
beginnt und der Multiplikand (Dividend) soviele
Dezimalstellen hat, wiedas Ergebnis haben soll.

V. Man bestimmt die Zahl der Ziffern der Quadrat-
wurzel. Die Hidlfte der ndchst grossern geraden
Zahl gibt an, wieviel Ziffern zuerst.auf gewohn-

II. Fehlergrenze des Quotienten:
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lichem Wege zu bestimmen sind; die ibrigen
findet man durch abgekiirzte Division.

1) Bekanntlich fordern auch die Lehrpline einiger Sekundar-
schulen abgekiirztes Rechnen. HEs kann sich dabei weniger um die
Fehlerbestimmung als um die abgekiirzte Berechnung von Produkten
und Quotienten bis zu einer gegebenen Stelle handeln. Hiezu geniigen
die Regeln III und IV, die sich in die eine zusammenfassen lassen:
Man formt den Ausdruck (Produkt, Quotient) so um, dass die zweite
Zahl mit Einern beginnt und die erste soviele Dezimalstellen hat, wie
das Resultat haben soll. Beispiele: ;

1.) 19,863 - 0,83457 (h)  2.) 16,58 : 0,83457 (z)

1,9863 - 8,3457 165,80 : 8,3457 = 19,87 = 19,9
15 890 82 34
596 723
79 56
10
1

16,576 = 16,58

m) Der Verein Schweizerischer Mathematiklehrer hat in der Ver-
sammlung vom 9. Oktober 1915 den folgenden Leitsdtzen dieses
Referates zugestimmt:

1. Das abgekiirzte Rechnen soll an allen Mittelschulen gelebrt
und fortwihrend verwendet werden.

2. Man beschrinke sich auf das absolut Notwendige, d.h. auf die
Entwicklung der Fihigkeit:
a) der Bestimmung des Fehlers und der Fehlergrenze von

a8 th 8<h, %, Va, wenn a und b oder wenigstens eine

der beiden Zahlen unvollstindig sind;
b) der abgekiirzten Berechnung des Produktes, des Quotienten
und der Quadratwurzel bis zu einer gegebenen Stelle.

3. Eine Behandlung des abgekiirzten Rechnens in diesem Umfange
setzt die Kenntnis der vier Grundoperationen mit allgemeinen
Zahlen voraus und wird also auf das 15. oder 16. Altersjahr
zu verlegen sein.
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