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Die Bedeutumg der Differential- und Integralrechnung
| fiir die Naturwissenschaften.

Vortrag,*) gehalteninder naturwissenschaftlichen
Lehrervereinigung der Stadt Ziirich.

Von Professor Dr. C. Brandenberger, Ziirich.

In der elementaren Mathematik werden die Grossen in bekannte
und unbekannte Grossen eingeteilt. Man pflegt die Bekannten mit
den ersten, die Unbekannten mit den letzten Buchstaben des Alpha-
betes zu bezeichnen. In der hoheren Mathematik unterscheidet man
ausserdem zwischen konstanten oder festen und vari-
abeln oder veridnderli ¢h en Grossen. Die ersten Buch-
staben des Alphabetes bedeuten im allgemeinen konstante, die letzten
veranderliche Grossen. Jeder Vorgang in der Natur zeigt, dass die
in Betracht kommenden Grossen konstant oder verdnderlich sind.
Beim freien Fall z. B. ist die Beschleunigung konstant, der Weg,
die Zeit und die Geschwindigkeit verdnderlich. Eine mathe-
matische Behandlung naturwissenschaftlicher
Probleme ist also nur dadurch moéglich, dass
das Element der Verdnderlichkeit in die Mathe-
matik aufgenommen wird.

Eine Grosse heisst konstant, wenn sie im Laufe einer
Rechnung oder Untersuchung nur einen, veranderlich, wenn
sie mehrere, unter Umstinden unendlich viele Werte annimmt.
Kosten 5 kg einer Ware 15 Fr., so kosten 7 kg derselben Ware 21 Fr.

*) Der Umstand, dass auch Zuhorer ohne Vorkenntnisse in der Infinitesimal-
rechnung und solche, die seit Jahrzehnten keine eigentlichen mathematischen Studien
mehr betrieben hatten, meinen Ausfiihrungen folgen und sich eine Vorstellung von
der Bedeutung der Infinitesimalrechnung fiir die Naturwissenschaften bilden konnten,
veranlasst mich, den aus dem Kreise der Zuhorer gediusserten Wunsch, ich mdchte
meinen Vortrag drucken lassen, zu erfiillen. Ausser den ersten Elementen der Algebra
und den einfachsten Begriffen und S#tzen der Planimetrie sind fiir das Verstédndnis
dieses Aufsatzes keine mathematischen Kenntnisse erforderlich. Ich habe versucht,
die Grundgedanken der Differential- und Integralrechnung auch ohne das Hilfs-
mittel der Trigonometrie zu entwickeln. Wiinschbar ist allerdings, dass der Leser bei
der Lektiire die kleinen Rechnungen nachrechne und die Figuren anf kariertem Papier
selber zeichne. — Wenn an der Mittelschule Differential- und Integralrechnung ge-
lehrt wird, so soll es sich dabei nicht um die Vermittlung einer grossen Fertigkeit
im Differenzieren und Integrieren als vielmehr darum handeln, dem Schiler an
zahlreichen Beispielen die grosse Bedeutung der Infinitesimalrechnung fiir die reine
und angewandte Mathematik vor Augen zu fithren. Der Verfasser hofft, mit
dieser Arbeit auch einen bescheidenen Beitrag zur Methodik des Mathematikunter-
richtes an der Mittelschule geliefert zu haben.
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Veranderlich sind hier die Menge und der Wert der Ware ; denn jede
der beiden Grossen nimmt zwei Werte an. Konstant dagegen sind
die Einheiten, mit welchen wir die Grossen messen (das Kilogramm,
der Franken) und der Einheitspreis. — Bewegt sich ein Fussginger
gleichformig mit einer Geschwindigkeit von 5 km pro Stunde, so
betragt der Weg nach 0, 1, 2, 3, 4 Stunden der Reihe nach 0, 5, 10, 15,
20 km. Verénderlich sind in diesem Beispiele Zeit und Weg, konstant
die Einheiten und die Geschwindigkeit. — Verédnderlich sind ferner
die Schiilerzahl einer Klasse; meine Barschaft usw. Wahrend sich
aber Grossen dieser Art unstetig (sprungweise) dndern, ist die
Verianderung des Weges oder der Zeit eine stetige. In der Folge
werden wir uns nur mit stetig verdnderlichen Grossen befassen.
Um verschiedene Werte einer Grosse miteinander leichter ver-
gleichen zu konuen, stellt man die Grossen durch Strecken dar,
ein Verfahren, das in der Schule und im téglichen Leben vielfach Ver-
: s Bl SN e wendung findet. Man be
sIea e e Bl £ nutzt hiezu die Zahlen-
F‘?“" achse, auf welcher in be-
kannter Weise die reellen Zahlen abgebildet sind (Fig. 1). Soll auf
diese Art irgendeine Grosse graphisch dargestellt werden, so miissen
wir in erster Linie festsetzen, welcher Wert der darzustellenden Grosse
der Lingeneinheit entspricht. Handelt es sich z. B. um die Zeit,
so wird man die Zeiteinheit (1 Sekunde, 1 Minute, ---) durch die
Léngeneinheit versinnbildlichen. Entspricht die Léngeneinheit etwa
einer Sekunde, so stellen die Strecken O1, 02, 03, ... Ot der
- Reihe nach die Zeiten 1, 2, 3, ---t Sekunden dar.
In Zeitungen, Atlanten u.a. O. findet man gelegentlich eine etwas
andere Art der Darstellung der Werte einer Grosse durch Strecken.

Es werden namlich die Strecken, welche .

verschiedene Werte einer Grosse veran- __z_i Py
schaulichen, nicht auf derselben, sondern Vit

auf parallelen Geraden gezeichnet, und zwar 7 l o -

so, dass die Anfangspunkte der Strecken

auf einer zu den Strecken senkrechten Geraden liegen (Fig. 2). Ver-
schiebt man die Strecken in Figur 2 in passender Weise, so geht
Figur 2 in Figur 1 iiber,

In dem vorhin angefiihrten Beispiele von der Menge und dem
Wert der Ware besteht zwischen den beiden veriinderlichen Grossen
.;>Menge der Ware* und ,,Wert der Ware* eine Beziehung: Jedem
Wert der einen Grosse entspricht ein bestimmter Wert der andern
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Grosse ; eine Anderung der einen hat eine Anderung der andern zur
Folge. Besteht nun zwischen zwei Verdnderlichen ein Zusammen-
hang von der Art, dass jedem Wert der einen Grosse ein bestimmter
Wert der andern entspricht, so sagt man, die beiden Grdssen seien
voneinander abhéangig, oder es sei jede Grosse
eine Funktion der andern. Erteilen wir der Grosse
> Menge der Ware‘ den Wert 10 kg, so kann der entsprechende Wert
der andern Grosse — 30 Fr. — berechnet werden. Die Grosse, der
wir beliebige Werte beilegen, heisst die unabhéangig Vari-
able oder das Argument, die andere die abhédngig
Variable oderdie Funktion. Beispiele: Die Menge der Ware
ist eine Funktion des Wertes der Ware und umgekehrt der Wert der
Ware eine Funktion der Menge der Ware. Beim freien Fall ist jede
der Grossen Weg, Zeit, Geschwindigkeit eine Funktion jeder andern
Grosse. Ebenso besteht ein funktionaler Zusammenhang zwischen
Radius und Umfang eines Kreises, zwischen der Temperatur und
der Lange eines Metallstabes, zwischen Hohe und Luftdruck usw.

Der funktionale Zusammenhang zweier Grossen kann auf drei
 Arten zum Ausdruck gebracht werden: durch eine Tabelle, durch
eine Kurve oder durch eine Gleichung. :

Wir erldutern die drei Darstellungsmethoden an dem Beispiele
des freien Falles. Fillt ein Korper im luftleeren Raum, so kann ex-
perimentell festgestellt werden, dass er zuriicklegt hat

nach 1 Sekunde rund 5 m = 5.12 m {genauer 4,9 m = % m)
i % 20— 5.2 m

e i =D — D30T

o 4 o , 60 m = 542 m

i i , 125m = 552 m
nach t+ Sekunden rund 5.t2 m

Offenbar gelangt in dieser Zahlentabelle die zwischen Zeit und
Weg bestehende Beziehung zum Ausdruck. Um ein anschaulicheres
Bild vom Verlaufe dieser Funktion zu gewinnen, zeichnen wir ein
rechtwinkliges Koordinatensystem (Fig.3). Auf der wagrechten,
der sog. Abszissen- oder x-Achse, stellen wir in der vorhin geschilderten
Art die Zeit dar. Alsdann errichten wir in den Endpunkten der
Zeitstrecken, senkrecht zu diesen, die zugehoérigenWegstrecken, d. h.
wir tragen auf Loten zur x-Achse, von dieser aus, Strecken ab, die
den entsprechenden Wegwert veranschaulichen. Die Zeit wird also
wie in Figur 1, der Weg wie in Figur 2 durch Strecken dargestellt.
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Nun édndert sich die Zeit stetig und nicht wie in der Tabelle, sprung-
weise von 0 bis t Sekunden. Bestimmen wir fiir jeden Moment den
Weg und fithren jedesmal die Kon-
struktion aus, so ist der Ort der End-
punkte der unendlich vielen Weg-
strecken eine Kurve — in unserm
Falle eine Parabel —, die uns ein
anschauliches Bild vom Verlaufe der
Funktion gibt. Die Methode der gra-
phischen Darstellung, die wir eben
erlautert haben, ist fiir Wissenschaft
und Praxis von grosster Bedeutung.
Sie wird vom Naturforscher zur Dar-
]759 3 - stellung der Ergebnisse wissenschaft-
licher Untersuchungen benutzt, doch
5 e weiss auch der einfache Handwerker,
BRI S e was das Steigen und Fallen der Kurven
bedeuten. ,,Die Darstellung von Funktionen durch Kurven erdffnet
eine neue Welt von Vorstellungen und lehrt den Gebrauch einer der
fruchtbringendsten Methoden, durch welche der menschliche Geist
seine eigene Leistungsfahigkeit erhohte® (E. Du Bois-Reymond).
Um endlich die Abhéngigkeit der beiden Grossen Zeit und Weg
auf die dritte Art, durch eine Gleichung, auszudriicken, bezeichnen wir,
wie dies bereits geschehen ist, einen beliebigen Wert der Zeit mit t
und den zugehorigen Wert des Weges mit s. Dann zeigt die Tabelle,
dass zwischen diesen Grossen die Gleichung besteht
B.==ih of2
wo s und t verdnderliche Grossen sind. Diese einfache Gleichung
fasst nicht nur alle Aussagen der Tabelle, sondern unendlich viele
Angaben zusammen. Sie gestattet, zu jedem Wert von t den ent-
sprechenden Wert von s, und zu jedem Wert von s den zugehéorigen
Wert von t zu berechnen. Da mit Hilfe dieser Gleichung die Kurve
in Figur 3 konstruiert werden kann, nennt man sie auch ,.die Glei-
chung jener Kurve und die Kurve ,das Bild jener Gleichung®.
Wir betonen, dass diese kurze, die Erscheinung in ihrem ganzenVer-
laufe beschreibende Darstellung nur durch Einfiihrung des Momentes
der Verdnderlichkeit ermdglicht wurde.
Schon der elementare Mathematikunterricht befasst sich mit
der Aufgabe, Gleichungen zu ermitteln, die den Zusammenhang
voneinander abhédngiger Grossen wiedergeben. Beispiele: Der Inhalt

78
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I des Quadrates ist eine Funktion der Seite s ; in der Planimetrie
wird gezeigt, dass diese Beziehung durch die Gleichung I = s2 aus-
gedriickt werden kann. Die drei Winkel eines ebenen Dreieckes sind
voneinander abhiingig; das Abhingigkeitsgesetz lautet: « + 8 + 5
= 180°% — Der Zins z, den das Kapital k in t Tagen bei p 9, bringt,
ist eine Funktion von k, t und p; in der Arithmetik wird nachge-
wiesen, dass dieser Zusammenhang in der Gleichung
kpt
Z = 35000

zum Ausdruck kommt.

Soll der funktionale Zusammenhang, der zwischen den Ver-
anderlichen x und y besteht, untersucht werden, so schligt man
im allgemeinen folgenden Weg ein: Wir erteilen der einen Variabeln,
z. B. x, bestimmte Werte und ermitteln experimentell die entspre-
chenden Werte von y. So gewinnen wir als Ausdruck des Zusamme -
hangs eine Tabelle. Durch graphische Darstellung dieses Zahlen-
materials finden wir eine Kurve, die den Verlauf der zu untersuchenden
Funktion veranschaulicht. Gelingt es endlich, eine Gleichung zwischen
x und y zu finden, die die Angaben der Tabelle zusammenfasst,
deren Bild also die Kurve ist, so haben wir den funktionalen Zu-
sammenhang vollstindig aufgedeckt und ein Naturgesetz ge-
funden. Auch diesen letzten Schritt noch auszufiihren, wird stets das
Bestreben des Naturforschers sein. Denn mit diesen Gleichungen be-
herrschen wir die Natur, d.h. wir sind imstande, vorauszusagen,
was unter bestimmten Bedingungen eintritt, oder wir konnen auf
Grund dieser Gleichungen die Bedingungen so gestalten, dass ein
zum voraus gegebenes Ergebnis eintrifft: Kehren wir, um ein Beispiel
zu geben, zum Fallgesetz s = 5 t2 zuriick. Setzen wir die Fallzeit t -
= 5 Sek., so konnen wir voraussagen, dass der Korper 125 m fallen
wird. Wiinschen wir umgekehrt, dass der Korper einen Weg von
80 m zuriicklege, so haben wir als Fallzeit die Zeit zu wihlen, die sich
aus der Gleichung 80 = 5 t2 ergibt (4 Sekunden). — Wegen der Kom-
pliziertheit der Naturerscheinungen, namentlich aber deshalb, weil
eine Grosse im allgemeinen nicht eine Funktion einer, sondern meh-
rerer Verdnderlichen ist, ist die Darstellung des Zusammenhangs von
Veranderlichen durch Gleichungen bis heute nur in einfachen Killen
gelungen. Ist man nicht imstande, die Gleichung anzugeben, die einer
Naturerscheinung vollig entspricht, so konstruiert man haufigeine Nihe-
rungsformel, d. h. eine moglichst einfach gebaute Gleichung, die mog-
lichst genau mit den experimentellen Erfahrungen im Einklange steht.

Schweiz. Padagog. Zeitschrift. 1915, 11
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Ohne Zweifel hat die Mathematik als Hilfswissenschaft der
Naturwissenschaften die Aufgabe, eine moglichst grosse Zahl von
Funktionen zu untersuchen. Die vom Mathematiker bewiesenen
Eigenschaften der Funktionen werden vom Naturforscher als Eigen-
schaften der Naturerscheinungen gedeutet. Interessant ist dabei,
wie Probleme der verschiedensten Wissenszweige auf dieselbe Funk-
tion fithren. So tritt die Funktion y = e* (e = 2,7 ...) in folgenden
Gebieten auf: Zinseszins- und Rentenrechnung, Anderung des Holz-
bestandes eines Wald:s, Bevolkerungsbewegung, Wachstum von
Pflanzen, barometrische Hoéhenmessung, Abkiihlung von Kéorpera,
chemische Reaktion usw.

Soll eine Funktion untersucht werden, so sehen wir von der
realen Bedeutung der Veranderlichen vollstandig ab. Liegt z. B. die
Funktion

1 2
y=?x3—x-|—l?

vor, so fragen wir in erster Linie: Wie
andert sich y, wenn wir x stetig wachsen
lassen von — oo bis + oo ? Wir erteilen
x eine grossere Zahl von Werte, z. B. 0,
1, 2, 3,... —1, —2, —3, ... und be-
rechnen die entsprechenden Werte von
y. Stellen wir die Funktion graphisch
dar (Fig. 4), so konnen wir an Hand
der Kurve iibersehen, wie y sich dndert,
wenn X von — oo bis -+ oo wachst.
‘'Wir koénnen die Bereiche angeben, fiir
welche die Funktion positiv oder negativ
wird, fir die sie wachst oder ab-
nimmt, wir kénnen ferner ,.die Stellen®,
d. h. die Werte von x bezeichnen, fur
die die Funktion grosste oder kleinste
Werte annimmt u. s. f.

*® *
*

Fiir die nun folgenden Entwicklungen ist der Begriff der Stei-
gung einer Geraden von grosster Wichtigkeit. Bekanntlich
versteht man im téglichen Leben unter der Steigung einer
Strasse das Verhadaltnis der HoOohendnderung
zumentsprechenden horizontalen Fortschritt.

bl
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Eine Strasse hat eine Steigung

Steguing -
von P %, besagt, dass man p m %w. ka{a%y

hoher kommt, wenn man sich 700
100 m horizontal vorwirts be- -
wegt. Die Steigung ist positiv, £2¢ e e
null oder negativ, je nachdem 100

die Strasse steigt, wagrecht ver- F_J.\J—za —20 7%
lauft oder fallt (Fig. 5). T

Um nun die Steigung einer Geraden zu definieren, ziehen wir
durch einen beliebigen Punkt P (Fig. 6) der Geraden parallel zur
x-Achse die Strecke PQ von beliebiger Linge und durch den End-
punkt Q, parallel zur y-Achse, die Strecke QR. Als Steigung
der Geraden definieren wir das Verhiltnis QR: PQ,

d.h. das Verhédltnis
I/.? aus der Hohenande-
rung zum entspre-
% chenden horizonta
len Fortschritt, oder
das Verhdltnis der
> Ordinatendifferenz
Z und der Abszissen-
differenz der beiden Punkte P und Q. Die Steigung
der Geraden ist offenbar weder von der Lage des Punktes P noch
von der Linge der Strecke PQ abhingig, sie ist fiir alle Punkte der
Geraden konstant. Denn nach planimetrischen Sitzen ist A\ PQR
o A PQR, o A P,QR, u.s.f. Jede Steigung bestimmt eine
Richtung und jede Richtung eine Steigung.

Zur Ubung zeichne man
a) durch A die Gerade mit der Steigung 2,

b) 39 B 73 27 29 LE LR 1/‘27
C) 3 C Co » 3] 2 39 0:
d) H) D 23 29 L3 EE) b o 3:
8) 3 E bE LX) 2] 3] » oo

(Setzt man den horizontalen Fortschritt = 1, so ist die Hohen-
inderung dem Zahlwerte nach gleich der Steigung. Fig. 7.)

Aus diesen Ausfiihrungen ergeben sich folgende Sitze:

Ist die Steigung positiv, so verliuft die Gerade von
links unten nach rechts oben, und zwar um so steiler, je grosser die
Steigung ist.
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Ist die Steigung
negativ, so verliuft
die Gerade von links oben
nach rechts unten, und
zwar um so steiler, je
kleiner die Steigung ist.

Ist die Steigung 0,
so verlduit die Gerade
von links nach rechts,

¥t

SN
NY

also wagrecht. _
Ist die Steigung co, so verlduft die Gerade von oben nach
unten, also senkrecht.

Unter der Steigung einer Kurve im Punkte A
verstehen wir die Steigung der Tangente an die Kurve in diesem
Punkte. (Dabei fassen wir die Tangente auf als Grenzlage der Sekante).
Durchlauft ein Punkt eine Ay :
Gerade, so bleibt die Stei-
gung konstant, durchliuft
er dagegen eine krumme 0 7
Linie, so andert sich die
Steigung von Punkt zu A é/

Punkt, etwa so, wie bei / T

einem Wege durch Hiigel-

land (Fig. 8). Unter der Voraussetzung, dass die unabhéngig Variable x
wichst, dass also die Kurve von links nach rechts durchlaufen wird,
gelten offenbar folgende Sitze:

Ist die Steigungeiner Kurve aneiner Stelle
positiv (A), so steigt die Kurve, die Funktion
nimmt zu. Je grosser die Steigung ist, um so stérker steigt die
Kurve, um so rascher wachst die Funktion.

Ist die Steigung einer Kurve an einer Stelle
negativ (B), so fdllt die Kurve, die Funktion
nimmt ab. Je kleiner die Steigung ist, um so starker fallt die
Kurve, um so rascher nimmt die Funktion ab.

Ist die Steigung einer Kurve an einer Stelle
Null (C, D, E), so verlduft die Kurve wagrecht.
Dabei sind drei Moglichkeiten denkbar:

a) die Kurve besitzteinenhéchsten Punkt, die Funktion
einen grossten Wert (C);
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b) die Kurve besitzt einen tiefsten Punkt, die Funktion
einen kleinsten Wert (D);

c) die Kurve besitzt eine Art Terrasse (E).

In der als Steigung der Kurve bezeichneten Grosse besitzen wir
alsoeinMass fiir das Wachsen einer Funktion,d.h.
ein Mittel zur Beantwortung der Fragen, ob eine Funktion an einer
bestimmten Stelle wichst oder abnimmt, ob das Wachsen oder Ab-
nehmen ein rasches oder langsames ist u. s. f.

Es wird sich nun vor allem darum handeln, zu zeigen, wie die
Steigung berechnet werden kann. Dies soll an dem Beispiel

1

Aiea Y= at
geschehen, also an der Funktion, auf die z. B. der freie Fall fiihrt.
Das Bild dieser Funktion ist die Parabel in Fig. 9. Ist P ein be-
liebiger Punkt der Parabel, sind ferner x und y seine Koordinaten,
so besteht zwischen x und y stets die Gleichung (1). Nun fragen wir:
Wie gross ist die Steigung der Parabel im Punkte P, d. h. wie gross ist
die Steigung der Parabeltangente in diesem Punkte ?

- Wir wihlen einen beliebigen Punkt R der Parabel als Hilfspunkt
und ermitteln zunidchst die Steigung der Sekante PR. Bewegt sich
ein Punkt auf der Parabel von P nach R, so ist der horizontale Fort-
schritt dieses Punktes gleich der Differenz der Abszissen, die iiber-
wundene Ho6hendnderung gleich der Differenz der Ordinaten der
beiden Punkte P und R. Man pflegt den horizontalen Fortschritt
(Abszissendifferenz, Argumentinderung) mit /\ x, die Hoéhendnde-
rung (Ordinatendifferenz, Funktionsinderung) mit /\ y zu bezeichnen.
(/A\x, gelesen ,,Delta x*° bedeutet: Differenz zweier x, D = /A. —
A x und Ay sind nicht Produkte, sondern untrennbare Zeichen,
wie z. B. sinx, log x usw.) Der Punkt R hat die Koordinaten
(x + Ax)und (y + Ay). Da R auf der Parabel liegt, gilt die Gleichung

1 ;
2) Yy + Ay = 7 (x+ Ax)*
Subtrahieren wir von (2) die Gleichung (1), so erhalten wir fiir die
Hohendnderung den Ausdruck

Ay = i(}(—}-A)}:)g — %xi’ oder
(3) Ay = _X RE o *(/_\X)"

Dividieren wir beide Snlten von (3) durch den horizontalen Fort-
schritt /\x, so folgt als Steigung der Sekante PR

(4) 2L = 3x + AT
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{In unserer Figurist x = 3, Ax = 2, also %, die Steigung der Sekante
P R = 2, was richtig ist, weil der horizontale Fortschritt PQ = 2 und
die Hohendinderung QR = 4 ist.)

Der Quotient == LY it der Quotient zweier Differenzen und wird

Ox

daher Differenzenquotient genannt. Sein Wert ist also
gleich der Steigung der Sekante.

Dreht sich nun die Sekante um den Punkt P in dem Sinne, dass
sich R immer mehr dem Punkte P nahert, so nennt man die Gerade
in dem Momente, in dem R mit P zusammengefallen ist, die Tangente
der Parabel im Punkte P. Wihrend dieser Drehung werden die Diffe-
renzen /\ x und /\ y immer kleiner und in dem Moment, in dem die

Gerade Tangente wird, gleich Null. Der Quotient 2i andert sich

ebenfalls und nimmt fiir /\ x = 0 die unbestimmte Form % an. Um

den wahren Wert dieses Ausdruckes, d. h. die Steigung der Tangente
zu finden, lassen wir A x, von der Zahl 2 — welchen Wert A x
in Figur 9 hat — ausgehend, nach Null streben, etwa dadurch, dass
A\ x die endlose Wertereihe

2; 0,2; 0,02; 0,002; 00002

durchlauft. Wir berechnen die Werte, dle e Y tiir die Glieder dieser

Reihe annimmt (nach 4) und finden, dass % die Zahlenreihe
2: 155; 1,505; 1,5005 ; 1,50005 ;

durchliuft, also gegen 1,5 strebt. Denselben Wert erhalten wir, wenn
AY A

- wir in dem Ausdrucke fiir &= x = 0 setzen und den so erhaltenen

Ausdruck ;x fiir x = 3 auswerten Man bezeichnet nun den Wert,
Ay
Lx

Ausdruck fir ?\y annimmt, wenn A x = 0 wird, mit dx und man

gegen welchen =- strebt, oder, was dasselbe ist, den Wert, den der

nennt diesen Wert den Differentialquotienten oder die
Ableitung der Funktion y = ;x2 Der Differentialquotient
der Funktion y — ;x2 ist also 3 x. Er ist wieder eine Funktion von

X, die mit y’ oder —>- bezeichnet wird. Zusammenfassend kénnen wir

dx
schreiben :
dy o ANy X 1 =l
ﬁ;—Y'—-AK' _2x+4.Ax =0 s
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Das Beispiel zeigt uns die Bedeutung des Differen-
tialquotienten fiir die Konstruktion von Kur-
ven. Die Parabel (Fig. 9) ist nach (1) aus P un k t e n konstruiert
worden. Nun sind wir auch imstande, in jedem Punkte noch die
Tangente an die Kurve zu legen ; denndie Steigung der
Tangente in dem Punkte mit der Abszisse x ist
1 x. Der Punkt K z. B. hat die Abszisse (— 5) und die Ordinate 6 ;.
Die Steigung der Tangente in K ist 3 - (—5) = —23. In der folgen-
den Tabelle ist fiir eine Reihe von Punkten die Abszisse x, die Ordinate

d = dy
y und die Steigung der Tangente —— angegeben.

d
> ¥ =
i
0 0 0 4!
st ¥
B dnslaa ¥ /
4 2 ok
6t v t
2 1 1§
JZ.
3 aitsdion b, A
% 2 A : iy
i + 2 J1 L
1 1 3 ‘ a
5 6 25 7+ /4
6 9 3 7 P S R e S
e i
— 2 1 —1 Soll also der Verlauf der Funktion
' 1 1 1
i 4 __ o | untersucht werden, so berechnen wir als Hilfs-
; - funktion ihren Differentialquotienten, nimlich-
— 5| 64 |—25| die Funktion
!
=69 o =3 (5) Y=g

Zu jedem Wert x liefert (1) den Funktionswert, zu jeder Abszisse
eines Punktes P die entsprechende Ordinate. Dagegen zeigt uns (1)
nicht, wie die Funktion an der Stelle x, sich dndert, ob sie wéchst
oder abnimmt und in welchem Masse dies geschieht, oder geometrisch
gesprochen, sie liefert uns die Tangente an die Kurve in P, nicht.



160

Aufschluss dariiber gibt Gleichung (5). Denn je nachdem j x, posi-
tiv oder negativ ist, nimmt die Funktion an jener Stelle zu oder ab,
und aus der Grosse des absoluten Wertes von 3 x, schliessen wir
auf die Intensitét der Veranderung an der Stelle x,. Fernerist der Wert,
den y’ fiir x = x, annimmt, die Steigung der Tangente an die Parabel
im Punkte P,.

Die Bedeutung des Differentialquotienten und das Verfahren,
nach welchem er berechnet wird, soll noch an einem zweiten Beispiel
dargetan werden. Gegeben sei die Funktion

1 2
(6) Yy = —3—X3 et -|- 1 %
Ein Stiick des Bildes dieser Funktion mag der Bogen PR sein (Fig. 10).

}y Wir stellen uns wiederum die
L Aufgabe, die Steigung der Tan-

f&y 170 gente im Punkte P zu ermitteln.

oy Vorerst berechnen wir die Stei-

Y14 gung der Sekante PR. Zwischen

-z 2, x und y, den Koordinaten von P

‘Jr' % ax besteht Gleichung (6), zwischen
0 £ #% % (x 4+ Ax) und (y + Ay), den

Koordinaten des Hilfspunktes R, die Gleichung

M Y+ Ay =5&+ A% — (& + AX) + 1.

Durch Subtraktion der Gleichungen (6) und (7) und Division des
Ergebnisses durch /\x ergibt sich als Steigung der Sekante der Diffe-
renzenquotient

® LL==x+x-Ax+gAxr -1

Dreht sich die Sekante PR um P, bis R mit P zusammenfillt und die
DY
: z - A s Ny D
gegen die Zahl hin, in die der Ausdruck fiir i~ (rechte Seite von 8)
iibergeht, wenn /\x = 0 gesetzt wird. Dieser Wert heisst wieder die

Ableitung oder der Differentialquotient der Funktion (6) und wird

Gerade PR Tangente wird, so streben /\x und /\y gegen 0 aber

mit y’ oder Y bezeichnet. Es ist also

dx
d 1
y’:%:ﬁ%z =§x2—$—X'Ax+?(AX)2—1f =x* — 1.
Nx =0 Ax—10
Der Differentialquotient der Funktion (6) ist also die Funktion

d
) o =il
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Erteilen wir x einen beliebigen Wert, etwa 2, so liefert (6) den

Wert der Funktion (die Ordinate des Punktes und damit den Punkt),
Gleichung (9) aber die Richtung der Tangente. Fiir x = 2 wird y = 23,
y' = 3 (Fig. 11). Da der Differentialquotient positiv ist, wéchst die
Funktion an der Stelle x = 2, und da er den Wert 3 hat, ist jede kleine

i)

—

Anderung der Funktion ungefihr das Drei-
fache der entsprechenden Anderung von x.
— Sollen a 11 e Punkte bestimmt werden, in
welchen die Kurve die Steigung 3 hat, so ist
die Gleichung x2 — 1 = 3 aufzulésen. Man
findet, dass es zwei solche Punkte gibt, ndm-
lich die Punkte mit den Abszissen - 2.
Endlich kénnen wir die hochsten und tiefsten

d

Punkte der Kurve oder die grossten und

kleinsten Werte der Funktion suchen. Fiir diese Punkte ist y' = 0.
Ihre Abszissen sind die Wurzeln der Gleichung x2— 1 = 0, also + 1.
Die Funktion (6) wird fiir x = -+ 1 ein Minimum (= 1), firx = —1

ein Maximum (= 23).

In der folgenden Tabelle ist
zu mehreren Werten von x der
entsprechende Wert der Funktion
(nach 6) und der Ableitung (nach 9)

dy
dx

— 1

w‘m

—

0

o

-1

(W]
m]n—- w[w col.-

ot

O [ b

berechnet und auf Grund der Tabelle das Bild der Funktion (6) aus
Punkten und Tangenten konstruiert worden (Fig. 12).



162

Wir behandeln noch zwei Beispiele, in welchen die Variabeln
eine reale Bedeutung haben.

I. Freier Fall. Wie frither, bezeichnen wir den Weg, den
der Korper in einem bestimmten Zeitpunkt, etwa t Sekunden nach
Beginn der Bewegung, zuriickgelegt hat, mit s. Dann gilt die Glei-
chung (Seite 152).

(10) s = 5.t
Legt der Korper in der nun folgenden Zeit At den Weg /\s zuriick,
so hat er in (t + /\t) Sekunden den Weg (s 4+ /\s) zuriickgelegt.
Zwischen der Zeit (t + At) und dem Wege (s + /\s) besteht die
Gleichung

(11) s+ As = 5.+ At)2
Subtraktion von (11) und (10) ergibt:

As = 10% - At + 5(At)
Dividieren wir beiderseits durch /\t, so erhalten wir den Differenzen-
quotienten |

(1) ﬁ: — 10t 1+ 5A®.

In der Zeit /\t legt der Korper den Weg /\s zuriick; somit ist %

die mittlere Geschwindigkeit des Kérpers wiah-
rend dieser Zeit At.

Lassen wir nun /\t kleiner werden, so nihert sich % der Ge-

schwindigkeit, die der Korper ,,in dem Momente t*“ besitzt. Ange-
nommen, es handle sich um die Bestimmung der Geschwindigkeit,
die der Korper 6 Sekunden nach Beginn der Bewegung erreicht hat.
Es ist also t = 6. Nun lassen wir /\t, das urspriinglich dem Wert
1 Sekunde haben mag, die Wertereihe durchlaufen

1 Sek., 0,1 Sek.,, 0,01 Sek., 0,001 Sek., 0,0001 Sek. ....
Alsdann durchlduftdie mittlere Geschwindigkeitdie folgende Wertereihe

65m, 60,5m, 60,05m, 60,006 m 60,0005m ... :
Die mittlere Geschwindigkeit strebt also offenbar nach dem Wert 60 m,
der Geschwindigkeit im Momente t = 6.

Allgemein ist die Geschwindigkeit v, die der Korper t Sekunden
nach Beginn der Bewegung erlangt hat, die Zahl, gegen welche die

% hinstrebt, wenn /At (und /\s) = 0

wird. Wir bezeichnen diesen Grenzwert als Differentialquotient des

mittlere Geschwindigkeit

Weges nach der Zeit, —g::—, und finden ihn dadurch, dass wir in der
rechten Seite von (12) /At = 0 setzen. Es ist also
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_(As S de . -
vis 3—5?; =& =106 + 5 Atg , somit
Pepitag At =0
(13) vi=— 10t ‘

Der Vorgang, den wir als freien Fall bezeichnen, ist in seinem
ganzen Verlaufe gegeben durch Gleichung (10).
Mit Hilfe dieser Gleichung ldsst sich der Weg ermitteln, den der
Korper nach einer gegebenen Zeit zuriickgelegt hat. Die Glei-
chung (13) gibt uns die Geschwindigkeit, die der Korper in einem
bestimmten Zeitpunkt erreicht hat ; sie orientiert uns da-
riiber, wie der Weg sich in diesem Momente édndert, wie sich der
Vorgang in diesem bestimmten Augenblicke vollzieht.

II. Warmestrahlung (Fig. 13)*. I und II seien zwei
Wiérmequellen, die den Abstand 10 voneinander besitzen. Normal
zur Geraden I IT befinde sich in y
S ein kleines, lings der Geraden
verschiebbares Scheibchen. Hat 3
dieses von I (II) die Entfernung 1,
so mag es vonder Warmequellel #
(IT) pro Sekunde 10 (80) Warme-
einheiten empfangen. Man unter-
suche die Abhingigkeit der Warmemenge y, die das Scheibchen von
I und II erhilt, von der Lage des Scheibchens.

Wir verwenden ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Als x-Achse
benutzen wir die Gerade I II, positiv nach rechts, als y-Achse das
Lot zu I IT im Punkte I, positiv nach oben. Die Lage des Scheibchens
1st bestimmt durch seine Abszisse x. Das physikalische Gesetz, das
zur Anwendung kommt, besagt, dass die Warmemenge, die das
Scheibchen in der Sekunde empfingt, umgekehrt proportional ist
dem Quadrat des Abstandes des Scheibchens von der Warmequelle.
Hat das Scheibchen von I den Abstand x, so ist sein Abstand von II
gleich (x — 10). Die Warmemenge y; (yy), die S in dieser Lage von
I (I1) pro Sekunde erhilt, ergibt sich aus der Proportion

Ve 0 2 ol vy - 80 = 12: (x — 10)%;

T =110 80
comit ¥io— Yua = m

x2
Folglich ist die Gesamtwirmemenge y, die das Scheibchen pro Se-
kunde empfingt,

Fig 13

) VT i R T A S B A T B

10 80
(14) Y=o T

* Vgl. Scheffers, Lehrbuch der Mathematik fir Studierende der Naturwissen-
schaften.” Leipzig, Veit & Comp.
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Mit Hilfe dieser Gleichung konnen wir die Warmemenge berechnen,
die das Scheibchen in jeder Lage erhilt ; dagegen kénnen wir nicht
entscheiden, wie sich die Warmemenge an der betreffenden Stelle
andert, ob sie, wenn das Scheibchen z. B. von links nach rechts ver-
schoben wird, beim Durchgang durch jene Stelle wichst, abnimmt
und wie stark die Verdnderung ist. An der Stelle x = 4 z. B. liefert
Gleichung (14) die Warmemenge 2,9, die in Fig. 13 durch die Ordinate
S P veranschaulicht ist. Fir x = 5 ist die Warmemenge 3.6, also
grosser. Daraus kann man aber nicht schliessen, dass die Warme-
menge fiir x = 4 wichst, denn es kénnte ja zwischen x =4 und x =5
die Funktion y ein Minimum besitzen.

Wie in den drei vorhergehenden Fillen ist auch hier der Diffe-
rentialquotient der Funktion (14) das Mittel, mit welchem wir die
Art der Veridnderung der Funktion (14) an jeder beliebigen Stelle
feststellen konnen. Durch eine &hnliche Rechnung, wie wir sie in
den drei ersten Beispielen durchgefiihrt haben, ergibt sich als Diffe-

rentialquotient der Funktion (14) die Funktion

sy 20 . 16D
(15) Yo Tigs e (x—10)3"

Wie @ndert sich nun die Warmemenge beim Durchgang des Scheib-

chens durch die Stelle x =4? Fur x = 4 Wird—:il—i—z 0,4. Aus

dem positiven Vorzeichen dieser Zahl folgt, dass die Warmemenge
bei einer Verschiebung des Scheibchens nach rechts an der Stelle
x = 4 wichst. Mit Riicksicht auf den Wert, den y fiir x = 9 annimmt
(80), muss das Wachsen als ein langsames bezeichnet werden ; denn
bliebe die Zunahme von x = 4 an proportional der Zunahme von x,
so ergéabe sich als Wert von y im Punkte x = 9 der Wert 4,9 statt 80.
Wie die Figur 14 zeigt, ist die Steigung der Tangente an
die Kurve in dem Punkte mit der Abszisse 4 in der Tat verhiltnis-
miissig klein. ‘

Von besonderem Interesse ist die Frage, fiir welche Stelle zwischen
I und II die Warmemenge am kleinsten ist. Da die Wirmequelle 1T
8 mal stérker ist als I, muss die Stelle der minimalen Wirmemenge
offenbar niher bei I als bei II liegen. Die Warmemenge ist fiir den-

jenigen Wert von x am kleinsten, fiir Welchen—g- = 0 1ist, also fur
die Wurzeln der Gleichung
20 16055 & o
T e R T e
Man findet leicht x = 33 als Abszisse des Scheibchens, wenn es die

kleinste Warmemenge, ndmlich 2,7 Einheiten pro Sekunde, erhilt.
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In dem entsprechenden Kurvenpunkte verlauft die Tangente wag-
recht (Fig. 14).

Aus der folgenden Tabelle ist ersichtlich, welches fiir verschie-
dene Lagen des Scheibchens die Warmemenge ist, die es pro Sekunde
von beiden Warmequellen erhédlt und wie sich die Wiarmemenge
andert, wenn das Scheibchen, von links nach

rechts sich bewegend, durch jenen Punkt hin- X y :_Y
durchgeht. In Figur 14 endlich ist die Kurve, :
die den Verlauf der Funktion (14) veran- 0 oo oo

schaulicht, nach den Angaben dieser Tabelle
aus Punkten und Tangenten konstruiert wor-
den. Wie frither, liefert auch hier die erste 4 2,9 0,4
Kolonne die Abszisse, die zweite die Ordinate
des Kurvenpunktes und die dritte die Tan-
gente an die Kurve in diesem Punkte. 8 20,1 | 20,0

Die beiden Beispiele geben uns einen
Begriff von der grossen Bedeutung der
Differentialrechnung fiir die ma- 12 20,1 | — 20
thematische Behandlung natur- =7
wissenschaftlicher Probleme: 5 Ene ey
Wird eine Erscheinung durch 16 22 | —0,7
eine Gleichung in ihrem ganzen
Verlaufe (genau oder angendhert) be-
sechrieben, so besitzen wir in | — 4 1,1 0.4
der Differentialrechnung ein
Mittel, um zu erfahren, wie die Entwicklung

2 38 | —22

6 5,3 2.4

gl gy 2,6

RY
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in jedem Momente oder an jeder Stelle sich
vollzieht, oder wie in jedem Momente oder an
jeder Stelle die Krafte wirken.

Der Differentialquotient einer Funktion y von x ist definiert als
der Grenzwert des Quotienten aus den zusammengehorigen Verin-
derungen /Ay und /Ax von y und x fiir den Fall, dass /\x nach Null

strebt. Erklart ist damit der Differentialquotient %, aber nicht

die Zeichen dy und dx.

Um zu zeigen, was dx bedeutet, nehmen wir an, es habe die
Variable x den beliebigen, aber bestimmten Wert x erreicht und
andere sich jetzt weiter um die Grosse /Ax, z. B. um 2. Nun lassen
wir /Ax abnehmen und der Null zustreben, etwa dadurch, dass es
die Glieder der endlosen Reihe :

(I) 2: 0,2: 0,02; 0,002; 0,0002 ..
durchliuft. Will man dieses Verhalten des Zuwachses /A\x zum
Ausdruck bringen, so schreibt man nicht /\x, sondern dx und nennt
diese Grosse ,,das Differential von x*°. Das Differential der verdnder-
lichen Grosse x ist also ein nach Null strebender Zuwachs der Ver-
dnderlichen. dx wird durch (I) genau, durch jedes Glied von (I)
: iz 4 dgen é.h erid da,rg.estellti. Die 'AI-l- :
gf 2 'na.herung 1st um so grosser, je welFer WIr

]”',9' 15 in (I) nach rechts gehen. Jetzt wird der

: Leser mit Ausdriicken wie ,,dx ist eine

sehr kleine*“ oder eine ,,unendlich kleine Grisse‘‘ auch eine Vorstel-

lung verbinden. In den Figuren (15) und (16) sind Differentiale ge-
zeichnet, aber nicht diese selbst, sondern Naherungswerte.

Ist y eine stetige Funktion von x, und durchlauft A\x die
Reihe I, so wird auch /\y eine gewisse Reihe durchlaufen. Fiir die
Funktion (1) y = 3 x2 z. B. ist die Reihe die folgende:

(II) 4; 0,31; 0,0301; 0,003001; 0,00030001 ; .

(Sie wird mittelst Gleichung (3) gefunden.) Auch dy wird unendlich
klein und ist durch die Reihe IT genau, durch jedes Glied angenihert
dargestellt. Wir werden in unsern Betrachtungen iiber die Integral-
rechnung sehen, dass es sich bei den Anwendungen der Integral-
rechnung in erster Linie immer darum handelt, zu dem Differential
dx des Argumentes das entsprechende Differential dy der Funktion
anzugeben (Seite 169).

Dividieren wir endlich IT und I gliedweise durcheinander, so
gewinnen wir die Reihe
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(I1IT) 2; L1,65; 1,505; 1,56005; 1,60005; ---
Durch diese Reihe wird der Differentialquotient y’ oder %:—

‘genau, durch jedes Glied angendhert dargestellt. Fiir jedes Trippel
von Naherungswerten der Grossen dx, dy und y’ besteht die Gleichung

3 d
Jen == H’%’
oder dy —y'-dx:

Setzen wir angendhert dx = 0,0002, also dy = 0,00030001, so wird
y' = 0,00030001: 0,0002 = 1,50005, wahrend Gleichung (5) als ge-
nauen Wert 1,5 ergibt, der, wie gesagt, auch durch die Reihe III
definiert ist.

Eine Funktion differenzieren heisst, ihren Differential-
quotienten oder ihr Differential berechnen. Nach einem Verfahren,
das mit dem in unseren Beispielen benutzten vollig iibereinstimmt,
entwickelt die Differentialrechnung eine Reihe von
Sétzen zur Bildung des Differentialquotienten von Funktionen. Die
Handhabung dieser Regeln, d.h. das Differenzieren, ist iiberaus
einfach. Wir geben einige Beispiele, die wir spiter verwenden werden,
und bitten den Leser, die in den Gleichungen 16—19 enthaltenen
Satze in Worte zu fassen.

Funktion Differentialquotient Differential
a) y b) S ) dy
(16) XX 195 b nx*—Idx
(17) axn’ anxt—1 anx"—ldx
(18) a 0 0
(19):= -x= -F x™ nx"—1! 4 mxmn-—1 nx2—'dx 4 mxm-'dx

Seite 158 fanden wir als Differentialquotienten der Funktion i x2
die Funktion 3 x. Die in Gleichung (17) enthaltene Regel liefert den-
selben Wert, niamlich 1 - 2x! = 3 x.

* *
*

Die Operation, durch die zu einem gegebenen Differential-
quotienten oder Differential die urspriingliche Funktion wieder ge-
funden werden kann, heisst Integration. Differenzieren und
Integrieren sind also inverse Operationen, wie z. B. Addieren und
Subtrahieren. Das Operationszeichen der Integration ist ein lang-
gezogenens S, f. Wir konnen namlich, wie wir erliutern werden,
das Integral als eine Summe von unendlich vielen unendlich kleinen
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Grossen auffassen (Summe, S = (). Derselbe Gedanke liegt in der
Stereometrie der Volumenberechnung mit- dem Cavalierischen Prinzip
zu Grunde.
Aus Gleichung (16 ¢) folgt
(16’) Y. — . nx?zldx =— xt L G
denn das Differential von (x* 4 C) ist nach 19, 16 und 18 nx*-1dx.
Die konstante Grosse C ist unbestimmt und heisst Integrations-
konstante. Ebenso folgt aus (17) und (19)
(17’) fanx®~'dx = ax® 4 C.
(19") ((nx*'dx 4+ mx®-'dx) = x* + x= 4+ C. :
Diese Formeln der Integralrechnung benutzen wir in den folgenden
Beispielen, um die Bedeutung dieser Wissenschaft vor Augen zu fiihren.
1. Beispiel (Fig. 16a). Gegeben sei ein Kreis mit dem ver-
dnderlichen Radius x. Seine Fliche F ist eine Funktion von x. Nun
setzen wir voraus, dass wir die Formel F = ax2 nicht kennen
und stellen uns die Aufgabe, den unbekannten Zusammenhang
zwischen F und x zu ermitteln.
Angenommen, der Radius habe wachsend die Grosse x erreicht.
Lassen wir ihn von diesem beliebigen aber bestimmten Werte x aus um
sein Differential dx weiter
@ wachsen, so wichst die
Funktion F um ihr Dif-
A‘ ferential dF. Das Diffe-
7 rential ist ein Kreisring
mit den Radien x und
; (x + dx), dessen Breite
> 4 0916, : nach Null strebt.* Ist
: der Ring ausserordentlich
schmal geworden, so darf er als Rechteck mit der Grundiinie 2 zx
und der Hohe dx aufgefasst und berechnet werden. Damit finden
wir als Differential der Kreisfliche

df —2#x . dx,
und nach Formel (17') durch Integration
F = (2ax.dx oder
(20) E—axds G

Die unbekannte Konstante C wird in folgender Weise bestimmt.
Die Gleichung (20) liefert F fir jeden Wert von x. Fir x=0
ist offenbar F = 0. Setzen wir die Werte x = 0 und F = 0 in (20)

* In Frg. b ist ein andrer Weg zur Herleitung der Formel F = 2x2 angedeutet.
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ein, so folgt 0 = 7 -0 + C, also C = 0. Damit ist der funktionale
Zusammenhang, der zwischen Kreisradius und Kreisfliche besteht,
bestimmt ; er ist gegeben durch die Gleichung F = ax2.

An diesem Beispiele wollen wir noch zeigen, inwiefern das In-
tegral als Summe aufgefasst werden kann.

Angenommen, der Radius habe den beliebigen, aber bestimmten
Wert x erreicht und &ndere sich nun, von diesem Werte aus, um
sein Differential dx. Dann wichst, wie wir gesehen haben, die
Funktion um dF = 2 axdx. Wir konnen also fiir jeden Wert von x
feststellen, um wieviel ¥ wichst, wenn x, von diesem Werte an, um
dx weiter wiachst, oder wir sind imstande, die kleinsten Teile dF
anzugeben, aus denen F Schritt fiir Schritt durch Addition sich zu-
sammensetzt. Die Integration ist also eine Summenbildung. Dieser
Auffassung entspricht die Bezeichnung Integral (ein Ganzes aus-
machend) und das Zeichen [ (Summe).

Hat uns diese erste Anwendung der Integralrechnung auch kein
neues, sondern ein langst bekanntes Resultat geliefert, so zeigt sie
doch, wie wir mit ihrer Hilfe einen noch unbekannten Zusammenhang
zwischen Verénderlichen finden konnen.

Es sei ganz allgemein y eine unbekannte Funktion von x. Wir
sind nicht imstande, zu jedem Wert von x den entsprechenden Wert
von y anzugeben. In vielen Fillen dagegen gelingt es, fiir jeden
Augenblickszustand (x, y) festzustellen, um wieviel y sich von da ab
andert, wenn x sich um dx, d. h. um eine sehr kleine und schliesslich
um eine unendlich kleine Grosse weiter andert, m. a. W. es gelingt,
zum Differential dx der unabhingig Variabeln das zugehorige Diffe-
rential dy der Funktion anzugeben (siehe S. 166). Die Moglichkeit
dieser Feststellung liegt in dem Umstande begriindet, dass viele
Naturerscheinungen einfachere Verhiltnisse aufweisen, wenn man sich
auf die Betrachtung sehr kleiner und schliesslich unendlich kleiner
Veranderungen beschréankt, als wenn man den ganzen Verlauf der
Erscheinung ins Auge fasst. Liegt nun fiir dy ein Ausdruck vor,
so liefert Integration die Funktion y selbst, allerdings noch behaftet
mit einer additiven unbekannten Konstanten C. Die Bestimmung
von C gelingt, wenn man zu ein e m Wert von x den entsprechenden
Wert von y anzugeben vermag. Bei der Berechnung der Kreisflache
z. B. hat sich die Ermittelung von C darauf gestiitzt, dass fiir x = 0
auch F = 0 ist. Oder: Beim freien Fall ist bekannt, dass der Zeit
t = 0 der Weg s = 0 entspricht. Man pflegt diese Daten als ,,An-
fangsbedingungen® zu bezeichnen.

Bchweiz, Pidagog. Zeitschrift. 1915. 12
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Wir lassen zur Erlauterung des Gesagten noch ein Beispiel aus
der Physik und ein Beispiel aus der Chemie folgen.

1. Bestimmung des Druckes Peiner Fliissig-
keit vom spez. Gewicht y auf eine rechteckformige
senkrechte Wand (b, h). Figur 17. Schleusentor.

Als Differential der Seitenwand wahlen wir das sehr schmale
Rechteck, dessen Mittel-

: - punkt den Abstand x vom

& : Flissigkeitsspiegel hat. Es

: ////////Z ist dF = b dx. Wir be-
A 2{/ { /_f //'/2 /’ ~ ~ rechnen das Differential des
= -~ // Druckes, d. h. den Druck
Vg - der [Fliissigkeit auf dF.

—_— x - -

e e s % Nach einem hydrostatischen
S o 4 Gesetze ist dieser Druck
e — gleich dem Gewicht einer

vz ]’a'g. 7Y Flissigkeitssdule von der

Grundflaiche d F und der
Hoéhe x. Bezeichnen wir das Differential des Druckes P mit dP, so ist

dP = bdx - x - .
Integration gibt

P fhadr . = 0

Um die Integrationskonstante C zu bestimmen, beriicksichtigen wir,
dass fiir x = 0 auch P = 0 ist. Damit wird 0 =0 + C,d.h. C=0.
Der Druck auf die ganze Wand ist also
p _ b
A
Das Beispiel zeigt, wie mit Hilfe der In-
tegralrechnung die Wirkungen der Kréafte auf
die kleinsten Teile eines Kérpers zur Gesam#t-
wirkung auf den ganzen Kérper summiert wer-
den kénnen.

2. Bei einer chemischen Reaktion mogen sich «gr
eines ersten Stoffes mit 8 gr eines. zweiten verbinden. Urspriinglich
selen vom ersten Stoff a gr, vom zweiten b gr vorhanden. Nach t Se-
kunden sollen sich x gr der Verbindung gebildet haben. Dazu waren
offenbar notwendig

ax

at

gr des ersten und ;%_%— gr des zweiten Stoffes.
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Somit sind t Sekunden nach Beginn der Reaktion noch vor-
handen
(a. —— a—:_%) gr des ersten und (b — F%—x_ﬁ)
Geht die Reaktion ohne wesentliche Warmeentwicklung vor sich
und bleiben die beiden Stoffe immer in Beriihrung miteinander, so
darf man annehmen, dass die Menge dx, die im Zeitelement dt sich
bildet, proportional ist sowohl zu den noch vorhandenen Stoffmengen
wie auch zur Dauer des Zeitelementes dt. Nennen wir den Pro-
portionalitatsfaktor u, so ist

dx = u (o — 2%F5) (b — 257 )e
Dle Integralrechnung lehrt die Integration dieser Gleichung, d.h.
sie zeigt, wie man aus der Wirkung der Kradfte in den
kleinsten Zeitteilchen schliessen kann auf die Wirkung der
Krafte in jeder Zeitspanne.

Zum Schlusse fassen wir unsere Ausfithrungen in folgende Sitze
Zusammen :

Die Differential- und Integralrechnung
oder die Infinitesimalrechnung ist die Lehre
von den zusammengehorigen Verdnderungen
der Grossen. Fir die mathematische Behand-
lung naturwissenschaftlicher Probleme 1ist
die Infinitesimalrechnung von groésster Be-
deutung und kann iiberall da zur Anwendung
kommen, wo es sich um stetige Verdnderungen
der Grossen handelt. Die Differentialrech-
nung lehrt, wie man, bei Kenntnis des ganzen
Verlaufes einer Erscheinung, schliessen kann
auf die Wirkung der Krdfte an einer bestimm-
ten Stelle (Beispiel: Warmestrahlung) oder in einem
bestimmten Momente (Beispiel: freier Fall); die In-
tegralrechnung zeigt, wie die Wirkungen der
Krafte auf die kleinsten Teile eines Korpers
(Beispiel: Schleusentor) oder die Wirkungen der Krafte
in kleinsten Zeitteilchen (Beispiel: Chemische Reak-
tion) zur Gesamtwirkung summiert werden kénnen.

gr des zweiten Stoffes.
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