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Zur Bruchrechnung.
Von J. Riiefli, Seminarlehrer in Bern.

L

In seinem Werke: ,Die naturgemisse Methode des Rechenunter-
richtes* hat sich der Rechenmethodiker Knilling unter anderem die
Aufgabe gestellt, auch das Bruchrechnen aus dem nach seiner Mei-
nung bis dahin herrschenden mysteriosen Dunkel herauszuldsen und das-
selbe auf einen wissenschaftlich sichern und klaren Boden zu verpflanzen.
Er glaubt, schon der Altmeister Hentschel sei auf dem richtigen
Wege zur Losung des Rétsels gewesen; da er aber von zum Teil fehler-
haften und unklaren Vorstellungen beeinflusst worden sei, so habe sein
Versuch misslingen miissen. Dagegen glaubt nun Khnilling, durch seine
Untersuchungen auf dem Gebiete der Bruchrechnung mit einem ganzen
Nest von methodischen Wunderlichkeiten und Schrullen endgiiltiz aufge-
riumt zu haben. Er erwartet deshalb sehr zuversichtlich, dass die
Rechenlehrer der Zukunft ihr Lehrverfahren nach seinen Forschungs-
ergebnissen einrichten werden. Diese lassen sich kurz in folgender
Fassung wiedergeben:

Das Multipliziren ist ein Yermehren; das Resultat einer Mul-
tiplikation muss also unter allen Umstinden grisser sein als jeder der
beiden Faktoren. Die Multiplikation ist eine Addition gleicher Sum-
manden, deren Anzahl der Multiplikator angibt. Nun hat es einen ver-
stindlichen Sinn, eine gegebene Zahl 2 mal, 3 mal, 4 mal .. . als
Summand zu setzen; die Forderung aber, eine Summe aus 1/4, 5/s,
43/4 . . . Summanden zu bilden, ist eine Ungereimtheit. Der Multipli-
kator kann also immer nur eine ganze Zahl, aber niemals ein Bruch
oder eine gemischte Zahl sein. Das sog. Multipliziren mit Briichen ist, bei
Licht betrachtet, nichts als ein Dividiren, und was man bis dahin als ein
Vermehren mit gemischten Zahlen betrachtet hat, erweist sich als ein
zusammengesetztes Verfahren, das sowohl Multiplikation wie Division
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und Addition in sich begreift. Wo also in einer Rechenaufgabe ein
Bruch als Multiplikator auftritt, da ist der scheinbare Multiplikator gar
kein wirklicher Bruch, er hat nur die Form eines Bruches.

Ahnlich ist es bei der Division im Sinne des Teilens. Man kann
eine gegebene Zuhl in zwei, drei, vier, fiinf . . . . gleiche Teile zer-
legen; dagegen der ,einviertelste, ,fiinfsechstelste“, ,vierundsieben-
achtelste“ Teil einer Zahl ist etwas Widersinniges. Beim Dividiren im
Sinne des Teilens kann also der Divisor weder ein Bruch noch eine
gemischte Zahl sein, er ist immer eine ganze Zahl. Ein Bruch, welcher
in einer Rechenaufgabe als Divisor vorkommt, ist weder ein wirklicher
Divisor, noch ein veritabler Bruch.

Die Operationen, die man bis dahin irrtimlicherweise als ein Multi-
pliziren und Dividiren mit Briichen und gemischten Zahlen bezeichnet
hat, gehdren also eigentlich gar nicht dem Bruchrechnen an; siehaben sich nicht
aus demselben heraus entwickelt, sie wiirden existiren, selbt wenn uns
jeder Begriff von Briichen mangelte. Wenn sich die irrtiimliche An-
sicht gebildet und festgesetzt hat, dass ein wirklicher Bruch als Multi-
plikator und ebenso auch als Divisor zu funktioniren vermége, so geschah
dies lediglich infolge eines gedankenlosen, unberechtigten und unbegriindeten
Analogisirens. Weil man Briiche zu Briichen, zu ganzen und zu ge-
mischten Zahlen addiren, oder auch von solchen subtrahiren kann, so
bildete man sich ein, es miisse auch moglich sein, mit Briichen zu mul-
tipliziren und zu dividiren.

Soweit Knilling. Wie steht es nun mit dieser , Entdeckung®,
durch welche er sein Jahrhundert in die Schranken fordert und ,die
Geister wach ruft“? Es steht ganz einfach so, dass das, was er als seine
Losung des Ritsels anpreist, den Schulménnern, die iiber ein ausreichen-
des Mass elementar-mathematischer Bildung verfiigen konnten, schon
lingst bekannt war. Zum Beweise fiihre ich aus Zihringers ,Leit-
faden fiir den Unterricht im praktischen Rechnen“ (Ziirich, Verlag von
Meyer und Zeller, 1866) folgende Stellen an:

,Zum Multipliziren gehdren nur diejenigen Multiplikationen, wo der
Multiplikator eine ganze Zahl ist, indem Fille, wo der Multiplikator ein
Bruch ist, zu den Teilungen gerechnet werden miissen.“ (Seite 329.)
— , Wir haben schon frither der doppelten Form erwéhnt, unter welcher
die Teilungen angeschrieben werden konnen, némlich wenn der vierte
~ Teil von 517!/2 genommen werden soll, so kénnen wir entweder schrei-
ben 5171/2:4 oder aber !/4.517!/2. Das mehrmalige Nehmen eines
Teils wird immer unter der Bruchform geschrieben, z. B. wie viel ist
7 mal der achte Teil von 121/2? wird geschrieben /s . 12!/2 =?
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(Seite 331) — ,Jede Division mit einem Bruch muss als Enthaltensein aufge-
fasst werden, denn teilen kann man nur mit einer ganzen Zahl.“
(Seite 291.) — ,Es ist allerdings wahr, dass nicht jede vorkommende
Division mit einem Bruch eine Aufgabe iiber Enthaltensein ist; es kann
oft auch nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir eine Teilung oder das
mehrmalige Nehmen eines Teils sein. Z. B. bei der Losung der Auf-
gabe: 3!/2 Ellen kosten 19!/4+ Fr., was kostet 1 Elle? sagt man oft
kurz: 1 Elle kostet 191js Fr.:31/2; gelesen: 191/+ Fr. dividirt durch
31/2 . . . Das ist allerdings keine Aufgabe iiber Enthaltensein, und
doch soll mit einem Bruch dividirt werden. Streng genommen hat die
Auflosung iberhaupt unter dieser Form keinen Sinn. Denn vom Preis
der 3!/2 Ellen kann ich nicht unmittelbar auf den Preis einer Elle
schliessen, sondern nur auf den Preis einer halben Elle. Némlich eine
halbe Elle kostet den siebenten Teil von dem, was 31/2 Ellen kosten,
oder von 19!/+ Fr.; und cine ganze Elle kostet 2 mal den siebenten
Teil von 191/+ Fr. So hat die Aufgabe einen Sinn und reduzirt sich
auf das mehrmalige Nehmen eines Teils.* (Seite 292.)

Daraus ergibt sich also, dass. die Losung des Rétsels, welche Knil-
ling gefunden zu haben glaubt, schon ein recht respektables Alter
hat. Auch hier hat ihn sein aussergewohnlich stark entwickelter Drang,
als Reformator des Rechenunterrichtes tiefeinschueidende Entdeckungen
zu machen, zu einem illusorischen Resultate gefihrt. Die Sache liegt
in Wirklichkeit so, dass es weder Zdhringer noch Knilling gelungen ist,
die im Multipliziren und Teilen mit Briichen enthaltene methodische und
logische Schwierigkeit klarzustellen und zu iiberwinden.

Wenn ich es unternehme, in dieser Abhandlung meine Ansichten
iber den vorliegenden Gegenstand zu entwickeln, wie sie sich mir wih-
rend einer vierzigjahrigen Lehrpraxis herausgebildet haben, so bin ich
mir bewusst, dass ich damit keine weltbewegende Tat ausfithre. Wiahrend
Knillings rechenmethodische Werke mit dem sehr wenig begriindeten
Anspruch auftreten, ein Markstein in der Geschichte des elementaren
Rechenunterrichtes zu sein, begniige ich mich damit, einen kleinen Bei-
trag zur Herausbildung einer naturgemissen Methode des Rechenunter-
richts zu leisten.

In der Rechenpraxis und im Unterricht kommt es nicht selten vor,
dass man im Interesse einer moglichst kurzen, biindigen Bezeichnungs-
weise Ausdriicke gebraucht, die, im gewdhnlichen Sinne des Wortes auf-
gefasst, eine Ungereimtheit wiiren, und deshalb fiir den betreffenden
Fall einer besonderen Definition bediirfen. Wir pflegen z.B. zu sagen:
»Der Inhalt eines Rechtecks wird berechnet, indem man die Grundlinie
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mit der Hohe multiplizirt.* Wollte man hier unter ,Grundlinie* und
,Hohe* die entsprechenden Linien verstehen, so wire die Regel der
barste Unsinn; denn auf dieser Stufe der Begriffsentwicklung hat es
keinen verstindlichen Sinn, Linien miteinander zu multipliziren. Will
man die Regel mit klarem Verstindnis dessen, was man sagt, zur An-
wendung bringen, so muss man unter den Ausdriicken ,Grundlinie“ und
,Hohe* nicht die sonst durch dieselben bezeichneten Linien, sondern ihre
Masszahlen verstehen. Ist z. B. der Inhalt eines rechteckformigen
Gartens von 40 m Grundlinie und 25 m Hohe zu berechnen, so
kann man die Zéhlung der in der Gartenfliche enthaltenen Quadratmeter
in der Weise ausfiilhren, dass man dieselbe in 40 Streifen von je
25 m? oder dann in 25 Streifen von je 40 m® zerlegt denkt;
man findet dann leicht, dass der Inhalt 40 .25 m? = 25 .40 m? =
1000 m? betrigt. Nun ist aber 40 die Masszahl der Grund-
linie und 25 die Masszahl der Hohe, und wenn man das Produkt dieser
Zahlen bildet, so erhdlt man die Anzahl der Quadratmeter, welche die
Gartenfliche enthiilt. Bei der Feststellung dieser Regel pflegt man aber
kiirzehalber die Ausdriicke ,Masszahl der Grundlinie* und ,Masszahl
der Hohe* durch die biindigen Bezeichnungen ,Grundlinie“ und ,Héhe“
zu ersetzen.

Es sind ganz ohne Zweifel zundchst Zweckmissigkeitsgriinde ahn-
licher Art gewesen, die in der Rechenpraxis und im Unterricht dahin
gedringt haben, Briiche und gemischte Zahlen als Multiplikator auftreten
zu lassen. Knilling ist sehr im Irrtum, wenn er glaubt, dieses Verfahren
habe seine Wurzel in unberechtigtem ,Analogisiren® oder in wunder-
lichen Schrullen der Rechenmethodiker; denn diese letztern haben offenbar
lediglich das logisch zu begriinden und methodisch zu entwickeln gesucht,
was sich in der Rechenpraxis als niitzlich erwies. — Ich werde
zundchst vier angewandte Aufgaben als Vertreter entsprechender
Gruppen anfiihren, um zu zeigen, wie man in ganz natiirlicher Weise,
ohne methodische Verkiinstelung und ohne wunderliche Schrullen, in das
Gebiet der Multiplikation mit Briichen und gemischten Zahlen hinein-
wachsen kann.

1. Aufgabe. Wie teuer kommen 25 Liter Wein zu stehen, wenn 1 Hekto-
liter 58 Fr. 60 Rp. gilt?

Auflosung. 1 hl = 58,6 Fr.;
1/4 il — 58,6 Fr.: 4 — 14,65 Fr.

2. Aufgabe. Wie viel kostet eine Wiese von 6250 m? Inhalt, wenn 1 ke
3880 Fr. gilt?

Auflisung. 1 ha = 3880 Fr.;
/g, ==3880 Fr.: 8 = 485 Fr.;
5/8 , = 5. 485 Fr. — 2425 Fr.
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Bei der Auflosung dieser Aufgaben wird es wohl keinem Schiiler einfallen,
zu behaupten, dass 1/4 2l ,1/4 mal* 58,6 Fr., oder dass 5/s ha ,3[8 mal“ 3880 Fr.
kosten, und der Lehrer wird auch nicht dabin dréingen, hier schon diese Aus-
drucksweise anwenden zu lassen. Anders gestaltet sich die Sache bei den
folgenden Gruppen von Aufgaben.

3. Aufgabe. Wie viel kosten 425 kg Kaffee, 1 ¢ zu 217 Fr. 80 Rp.?

1. Auflosung. q == 1 7.8 -Fr.

Mt 217 8. —8(1.2" Fr3
1/4 y == 217.8 Fr.:4— 54,45 Fr.;

— 925,65 Fr.
2. Auflosung. 1 q— 217,8 Fr.;

Yoo =—217T8Fr.: 4 = 54,45 Fr.;
17y 7 . 54,45 Fr.

38115

5445

925,65 Fr

3. Auflosung. 1 q = 2178 Fr.;

41fy | — 41/4 . 217,8 Fr.
871,2 Fr.

54,45

925,95 Fr.

Bei der Auflosung derartiger Aufgaben wihlen die Schiiler zuniichst eine
der beiden ersten Aufldsungen; aber bald taucht, ohne dass der Lehrer dazu
dringt, die dritte auf, um nach und nach die beiden andern ganz zu verdringen.
Die Schiiler urteilen einfach so: Wenn 1 ¢ 217,8 Fr. gilt, so kosten 4l/4 ¢
»41/4 mal“ 217,8 Fr. — Es ist leicht einzusehen, dass sie dabei ganz folge-
richtig das anwenden, was sie vorher bei der Auffassung und Anwendung der
Bruchzahlen schon gelernt haben. Sie sind angeleitet worden, statt der aus-
fithrlichen Bezeichnungsweise ,4 Zentner und 1 Viertelzentner“ den kiirzeren
Ausdruck ,4!/4 Zentner* zu gebrauchen. Da muss sich ihnen also die nahe-
liegende Konsequenz aufdréingen, dass man auch den ermiidend weitschweifigen
Ausdruck ,4 mal 217,8 Fr. und 1 Viertel von 217,8 Fr.“ durch die einfachere
Bezeichnung ,4!/4 mal 217,8 Fr.“ ersetzen diirfe. In der Tat gelten fiir beide
Abkiirzungen die gleichen Zweckmissigkeitsgriinde, und ebenso lassen sich
gegen beide die gleichen logischen Bedenken geltend machen, von welchen wei-
terhin noch die Rede sein soll. Dass man aber im vorliegenden Falle unter
»1/4 mal 217,8 Fr.* den 4. Teil von 217,8 Fr. zu verstehen habe, braucht man
bei der dargelegten Art der Behandlung den Schiilern gar nicht zu sagen, sie
kommen selber darauf.

4. Aufgabe. Wie viel kostet der Bau einer Strasse von 6 im 800 m
Lénge, wenn 1 Am im Durchschnitt auf 26875 Fr. zu stehen kommt?

Nach den vorausgegangenen Ubungen werden die Schiiler hier nicht mehr
lange nach der zweckmissigsten Auflosung suchen; sie werden die dritte Dar-
stellung wiihlen, weil sie mdglichst einfach und praktisch ist.

Auflisung. 1 km — 26875 Fr.;

645 , = 64/5.26875Fr. 4 . 5375 Fr.
161250 Fr.
21500

182750 Fr.
Durch die bisherige Entwicklung habe ich den Nachweis erbracht,
dass Knillings Auffassung in zwei wesentlichen Punkten unrichtig ist.
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Er behauptet, wenn in einer Aufgabe eine gemischte Zahl oder ein Bruch
als Multiplikator vorkomme, so sei der scheinbare Multiplikator gar kein
wirklicher Bruch, er habe nur die Form eines solchen; diese Rechenart
gehore gar nicht dem Bruchrechnen an und wiirde auch dann existiren,
wenn uns jeder Begriff von Briichen mangelte. Wenn man aber z. B. den
Inhalt eines Rechtecks von 40 m Lénge und 283/4+ m Breite zu berech-
nen hat, so findet man
J = 40 . 283/1 m?2 — 283/4, 40 m2.
Dem zweiten dieser beiden Ausdriicke entspricht die Zerlegung des
Rechtecks in Streifen von 40 m Lénge, 1 m Breite und 40 7?2 Inhalt.
Dann bleibt aber zuletzt noch ein Reststreifen, welcher nur 3/« m breit,
also nur 3/4 von einem der andern Streifen und somit eine wirkliche
Bruchgrosse ist. In der Darstellung ,283%/+ . 40 m?“ bezeichnet also der -
Ausdruck ,3/4“ einen ,veritablen® Bruch, und so ist es iiberhaupt immer,
wenn der Multiplikand ein zahlenmissig bestimmtes Kontinuum, der
Multiplikator aber ein Bruch oder eine gemischte Zahl ist.
Vergegenwirtigen wir uns ferner eine Wertgleichung wie z. B.
41/4 Zentner — 41/4 . 217,8 Fr.,,

so ist leicht einzusehen, dass in dem linksstehenden Ausdruck ,41/+ Zent-
ner“ auch nach Knillings Auffassung ,1/+“ einen wirklichen Bruch dar-
stellt. Aber gerade dieser Bruch ist es ja, welcher den Rechner in
folgerichtigem Schlusse veranlasst, in dem rechtsstehenden Wertausdruck
241+ . 217,8 Fr.* die gemischte Zahl 4!/+ und damit auch den Bruch
/s als Multiplikator auftreten zu lassen. Wo bleibt also da die Unab-
hingigkeit dieser Operation vom Bruchbegriff und vom Bruchrechnen?
Dazu kommt aber noch, dass auch in dem Wertausdruck ,4!/s+.217,8 Fr.¢
durch ,1/4“ ein wirklicher Bruch bezeichnet wird. Es ist eben gar
nicht gerechtfertigt, den Bruchbegriff auf kontinuirliche Grossen zu be-
schrinken. Wer starrkopfic an dieser Beschrinkung festhilt, verwech-
selt eine methodische Frage mit einer logischen. Es unterliegt ja gar
keinem Zweifel, dass man den Bruchbegriff am zweckmissigsten durch
das Teilen kontinuirlicher Grossen, z. B. der gebrduchlichen Masse, an-
schaulich entwickeln kann; aber ebenso gewiss ist, dass gar keine Griinde
des Denkens dagegen sprechen, diesen Begriff auch auf Mengen diskre-
ter Dinge anzuwenden. Wenn 1 Fiinftelmeter ein Bruchteil von einem
Meter ist, so wird in gleichem Sinne auch 1 Viertelmillion ein Bruchteil
von einer Million sein. Kbnilling wird einwenden, es gebe zwar Bruch-
teile von Sachen oder von Gréssen, aber Bruchteile von ,mal“ oder von
Rechenakten seien Undinge. Deshalb vermége er nicht einzusehen, dass
der Ausdruck ,Halbe mal® eine Operation und noch dazu eine Multiplikation
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anzeigen konne. Damit beweist er aber nur, dass er den Ausdriicken
»Halbe® und ,mal* nach subjektivem Belieben und ohne Riicksicht auf
die Sachlage eine Bedeutung beilegt, welche sie hier gar nicht haben
und nicht haben konnen. Diese Frage soll weiterhin ihre eingehende
Beleuchtung finden.

Knilling behauptet ferner, eine Multiplikation mit einer gemischten
Zehl als Multiplikator sei gar keine einfache Operation, sondern eine
Operationsverkniipfung, denn sie erfordern zu ihrer Ausfiihrung Multipli-
kation, Division und Addition. Dagegen ldsst er Aufgaben, in welchen
eine gemischte Zahl oder ein Bruch als Multiplikand auftritt, als wirk-
liche Multiplikationen gelten, trotzdem hier die Sachlage ganz die gleiche
ist. Hat man z. B. die Aufgabe ,48 . 53/4 Fr.“ zu losen, .so wird man
sie in die beiden Partialmultiplikationen 48 .5 Fr. und 48 . 3/« Fr. zer-
legen. Zur Ausfilhrung der letzteren muss man aber die Division als
Mittel anwenden. Knilling wird dies bestreiten; er wird sagen, 48 mal
3 Viertelfranken seien doch gewiss 144 Viertelfranken, dies sei aber
nichts mehr und nichts weniger als eine simple Multiplikation. Gewiss,
g0 ist es. Aber nun hat man die Aufgabe gar nicht in der Form ge-
l6st, in welcher sie gestellt ist; man hat Viertelfranken multiplizirt,
wihrend man eigentlich Franken hiitte vervielfachen sollen. Deshalb
sind die Viertelfranken in Franken umzurechnen, was durch Messen mit
4, also durch Division geschieht. Man kann indes die Aufgabe direkt
in der Weise losen, dass man, wie die Fragestellung es fordert, mit
Franken operirt, indem man schliesst: 48 .1 Fr. sind 4% Fr.; 48. /4 Fr.
sind der 4. Teil von 48 Fr. oder 12 Fr.; 48. 3/4 Fr. aber sind 3 . 12 Fr.
oder 36 Fr. Dabei lisst man !/« und 3/« als Anzahl der Franken
funktioniren, wie es der Darstellung entspricht, in welcher die Operation
auftritt; der Bruchstrich aber hat die Bedeutung des Divisionszeichens,
mag er nun wagrecht oder schief gesetzt werden. Es unterliegt
also gar keinem Zweifel, dass man zur Ausfilhrung der Operation
»48 . 53/s Fr.“ auch die Division als Mittel anwenden muss. Dadurch wird
aber an der Tatsache, dass diese Operation, als Ganzes betrachtet, eine
Multiplikation ist, nicht das Geringste geindert. Ahnlich steht es mit
den Multiplikationsaufgaben, in welchen der Multiplikator eine gemischte
Zahl ist. Hat man z. B. 65/s.40 Fr. zu rechnen, so ist damit die
Forderung gestellt, dass man eine Summe aus 7 Summanden bilde, von
welchen jeder der ersten sechs 40 Fr., der letzte aber %/s von 40 Fr.
ist. Die Operation hat also ganz ohne Zweifel den Charakter des Ver-
mehrens, des Anhdufens, des Vervielfachens. Der Umstand, dass der
Multiplikator ausser der ganzen Zahl noch einen Bruch enthilt, hat zur
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Folge, dass das Produkt um so grosser wird. Die Aufgabe, welche dem
Bruch im Rechenzusammenhang zugewiesen ist, hat also gar nicht
den Charakter der Division; denn der Bruch leistet seinen Beitrag zum
Vermehren gerade so gut, wie die Einheiten der ganzen Zahl.

Nachdem der Schiiler in der dargelegten Weise zu der Einsicht
gelangt ist, welche Bedeutung man Ausdriicken wie ,!/+ mal“, ,3/s mal“
U. 8. W. beilegen muss, wenn man sie aus Griinden der Zweck-
méassigkeit beim Rechnen anwenden will, kann es fiir ihn gewiss
nicht mehr schwer sein, auch Briiche mit Briichen, z. B. °(10 mit /s
zu multipliziren.

1. Auflgsung. 56 mal 910 ist 5 mal der 6. Teil von %/10. Der 6. Teil
von %10 ist 9/60 oder 3/20; 5 mal 3/20 aber sind 15/20 oder 3/4.

2. Auflosung. 1 mal %/10 sind 9/10; /6 mal 9/10 ist der 6. Teil von %10,
gae gibt 9/60 oder 3/20; B/6 mal 910 sind also 5 mal 3/20, was 15/20 oder
/4 gibt.

3. Auflosung. Rechnet man 5 mal 9, so erhdlt man 45. Da man nun
aber eine 10 mal zu grosse Zahl mit einer 6 mal zu grossen Zahl multiplizirt
hat, so ist das Produkt 6 mal 10 oder 60 mal zu gross und muss deshalb
durch 60 geteilt werden. Der 60. Teil von 45 ist aber %/60 oder 3/s.

Derartige Multiplikationen mit gemeinen Briichen haben aber heut-
zutage fiir das Volksschulrechnen wenig praktischen Wert. Mit Vor-
teil lassen sie sich etwa noch beim Kopfrechnen anwenden. Ist z. B.
die Fliche einer quadratischen Parquettafel von 35 em Seitenlinge
berechnen so wird J =81/2.31/adm®>="/2 . T/2dm? = /4 dm? = 121/sdm*.
Hat man ferner den Inhalt eines quaderformig behauenen Steines von
75 em Linge, 35 cm Breite und 45 em Hohe zu bestimmen, so wird

J = Ti2.8Ya 41 dm® = VBfz . T2 . %, dm®
— 945/ dm3 — 1181/s dm® = 118 dm? 125 em3,

Ausserdem kiénnen diese Fille des Multiplizirens mit gemeinen Briichen
als zweckmiissige Grundlage fiir das Verstindnis der Dezimalbruch-
multiplikation dienen. Ist z. B. die Fliche eines rechteckférmigen
Zimmerbodens von 6,85 m Linge und 5,48 m Breite zu berechnen, so
findet man:
J = 6,85 . 5,48 m2.

Man nimmt nun vorliufig an, man habe mit ganzen Zahlen zu rechnen,
also 685 .548 — 375 380.

Von da an kann das richtige Resultat auf zwei verschiedenen Wegen
erreicht werden. Da /100 . !/100 = !/10000 ist, so erhélt man nicht Ganze,
sondern Zehntausendstel; man muss also das Produkt nun erst noch in
Ganze verwandeln, indem man es mit 10000 misst. Man kann aber
auch so schliessen: Da eine 100 mal zu grosse Zahl mit einem 100 mal
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zu grossen Multiplikator vervielfacht worden ist, so hat man ein 100
mal 100 oder 10000 mal zu grosses Produkt erhalten, weshalb man es
durch 10000 teilen muss. In beiden Fillen erhilt man als Resultat
37,538 m?.

Knilling wird einwenden, durch die bisherigen Erorterungen sei
eigentlich doch nur gezeigt worden, auf welche Weise ein logisch nicht
begriindetes Rechenverfahren sich in der Praxis und im Unterricht ein-
gebiirgert habe; aber die logischen Bedenken, welche er gegen die Mul-
tiplikation mit Briichen und gemischten Zahlen geltend mache, seien
damit noch nicht gehoben. Die Multiplikation sei nun einmal ein Ver-
mehren, eine Addition gleicher Summanden; deshalb kénne der Mul-
tiplikator nur eine ganze Zahl sein, und das Produkt miisse unter allen
Umstinden grosser sein als jeder der beiden Faktoren. Um zunéchst
die letztere Behauptung zu beleuchten, mogen folgende Beispiele als
Grundlage dienen:

Lis 90500011803 418,861 =486;
208651 e 180 2 EREe L Al
BoiB0e 8 — o 275

Alle fiinf Beispiele entsprechen der Forderung Knillings, dass der Mul-
tiplikator immer eine ganze Zahl sein miisse. Er kann aber gleichwohl,
wenn er konsequent sein will, nur die ersten drei Aufgaben als wirk-
liche Multiplikationen gelten lassen. Aber auch dann, wenn wir unsere
Untersuchung zuniichst auf diese drei Beispiele beschrinken, so ist doch
leicht einzusehen, dass die Behauptung, das Produkt miisse grisser sein
als jeder der beiden Faktoren, nur im ersten Falle, ndmlich nur dann
zutreffend ist, wenn beide Faktoren grdsser sind als 1. In den beiden
andern Fillen ist zwar das Produkt grosser als der Multiplikand; aber
das eine Mal ist es genau so gross als der Multiplikator, das andere Mal
ist es sogar kleiner als dieser Faktor.

Wie aber, wenn, wie im vierten und fiinften Beispiel, die Zahl 1
als Multiplikator auftritt. Diesen Spezialfall der Multiplikation hat
Knilling in seiner ,Reform des Rechenunterrichts“ hdufig zur Anwendung
gebracht. Die Sédtze 1.2 =2, 1.3 =3 u. s. w. hat er dem Ein-
maleins, also einer Sammlung von Multiplikationssdtzen eingeordnet.
Auch stellt er dort die Regel auf: ,Mit 10 vermehrt man, wenn man
eine Null macht und noch mit 1 vermehrt.“ Entsprechende Regeln
gibt er fir die Multiplikation mit 100 wod mit 1000. Wenn er
aber in seinem neuen Werke behauptet, die Multiplikation miisse in
allen Fillen ein Vermehren, eine Addition gleicher Summanden sein, so
werden dadurch die Aufgaben, in welchen die Zahl 1 als Multiplikator
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auftritt, aus dem Gebiete der Multiplikation ausgeschlossen; denn in
diesem Falle hat man keine Addition gleicher Summanden auszufiihren
und es findet auch kein Vermehren statt, das Produkt ist genau so gross
als der Multiplikand.

Nun bedenke man, dass wir beim Sprechen die Multiplikation mit
dem Wortchen ,mal“ bezeichnen, wihrend wir beim Schreiben diese
Operation dadurch andeuten, dass wir zwischen die zifferméssigen Be-
zeichnungen der beiden Faktoren ein schiefes Kreuz oder einen Punkt
setzen. Wiren also Aufgaben, in welchen die Zahl 1 als Multiplikator
erscheint, keine wirklichen Multiplikationen, so diirfte man sie auch
nicht mehr in der fiir diese Operation festgesetzten Bezeichnungsweise
auftreten lassen; depn sonst wiirde man ja einer argen Konfusion Tiir
und Tor offnen. Man diirfte also nicht mehr sagen: ,1 mal 8 ist 8¢,
und man diirfte auch nicht mehr schreiben: 1 X 12 = 12“ oder:
o1 .6 =06% Dass 4 in 4 ,1 mal“ enthalten sei, miisste dann eben-
falls als eine fehlerhafte Ausdrucksweise verurteilt und aus der Rechen-
sprache verbannt werden. Fiir die bekannten Sammiungen von Rechen-
sitzchen miisste man ebenfalls andere Namen wéhlen, denn ,Einmaleins®
und ,Einsineins® diirfte man sie nicht mehr nennen. Was wollte man
bei solcher Sachlage mit Aufgaben wie ,21.40“ und ,8 in 168“ an-
fangen ?

Es ist aber das Gewisseste unter allem Gewissen, dass man jede
Zahl 4,1 mal* — und nur einmal — setzen kann, und dass das Re-
sultat dieser einmaligen Setzung eben diese Zahl ist. Hier also ist der
Ausdruck ,1 mal“ durchaus der Sachlage angemessen und so selbst-
verstidndlich, dass seine Bedeutung keiner besonderen Definition bedarf.
Wesentlich anders gestaltet sich die Sache, wenn der Multiplikator eine
iiber 1 hinausgehende ganze Zahl ist, in dem einzigen Falle also, den
Kuilling, um konsequent zu sein, als wirkliche Multiplikation gelten .
lassen kann. Ist z. B. die Multiplikation 3 .8 auszufiihren, so kann
man freilich eine Summe aus 3 Summanden bilden, von welchen jeder
8 ist; aber jede dieser 8 ist eine andere 8, und jede kann nur ein-
mal gesetzt werden. Wairen alle drei eine und dieselbe 8, so hiitte man
eben nur eine 8 und nicht drei. Hier also ist die Bedeutung des Wortes
omal® keineswegs selbstverstindlich, sie bedarf einer besonderen Fest-
setzung und Begriindung. Diese aber ergibt sich als Folgerung aus
der axiomatischen Gewissheit, dass 1 .8 — 8 ist. Man hat nédmlich:

3.8=(1+4+1+41).8=1.8+1.84+1.8=8-8-4 8.
In diesem Falle qualifizirt sich die Multiplikation als Addition gleicher
Summanden. Dies dndert aber gar nichts an der Tatsache, dass dabei
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der Satz: ,1.8 — 8“ als einfacher, grundlegender Multiplikationsakt
mitgedacht ist. Wer also dem Rechenakte ,1 .8 — 8% den Charakter
der Multiplikation abspricht, bedenkt offenbar gar nicht, dass er gerade
dadurch auch der Auffassung, dass die Multiplikation eine Addition
gleicher Summanden sei, den Boden unter den Fiissen wegzieht. Die
Multiplikation mit der Zahl 1 ist also gar nicht etwa nur eine willkiir-
liche, praktisch niitzliche Festsetzung, sondern sie hat den Charakter
einer grundlegenden Wahrheit. Damit ist also der Nachweis erbracht,
dass die Multiplikation zwar eine Addition gleicher Summanden sein
kann, es aber nicht in allen Fillen sein muss. Damit ist freie Bahn
geschaffen fiir die Multiplikation mit Bruchzahlen.

Fir das Multipliziren mit ganzen Zahlen gilt das Gesetz, dass bei
gleichbleibendem Multiplikanden das Produkt im gleichen Masse zu- und
abnimmt wie der Multiplikator. Wenn man dieses Gesetz verallge-
meinert und riickschreitend zur Anwendung bringt, so gewinnt
man die Definition des Multiplizirens mit einem Bruch. Man hat z. B.

o A, 24 — B0~ SRR e .
i R} S 4. 8898 — ] 8

Wenn aber ,!/+ mal 24 den 4. Teil von 24 und ,3/¢« mal 24
3 mal den 4. Teil von 24 bedeutet, so sind dies, wie Knilling
behauptet, in Wirklichkeit gar keine Multiplikationen, sondern es
ist nach seiner Meinung lediglich ein Teilen mit gleichzeitiger
oder nachfolgender Reduktion auf einen oder mehrere Teile. Da-
gegen mache ich geltend, dass die Ausdriicke ,24 geteilt durch 4“ und
»'/4 mal 24¢ gar nicht die gleiche operative Bedeutung haben. Durch
den ersten Ausdruck wird gefordert, dass die Zahl 24 in 4 gleiche Teile
zerlegt werde; was aber mit einem solchen Teil geschehen solle, ist
damit nicht gesagt. Der zweite Ausdruck enthdlt die Forderung, dass
man den 4. Teil von 24 |1 mal“ setze; ist aber die Aufgabe .34 mal
24¢ gegeben, so hat man den 4. Teil von 24 ,3 mal® zu setzen. In
beiden Fillen kommt nun freilich auch ein Teilen durch die Zahl 4
vor; aber es hat lediglich den Charakter einer Hiilfsoperation, durch
welche der Teil des Multiplikanden ermittelt wird, welcher 1 mal, resp.
3 mal gesetzt werden soll. Die Hauptoperation aber hat ganz ent-
schieden den Charakter der Multiplikation, wihrend das Teilen nur als
Hiilfsmittel erscheint, um den in der Aufgabe geforderten Multiplikations-
akt ausfiihren zu konnen. Die Aufgabe

64.75 |, 6(831/2 — 47%[3)

80 . 3%/4 4 ——+ :
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ist offenbar eine Addition; aber die Zahlen, welche addirt werden
sollen, sind nicht unmittelbar gegeben, sondern durch angedeutete Ope-
rationen bestimmt. Um also die als Hauptoperation dargestellte Addition
ausfithren zu koénnen, muss dies zuerst mit den in ihren Zusammenhang
eingeordneten und nur angedeuteten Hiilfsoperationen geschehen. Da-

durch wird aber am wesentlichen Charakter der Addition gar nichts geéndert.
Nach der Formel

J=Vs(s—a)(s—b)(s—c)

berechnen wir bekanntlich den Inhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten
a, b und ¢, wcbei & T l;+ cki‘n-zehalber durch das Zeichen s ersetzt wird.
Diese Operation ist offenbar eine Wurzelausziehung; aber damit
diese ausgefiihrt werden kann, muss man zuvor addiren, dividiren, sub-
trahiren und multipliziren. In dem Sinne nun, in welchem die erste
dieser Aufgaben als Addition, die zweite als Wurzelausziehung dargestellt
ist, gerade in dem Sinne haben die Operationen ,'/s . 30 und ,%/s . 30
den Charakter der Multiplikation, trotzdem bei ibrer Ausfihrung das
Teilen durch die Zahl 8 als Hiilfsmittel benutzt werden muss. Ber der
Aufgabe ,3/s . 30“ ist diese Sachlage leicht ersichtlich. Wenn aber in
der Operation ,/s. 30 gar keine Multiplikation, sondern nur ein Teilen
vorzuliegen scheint, so rithrt dies daher, weil der durch den Bruch-
nenner 8 bestimmte Teil des Multiplikanden durch die Multiplikation
mit 1 gar nicht verindert wird. Um die Operation vollstindig, korrekt
und exakt durchzufiihren, miisste man sagen: ,!/s. 30 ist 1 mal der
8. Teil von 30. Nun ist der 8. Teil von 30 = 33/4 und 1 mal 33/« ist
3%/a“. Man pflegt aber das, was an dieser Darstellung als selbstver-
stindlich erscheint, im Interesse einer biindigen Ausdrucksweise still-
schweigend vorauszusetzen, also nicht zu sprechen oder zu schreiben,
und man tut wohl daran. Das aber ist nicht wohl getan, dass man
dieses Selbstverstindliche auch nicht mehr denkt und schliesslich als
gar nicht vorhanden betrachtet.

Durch meine Untersuchungen habe ich nun nachgewiesen, dass die
Multiplikation mit Briichen gar nicht so widersinnig ist, wie Knilling sie
darzustellen sucht. Sie wire es nur dann, wenn die Multiplikation in
allen Fillen ein Vermehren, eine Addition gleicher Summanden sein
miisste. Sobald wir es aber zweckmissig finden, so hindert uns
gar nichts daran, den Begriff dieser Operation zu erweitern und als
Gattungsbegriff so zu definiren, dass er die Multiplikation mit be-
lieben ganzen Zahlen, mit der Zahl 1, mit Briichen und gemischten Zahlen
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als besondere Arten in sich fasst. Man kann diesem Begriff etwa fol-
gende Fassung geben:

Eine gegebene Zahl (den Multiplikanden) mit einer zweiten gegebenen
Zahl (dem Multiplikator) wmultipliziren heisst, eine dritte Zahl (das
Produkt) suchen, welche den Multiplikanden so viel mal enthdilt, als der
Multiplikator angibt.

Diese Definition ist einfach, leicht verstdndlich und schliesst sich
moglichst genau der allgemein gebriuchlichen an, deren Erweiterung sie
bildet. Welchen Sinn es dann in den einzelnen Spezialfillen haben
kann und muss, den Multiplikanden so und so viel mal zu setzen, ergibt
sich jeweilen als Folgerung aus dem Begriff der Zahl, welche als Multi-
plikator funktionirt. Ist der Multiplikator eine beliebige ganze Zahl, so
hat man eine Summe aus gleichen Summanden zu bilden, deren Anzahl
der Multiplikator ist. Ist die Zahl 1 Multiplikator, so muss einfach der
Multiplikand gesetzt werden. Ist aber der Multiplikator eine Bruchzahl,
so hat man den durch ihren Nenner bestimmten Bruchteil des Multipli-
kanden so viel mal zu nehmen, als der Zihler Einheiten enthilt.

Begriffe sind nicht etwas Absolutes. So wenig es in der wirklichen
Welt der Dinge absolute, unverinderliche Arten gibt, gerade eben so
wenig bestehen fiir das Denken absolute, fiir alle Zeiten feststehende
Begriffe. Um unser Wissen zu ordnen und unsern Zwecken dienstbar
zu machen, bilden und fassen wir unsere Begriffe nach dem jeweiligen
Stande des Erkennens. In dem Masse aber, wie das Erkennen sich
erweitert, wiichst es aus den Kinderschuhen, d. h. aus den urspriing-
lichen Begriffen heraus und schafft sich neue. Wenn eine Henne ein
Entenei ausgebriitet hat und dann zusehen muss, wie das junge Entchen
lustig auf dem Wasser schwimmt, so kommt ihr dies sehr ungereimt
und gefdahrlich vor. Gerade eine solche Gluckhennenlogik aber wire es,
wenn man, nachdem das Rechnen mit Bruchzahlen eingefiihrt ist und
vorziigliche Dienste leistet, dem Multipliziren mit Briichen und gemischten
Zahlen verstindlichen Sinn, Berechtigung und Zweckmassigkeit absprechen
wollte. Wenn in dieser Art des Multiplizirens wirklich eine logische
Schwierigkeit vorhanden sein sollte, so liegt sie jedenfalls nicht im Bruch
als Multiplikator, sondern in der Bruchzahl als solcher. Davon soll
weiterhin noch die Rede sein.

11,
Da die Division im Sinne des Teilens diejenige Umkehrung der
Multiplikation ist, durch die aus dem Produkt und dem Multiplikator
der Multiplikand gesucht wird, so gelten meine Untersuchungen iiber die
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Multiplikation mit Briichen und gemischten Zahlen in ihren Folgerungen
auch fir das Teilen, so dass ich mich hier kiirzer fassen kann. Immer-
hin wird es zweckmissig sein, die Entwicklung durch Beispiele zu illu-
striren.

1. Aufgabe. Wie teuer kommt 1 ¢ Kaffee, wenn 20 kg 43 Fr. 55 Rp.
kosten ?
Auflosung. 1[5 q 43,55 Fr.;
1 ¢g =5 X 43,56 Fr. = 217,75 Fr.
2. Aufgabe. Ein Fasschen Wein von 75 Liter kostet 48 Fr. 75 Rp.;
wie teuer kommt demnach 1 Al?
Auflisung. 3[4 hl — 48,75 Fr.;
Yk — 48.76 Pr. 23 — 16,20 Br.3
1 hl = 4.16,25 Fr. — 65 Fr.

Auch hier wird man die Erfahrung machen, dass es den Schiilern
gar nicht einfillt, zu behaupten, dass ein Zentner den ,einfiinftelsten®
Teil von 43,55 Fr., oder dass ein Hektoliter den ,dreiviertelsten Teil
von 48,75 Fr. koste; der Lehrer aber wird seine Schiiller weder bei
diesem Anlasse noch spiter veranlassen, diese abstruse Ausdrucksweise
zu gebrauchen. Die entscheidende Wendung in der Schlussweise macht
sich auch beim Teilen erst dann geltend, wenn eine gemischte Zahl als

Divisor auftritt.

3. Aufgabe. Wie teuer kommt 1 m Tuch zu stehen, wenn 18m 75 cm
180 Fr. kosten?
1. Auflisung. B[y m — 180 Fr.;
1fa m = 180 Fr.:75 = 2,4 Fr.;
§ B et e e T [ N U

2. _;luﬂf)'smz-g. 183/4 m 180 Fr.;
75 m do A0 Py == 720 Fr.s
1 m 120 Er. 200, — -9.6. Fr.

3. Auflisung. 183/4 m 180 Fr.;
1 m 180 Fr.: 183/4
720 Fr.: 75 = 9,6 Fr.

Man wird auch hier die Erfahrung machen, dass die dritte Dar-
stellung die andern allmilig verdriingt, ohne dass der Lehrer extra dafiir
sorgen miisste. Die Schiiler urteilen einfach so: ,Wenn 18%/4+m 180 Fr.
kosten, so gilt 1 m 180 Fr. geteilt durch 183/+.* Durch diese Dar-
stellung wird gefordert, dass man 180 Fr. in 19 Teile zerlege, von
welchen alle bis an einen gleich sind, dieser letztere aber nur 3/4 von
einem der gleichen Teile ist. Die Operation hat also ganz ausgeprigt
den Charakter des Teilens, und in der Tat gelten fiir dieselben die
Gesetze, welche fiir das Teilen massgebend sind. Der Umstand, dass
der Divisor ausser der ganzen Zahl 18 noch den Bruch 2/, enthilt, hat
zur Folge, dass ein Teil um so kleiner wird. Der Bruch leistet also
seinen Beitrag zum Teilen gerade so gut wie die Einheiten der ganzen

111l

IR
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Zahl. Auch hier wird also durch die Aufgabe, die dem Bruch im
Rechenzusammenhang zugeteilt ist, der wesentliche Charakter der Ope-
ration nicht verdndert.

Ziahringer und Knilling behaupten aber iibereinstimmend, es sei gar
nicht moglich, die Teilung durch eine gemischte Zahl unmittelbar zu
erschliessen und auszufiibren; man miisse die gemischte Zahl in einen
Bruch verwandeln, dann zunichst auf die Brucheinheit und erst von
dieser auf die ganze Masseinheit schliessen. Diese durchaus unrichtige
Behauptung beweist, welche Macht die Gewohnheit auch auf dem Gebiete
des Denkens hat. Wenn 21/2 kg Kaffee 5 Fr. kosten, so gilt 1 kg 5 Fr.
geteilt durch 21/2; dies gibt 2 Fr.,, denn 2!/ mal 2 Fr. sind 5 Fr.
Wenn man fiir 3%3/4 m Tuch 30 Fr. bezahlen muss, so kostet 1 m 30 Fr.
geteilt durch 33/4; das gibt 8 Fr., denn 33/« mal 8 Fr. sind 30 Fr.
Bezahlt man fiir 6!/« kg Butter 15 Fr., so ist der Preis fiir 1 kg 15 Fr.
geteilt durch 61/4, was 2 Fr. 40 Rp. gibt; denn 6!/+ mal 2 Fr. 40 Rp.
sind 15 Fr. Auch in dem oben angefiihrten Beispiel kann die Operation
,180 Fr. geteilt durch 183/+“ unmittelbar ausgefiihrt werden. Man erhiilt
fir den Preis von 1 m zunichst' 9 Fr.,, und wenn man das Produkt
183/4 . 9 Fr. oder 1683/« Fr. von 180 F'r. subtrahirt, so bleibt ein Rest
von 111/4 Fr. Teilt man diesen Betrag durch 18%/4, so erhilt man
3/5 Fr., denn 18%/4.3/5 Fr. sind 11/4+ Fr. Der gesuchte Einheitspreis
ist also 935 Fr. oder 9 Fr. 60 Rp. Diese Beispiele zeigen, dass die
Teilung durch eine gemischte Zahl ganz ohne Zweifel unmittelbar aus-
gefilhrt werden kann, dass aber dieses Verfahren in den meisten Fillen,
wo man mit grosseren Zahlen zu operiren hat, sehr unbequem ist.
Die Schiiler wissen aber diese Schwierigkeit leicht zu iliberwinden oder
vielmehr zu umgehen. Sie haben ja frither schon gelernt, dass das
Resultat einer Division unverindert bleibt, wenn man Dividend und
Divisor mit der gleichen Zahl multiplizirt. Um in unserem Falle
als bequemeren Divisor eine ganze Zahl zu erhalten, baben sie einfach
Dividend wund Divisor mit 4 zu multipliziren, also die Darstellung
,180 Fr.: 183/4¢ durch ,720 Fr.: 75“ zu ersetzen. Dieses Verfahren
verdient auch deshalb den Vorzug, weil es fiir die zahlreichen Fille, in
welchen der Divisor eine gemischte Zahl mit Dezimalbruch ist, eine
moglichst einfache Darstellung, gibt, die in gleicher Weise auch fiir die
Division im Sinne des Enthaltenseins anwendbar ist.

Nachdem der Schiiler zu der Einsicht gelangt ist, dass ein Bruch
als Bestandteil einer gemischten Zahl beim Dividiren im Sinne des Teilens
mitwirken kann, ohne dass dies widersinnig ‘wire, so wird er auch in
der Aufgabe, eine gegebene Zahl durch einen .Bruch zu teilen, einen
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verstindlichen Sinn finden. Durch zahlreiche Ubungen im Auflosen an-
 gewandter Teilungsaufgaben hat sich ihm die Regel aufgedréingt, dass
man den Einheitspreis einer Ware berechnet, indem man den Wert der
ganzen Menge durch die Anzahl der Masseinheiten teilt. Er wird, ohne
gerade viel dabei zu denken, dieses Verfahren auch auf Briiche anzu-
wenden suchen. Er hat vielleicht kurz vorher bei der Auflésung einer
Aufgabe geschlossen: ,Wenn 43%/s ha Wiesland 14800 Fr. kosten; so
giltk 1 ha 14800 Fr. geteilt durch 43/s.“ In dieser Weise wird er
weiter schliessen: ,Wenn man fiir /5 e 2980 Fr. bezahlen muss, so
kostet 1 ha 2980 Fr. geteilt durch 4/5.“ Erst wenn man ihn veran-
lasst, sich’ den Sinn dieser Operation zu vergegenwéirtigen, so wird er
stutzig und sieht ein, dass er mit der vorgeschlagenen Darstellung iiber
den urspriinglichen Begriff des Teilens hinausgegangen ist. An dieser
Stelle ist es also, wenn nicht unbedingt notwendig, so doch ratsam, diese
Art des Teilens begrifflich klar zu stellen; denn sie empfiehlt sich ins-
besondere beim schriftlichen Rechnen, um auch fiir das Teilen eine
mit dem Enthaltensein durchgehend iibereinstimmende Darstellung zu
gewinnen.

‘Welchen Sinn das Teilen haben muss, wenn der Divisor ein Bruch
ist, ergibt sich aus dem Gesetz, dass bei gleichbleibenden Dividenden
der Divisor und der Quotient sich in umgekehrtem Verhéltnisse ver-
dindern. In dem Masse, wie der Divisor zu- oder abnimmt, wird der
Quotient kleiner oder grosser. Wenn man dieses Gesetz riickschreitend
zur Anwendung bringt, so gewinnt man die Definition des Teilens durch
einen Bruch. Man hat z. B.:

L.aoTbis 4= 1854 357D o e =300
2. 2 755 d s 4. 15 : 8(a; =100,

Nun hat es einen verstindlichen Sinn, die Zahl 75 in 4 gleiche
Teile zu zerlegen; aber schon die Forderung, sie in einen Teil zu
teilen, scheint widersinnig zu sein. Wenn aber, wie ich nachgewiesen
habe, der Satz ,1 mal 75 = 75“ von axiomatischer Gewissheit ist, so
muss notwendig auch 75 geteilt durch 1 = 75 sein. Man muss sich
nur von der Auffassung losmachen, dass das Teilen unter allen Umstéinden
ein Zerlegen sein miisse. Durch die Darstellung ,75 geteilt durch 1¢
wird gefordert, dass man die Zahl 75 als einen Teil setze. Dies ist
aber gar nichts Ungereimtes; der gesuchte Teil ist eben dann die ge-
gebene Zahl. Ist aber die Aufgabe ,75 geteilt durch 1/4“ zu l6sen, so
wird damit gefordert, dass die Zahl 75 als ,!/4+ von einem Teil”
gesetzt werde, was zur Folge hat, dass der gesuchte Teil 4 . 75 wird.
Aber ergibt sich denn  nicht gerade daraus, dass diese Operation gar



285

kein Teilen, sondern eine Multiplikation ist? Keineswegs! Die Zahl 75
wird zunéichst gar nicht multiplizirt, sondern durch /4 geteilt, d. h. als
/s von einem Teil gesetzt. Erst aus dieser Setzung, aus dem Teilen
durch 1/4, ergibt sich dann die Folgerung, dass man die Multiplikation
mit 4 als Mittel anwenden muss, um den gesuchten Teil zu bestimmen.

Unser Gegenstand soll indes noch von einer andern Seite beleuchtet
werden. Wenn eine zahlenmiéssig bestimmte Grosse in eine gegebene
Anzahl gleicher Teile zu teilen ist, so kann man auf zwei verschiedenen
Wegen zum Ziel gelangen. Ist z. B. die Grosse ,8 Meter“ durch 4 zu
teilen, so kann man einmal die Anzahl der Meter teilen, wobei die als
Einheiten gezdhlten Massstrecken unverdndert bleiben. Man erhilt als
Resultat ,2 Meter“. Die Teilung ldsst sich aber auch in der Weise
ausfiihren, dass man jede Masseinheit in 4 gleiche Stiicke teilt, so dass
jedes Stiick ein ,Viertelmeter“ ist, und dann jedem der vier Teile so
viele Viertelmeter zumisst, als die ganze Strecke Meter enthdlt. Das

. 8 ;
Resultat ist dann nicht etwa "L Meter“, sondern ,8 Viertelmeter®.

Da die Resultate beider Teilungen offenbar gleich sind, so hat man die
Grossengleichung :

2 Meter = 8 Viertelmeter.
- Ist eine Grosse wie z. B. ,3 Meter® durch 4 zu teilen, so erhiilt
man nach dem zweiten Teilungsverfahren ,3 Viertelmeter“. Versucht
man aber die Losung nach dem ersten Verfahren, so stellt sich heraus,
dass die Teilung der Zahl 3 durch 4 gar nicht ausfithrbar ist. Dies

driickt man dadurch aus, dass man setzt: ,,—:i,— Meter“, wobei der hori-

zontale Strich die Bedeutung des Divisionszeichens hat. Nun findet man
sich vor die Frage gestellt: Darf man die Verkniipfung der Zahlen 3
und 4 durch Division, trotzdem sie nicht weiter ausfiihrbar ist, also in
einer Zahl nicht ausgedriickt werden kann, dennoch als eine Zahl,
ndmlich als Bruchzahl betrachten und sie der ohne Teilung ge-
dachten Masseinheit ,Meter* als Anzahl beilegen? Die Antwort lautet:
Gewiss darf man dies, wenn man den Begriff der Zahl entsprechend
erweitert und sich bei der Auswertung strikte nach der Grossen-
gleichung richtet:

3 :
o Meter = 3 Viertelmeter.

Es ist einleuchtend, dass diese beiden Ausdriicke vorldufig noch
nicht die gleiche operative Bedeutung haben. Der Ausdruck ,3 Viertel-

meter* bezeichnet eine Bruchgrésse; das Wort ,Viertelmeter®
Schweiz. pidag. Zeitschrift. 1898. 18
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benennt die der Zihlung zu grunde liegende Masseinheit nach ihrer Art
und Grosse ; die Bezeichnung , Viertel® ist nicht eine Zahl, sondern ein
Name, die Zahl 3 aber ist eine ganze Zahl. Es liegt also hier eine

Bruchgrisse vor, aber keine Bruchzahl. Der Ausdruck ,,% Meter“ aber
setzt eine gamz andere Betrachtungsweise voraus, indem die Masseinheit
,Meter* ohne Teilung gedacht und die Bruchzahl % als Anzahl der
ganzen Meter dargestellt wird. Um also von den beiden Ausdriicken
,,—i’— Meter“ und ,3 Viertelmeter* den einen fiir den andern setzen zu

diirfen, muss man sie als Grossenbestimmungen auffassen, so dass die
Darstellung

% Meter = 3 Viertelmeter

nicht eine Definition, sondern eine Gréssengleichung wire. In
der Entwicklung der Rechensprache hat es sich aber als niitzlich er-
wiesen, die beiden Ausdriicke iiberhaupt als gleichbedeutend zu betrachten,
also zu definiren:

—i— Meter heisst 3 Viertelmeter.
‘Wenn es sich darum handelt, den gesprochenen Ausdruck ,3 Viertel-

. 3
meter® zu schreiben, so setzt man dafiir "4 Meter; soll man aber

3
den geschriebenen Ausdruck ,—— Meter* lesen, so spricht man ,3 Viertel-

meter*. Nun wird man auch begreifen, woher es kommt, dass iiber den
Charakter des ,Bruchnenners® diametral entgegengesetzte Ansichten
herrschen. Die einen, zu welchen Knilling gehort, behaupten, ein Bruch
enthalte nur eine Zahl, nimlich den Zahler; der Nenner sei nicht eine
Zahl, sondern ein Name, nicht ,4“, sondern ,Viertel“. Die Vertreter
dieser Ansicht haben offenbar lediglich die Bruchgrésse im Auge; sie
vergessen aber, dass man mit solchen Grissen rechnen kann, ohne Bruch-
zahlen anzuwenden. Um ihre Ansicht konsequent durchzufiihren, miissten
sie das Rechnen mit Bruchzahlen vermeiden ; sie diirften die Bezeichnung

3 : Lo 3 ;
" Meter“ nicht anwenden, sie miissten immer sprechen und schreiben:

o

»3 Viertelmeter“. Nach der zweiten, offenbar einzig richtigen Auffassung
enthilt eine Bruchzahl ganz ohne Zweifel zwei Zahlen, den Zihler und
den Nenner; aber man betrachtet sie trotzdem als eine Bruchzahl, da



287

sie ja eine operative Verkniipfung zweier ganzer Zahlen sind. Wird
die Bruchzahl ihrer Bestimmung gemiiss zur Darstellung von Bruch-
grossen verwendet, dann ist der Nenner die Anzahl der Teile, in welche
das Ganze geteilt wird, der Zahler aber ist die Anzahl der Teile, welche
die Bruchgrosse enthilt.

Es besteht keine logische Notwendigkeit, beim Rechnen Bruchzahlen
anzuwenden. Es sind lediglich Griinde der Zweckmissigkeit, die ihre
Einfiihrung veranlasst haben; sie dienen als Mittel, die Sprache der
Arithmetik wesentlich zu vereinfachen. Hat man die Teilung ,35 m: 8¢
auszufiihren, so erhdlt man nach dem zweiten Verfahren ,4 Meter und
3 Achtelmeter* oder dann: ,4 Meter, 3 Zehntelmeter, 7 Hundertstel-
meter und 5 Tausendstelmeter. Das Resultat ist also eine zwei- oder
mehrfach benannte Bruchgrésse mit ganzen Zahlen. Die mit dieser
Darstellungsweise verbundene, ermiidend weitschweifige Ausdrucksform
lasst sich aber durch eine kiirzere ersetzen; man kann eben, indem man
Bruchzahlen anwendet, die zwei- oder mehrfach benannte Bruchgrisse

unter eine Benennung bringen, also setzen ,43/s Meter“ oder
24,375 Meter®.

Ahnlich ist es beim Messen. Es sei z. B. die Frage gestellt:
‘Wie oft ist eine Strecke von 8 m in einer Strecke von 29 s enthalten?
Will man keine Bruchzahlen anwenden, so muss man antworten: Eine
Strecke von 29 m enthdlt ,3 mal 8 m -+ 5 mal den 8. Teil von 8 m*,
oder dann: ,3 mal 8 m - 6 mal den 10. Teil von 8 m + 2 mal den
100. Teil von 8 m -+ 5 mal den 1000. Teil von 8 m.* Man erhilt
also auch hier eine zwei- oder mehrfach benannte Bruchgrosse mit ganzen
Zahlen. Abgesehen von der- listiz weitschweifigen Ausdrucksweise hat
aber diese Darstellung auch noch das gegen sich, dass die gestellte Frage
nur zum Teil beantwortet wird; denn die Strecke von 29 m ist ja nicht
nur in Strecken von 8 m, sondern ausserdem noch in andern Mass-
strecken ausgedriickt. Wie zweckmissig nun die Bruchzahlen sind, ist
auch hier augenfillig; denn sie ermoglichen die biindige Antwort: 8 m
sind in 29 m ,3%/s mal“ oder ,3,625 mal“ enthalten. Diese Darstellungs-
weise hat aber die notwendige Voraussetzung, dass 35/s.8 m = 29 m
und ebenso, dass 3,625 .8 m = 29 m sind, d. h. sie wiirde in der

Luft schweben, wenn der Multiplikator kein Bruch und auch keine ge-
mischte Zahl sein konnte.

Fiir die Multiplikation gilt das Gesetz:

4.5 a b
c c "c
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d. h. ein Produkt wird durch eine Zahl dividirt, indem man nur einen
Faktor des Produktes durch diese Zahl dividirt. Nachdem nun die
Bruchzahlen definirt und eingefiibrt sind, kommt diesem Gesetz allgemeine
Geltung zu; es muss also auch

3.5 3 5

' PO S e e

: i 3
sein. Damit ist aber festgestelll, was man unter o 5 verstehen

muss, wenn man sich dieser Darstellung beim Rechnen bedienen will.
Damit ist aber auch die Notwendigkeit konstatirt, die Operation % 5
unter den Begriff der Multiplikation zu bringen. Die durch %E
dargestellte Operation ist eine Verkniipfung von Multiplikation und
Division. Dabei ist offenbar die Reihenfolge der Operationen gleich-
giiltig. Man kann zuerst die Multiplikation ausfiihren und dann divi-
diren; man kann aber auch zuerst einen der Faktoren dividiren und
nachher multipliziren. Wenn man nun das letztere Verfahren wibhlt,
wenn man also zuerst den Multiplikator 3 durch 4 dividirt, so weit dies
iiberhaupt moglich ist, so muss die nun noch auszufiihrende Operation

3 S G :
4 5 notwendig eine Multiplikation sein.

Wenn also die Bruchzahlen ihren Zweck, die Sprache der Arith-
metik zu vereinfachen, erfiillen sollen, so miissen fiir das Rechnen mit
diesen Zahlen die Gesetze gelten, welche fiir ganze Zahlen massgebend
sind. Wire dies micht moglich, so hétte man die Bruchzahlen gar nicht
eingefiihrt; denn sie wiirden dann die Rechensprache nicht vereinfachen,
sondern in arger Weise kompliziren und verwirren. Insbesondere die
Algebra, welche die Gesetze der Zahlenverinderungen zu einer allge-
meinen Arithmetik auszubauen hat, wire ganz einfach gegenstandslos,
wenn diesen Gesetzen nicht allgemeine, durchgehende Geltung zukédme.

Fir die Multiplikation gilt das kommutative Gesetz
asbi=:b .a,

nach dem das Produkt von der Reihenfolge der Faktoren unabhingig
ist. Nach der Einfithrung der Bruchzahlen gilt dieses Gesetz allgemein;
es ist ja auch

3 3

12—4—2—4_.12.



289

Die durch -—%— . 12 dargestellte Operation muss also unter den Begriff

der Multiplikation gebracht werden, da fiir die Division das kommutative
Gesetz nicht gilt. Dieses Gresetz ist auch gar nicht nur etwas Ausser-
liches, es ist im innersten Wesen der Multiplikation begriindet. Wenn
man die Multiplikation 160 . 33/4 Fr. aufzulésen hat, so kann man freilich
so verfahren, dass man 160 . 3 Fr. und dann 160 . 3/+ Fr. rechnet und
die Produkte addirt. Man kann aber auch so schliessen: 160 mal 1 Fr.
sind 160 Fr.; 160 mal 33/« Fr. sind offenbar 33/4+ mal so viel, also 33/4
mal 160 Fr. Nun haben also durch folgerichtige Schliisse Multiplikand
und Multiplikator als Zahlen ihre Rollen vertauscht. Dieser Wechsel
der Funktionen kann aber auch bei der Lésung angewandter Aufgaben
eintreten, was durch folgende Beispiele illustrirt werden soll:

1. Aufgabe. Wie teuer kommen 480 kg Kaffee zu stehen, wenn 1 kg
2 Fr. 75 Rp. kostet?

1. Auflosung. 1 kg Kaffee kostet 23/4 Fr.; 480 kg kosten also 480 mal
23/4 Fr. oder 1320 Fr. :

2. Auflosung. Zu 1 Fr. per 1 kg wiirden 480 kg Kaffee 480 Fr. kosten;
da aber 1 %Zg 234 Fr. gilt, so kosten 480 kg 23/4+ mal 480 Fr. oder 1320 Fr.

2. Aufgabe. Welches Gewicht hat eine Marmorplatte von 250 dm? Inhalt,
wenn das spezifische Gewicht des Marmors 24/5 ist?

1. Auflosung. 1 dm3 Marmor wiegt 2%/5 kg; 250 dm?® wiegen also 250
mal 24/5 kg oder T00 Zg.

2. Auflosung. 250 dm® Wasser wiegen 250 4g. Da nun der Marmor
24/5 mal so schwer ist als das Wasser, so wiegen 250 dm3 Marmor 2%/5 mal
250 kg, also 700 Ag.

3. Aufgabe. Wie gross ist der jihrliche Zins von 3200 Fr. zu 43/80/o?

1. Auflisung. 100 Fr. Kapital tragen jahrlich 43/s Fr. Zins; 3200 Fr.
tragen also 32 mal 43/8 Fr. oder 140 Fr. Zins.

2. Auflosung. 190 von 3200 Fr. ist 32 Fr.; 43/8%0 sind also 43/s8 mal
32 Fr. oder 140 Fr. -

Man sieht also, dass bei der Losung derartiger Aufgaben durch
folgerichtige Schliisse jeder der beiden Masszahlen die Rolle des Multi-
plikanden oder dann diejenige des Multiplikators zugeteilt werden kann.
Wenn nun ein Bruch als Multiplikand auftritt, dann ist er nach Knillings
Meinung ein wirklicher Bruch; wird aber bei der Losung der nim-
lichen Aufgabe der gleiche Bruch als Multiplikator in den Rechen-
zusammenhang eingefiihrt, dann spricht er ihm den Charakter des Bruches
und des Multiplikators ab. Sind dies nicht auch rechenmethodische
Schrullen, welche, bei Licht betrachtet, in blauen Dunst zerfliessen?

Fiir beide Arten der Division gilt das Gesetz, dass der Quotient
unveréindert bleibt, wenn Dividend und Divisor mit der gleichen
Zahl multiplizirt oder durch die némliche Zahl dividirt werden. Beim
Messen hat man z. B. auch nach Knillings Ansicht:
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3600 Fr.: 75 Fr. = 900 Fr. : 183/4 Fr. = 36 Fr. : 3/« Fr. = 48 mal.

Wenn nun das angefilhrte Gesetz allgemein auch nur fiir ganze
Zahlen gelten soll, so muss beim Teilen

8600 Fr.:75 = 900 Fr.: 183/ = 36 Fr.:3/s = 48 Fr.
sein. Dazu ist aber erforderlich, dass eine gemischte Zahl oder eine
Bruchzahl auch Divisor im Sinne des Teilens sein kann.

Angewandte Divisionsaufgaben lassen sich auf zwei Arten in der
Weise auflosen, dass das Enthaltensein zum Teilen wird, und umgekehrt.
Dies mag durch folgende Beispiele illustrirt werden:

1. Aufgabe. Wie lang ist der Durchmesser eines Kreises, dessen Umfang
17,6 m betrdgt? (= = 381/1.)

1. Auflosung. 3'j7 Durchmesser betragen 17,6 m; 1 Durchmesser ist also
17,6 m geteilt durch 31/7, oder 5,6 m. -

2. Auflisung. Wenn der Umfang eines Kreises 31/7 m misst, so hat der
Durchmesser eine Linge von 1 m; ist aber der Umfang 17,6 m, so betrigt
der Durchmesser so viele Meter, als 31j7 m in 17,6 m enthalten sind, also
5,6 m.

2. Aufgabe. Wie breit ist ein rechteckformiger Zimmerboden von 93/5 m
" Lénge und 72 m2 Inhalt?

1. Auflisung. Denkt man die Flache des Zimmerbodens in der Richtung
der Lange in Streifen von 1 m Breite zerlegt, so misst jeder dieser Streifen
93/5 m2. Die Breite des Zimmerbodens betriigt also so viele Meter als 93/5 m2
in 72 m? enthalten sind, somit 7,5 m. '

2. Auflisung. Denkt man die Fliche des Zimmerbodens in der Richtung
der Breite in Streifen von 1 m Léngenausdehnung zerlegt, so ist die Zahl dieser
Streifen 93/5, und jeder derselben misst 72 m2 geteilt durch 93/5, oder 7,5 m2
Die Breite des Zimmerhodens misst aber so viele Meter, als einer dieser Streifen
Quadratmeter enthilt, also 7,5 m.

Diese Beispiele zeigen, dass bei der Losung einer angewandten
Divisionsaufgabe eine und dieselbe gemischte Zahl oder Bruchzahl Divisor
im Sinne beider Divisionsarten sein kann. Auch aus diesem Grunde ist
es total verfehlt, einer solchen Bruchzahl im Falle des Teilens den
Charakter des wirklichen Divisors abzusprechen.

Wir berechnen den Inhalt eines Rechtecks, indem wir die Masszahl
der Linge mit derjenigen der Breite multipliziren. Ist also ein rechteck-
formiger Bauplatz 43,8 m lang und 34,7 s breit, so ist sein Inhalt

J = 438.347 dm? = 43,8 . 34,7 m?
= 4,38 .3,47 a 0,438 . 0,347 ha.

Nach Knillings Auffassung wiirde aber diese Regel nur fiir die erste
der vier Darstellungen gelten; denn nur in diesem Falle hiitte man nach
seiner Theorie eine wirkliche Multiplikation, wihrend in den drei andern
Fillen entweder eine Division oder dann eine aus Multiplikation, Division
und Addition bestehende Operationsverkniipfung vorliegen wiirde. Man
miisste also fiir die Berechnung des Rechtecks nicht nur eine, sondern

Il
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drei Regein aufstellen, wodurch offenbar nicht Wahrheit und Klarheit,
sondern arge Konfusion ins Rechnen gebracht wiirde.

Auch Knilling definirt die Potenz als ein Produkt aus gleichen Fak-
toren. Da aber nach seiner Ansicht der Multiplikator nie ein Bruch oder
eine gemischte Zahl sein kann, so konnte man nur ganze Zahlen poten-

5 3
ziren. Von den Operationen 253, 18,42, 6,253, 0,54, (%) ’ (%) wiire
nur die erste ein wirkliches Potenziren; man stiinde also vor der geradezu

ungeheuerlichen Konsequenz, dass man auch nur in diesem ersten Falle
die Form der Potenz anwenden diirfte. Es ist eine Forderung der
Wahrheit und Klarheit, dass man die fiir eine Operation festgesetzte
Darstellungsweise nur da anwendet, wo die Aufgaben entweder schon
unter den Begriff dieser Operation fallen oder dann durch Erweiterung
dieses Begriffes widerspruchsfrei unter denselben gebracht werden kénnen.

Das Wurzelausziehen betrachtet Knilling als eine Art des Teilens,
als Reduktion der Potenz auf ijhre Wurzel. Da man aber nach seiner
Definition des Multiplizirens nur ganze Zahlen potenziren konnte und die
Potenzen ganzer Zahlen wiederum ‘nur ganze Zahlen sind, so diirfte man
eine Operation nur dann als ein wirkliches Radiziren gelten lassen, wenn
der Radikand eine ganze Zahl ist und ausserdem die Wurzel rational
wird. Wenn irgendwo, so dridngt sich hier als Logik des Denkens und
der Tatsachen auf: Wenn das Rechnen nicht nur ein lickenhaftes, zu-
sammenhangloses Sammelsurium von Einzelrezepten, sondern eine allge-
meine Arithmetik mit durchgehenden Gesetzen sein soll, so ist dazu
unbedingt erforderlich, dass auch Bruchzahlen und gemischte Zahlen als
Multiplikator und als Divisor beim Teilen funktioniren konnen.

Die Bruchzahl ist als Anzahl zu dem Zwecke definirt und ein-
gefiihrt worden, damit man Bruchgrossen in einfacherer Form darstellen
konne, als es durch ganze Zahlen moglich wire. Wer also die Bruch-
zahl in diesem Sinne als Anzahl gebraucht, muss sie notwendig auch als
Multiplikator, d. h. als die Anzahl funktioniren lassen, welche die Setzung
des Multiplikanden normirt. Die von Knilling geplante Reform des
Bruchrechnens wurzelt nun aber ganz ohne Zweifel in der Verwechslung
‘der Begriffe ,Bruchgrésse“ und ,Bruchzahl®. Was er als ,wirkliche
und veritable® Briiche betrachtet, das sind nach meiner Auffassung
Bruchgriossen mit ganzen Zahlen, aber keine Bruchzahlen. Nun kann
man eine Zahl oder eine Grisse zwar mit einer Zahl, aber nicht mit
einer Grosse multipliziren\. Es hat keinen verstindlichen Sinn, 7 Fr. mit
5 m zu multipliziren, wohl aber kann man 7 Fr. mit der Zahl 5 ver-
vielfachen. Ebenso wire auch die Forderung, 40 Fr. mit 5 Achtelzentner
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zu multipliziren, eine unsinnige, wohl aber kann man ,%/s mal 40 Fr.“
rechnen. Dass und warum man aber diese Operation unter den Begriff
der Multiplikation bringen muss und in welchem Sinne dies geschehen
kann und darf, habe ich nachgewiesen.

Was dem Denken Knillings Schwierigkeiten bereitet, das ist nicht
eigentlich der Bruch als Multiplikator, sondern die Bruchzahl als solche.
Wenn er die von ihm vorgeschlagene logische und methodische Purifi-
kation des Bruchrechnens konsequent durchfiihren wollte, so dirfte er
eigentlich nur noch mit ganzen Zahlen und mit Bruchgréssen rechnen,
das Rechnen mit Bruchzahlen aber miisste er ganz vermeiden. Dies
hitte man ja von jeher tun konnen; aber dann wire das Rechnen auf
der Stufe der Kindheit stehen gebliecben. Wenn man die Entwicklungs-
geschichte der Arithmetik von ihren einfachsten Anféngen bis zu ihrer
hentigen Héhe durchwandert, so’findet man einen aufsteigenden Stufen-
gang von Erweiterungen des Zahlbegriffs und der Operationsbegriffe. Da
wurden zu den ganzen Zahlen nacheinander eingefiihrt: die Bruch-
zahlen, die negativen, die imagindren, die komplexen
Zahlen u.s. w. Jedesmal aber mussten mit dem erweiterten Zahlbegriff
auch die Begriffe der Operationen so gut als moglich in Einklang ge-
bracht werden. Die Operationen (— 5).(— 7) und y— 1 .¥V_ 3
sind nach Knillings Auffassung in viel hoherem Grade widersinnig als
die Muiltiplikation mit einer Bruchzahl. Die Rechenlehrer der Zukunft
werden aber trotz Knillings ,Forschungsresultaten® fortfahren, diese
Operationen unter den zweckentsprechend erweiterten Begriff der Multi-
plikation zu bringen. Es wire offenbar ein aussichtsloses Unternehmen,
das Rad dieser Entwicklung riickwirts drehen zu wollen.
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