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1. Sektion für Mathematik

Sitzung der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft

Samstag, 28. September 1968

Präsident: Prof. Dr. W. Nef (Bern)
Sekretär: Prof. Dr. E. Specker, Leonhardstrasse 33, 8006 Zürich

1. H.P.Künzi (Zürich) - Zum Triplex-Algorithmus der linearen
Optimierung

2. P. Hess (Zürich) - Über das verallgemeinerte Dirichletproblem für
lineare partielle Differentialgleichungen

3. H. P. Bieri (Bern) - Fixpunktsätze und Satz von Hahn-Banach in
limitierten Vektorräumen

4. Sophie Piccard (Neuchâtel) - Trois problèmes de la théorie générale
des groupes

L Soit G un groupe multiplicatif abstrait engendré par un ensemble A
d'éléments liés par une famille donnée F de relations caractéristiques. La
famille F est dite exhaustive si toute relation entre éléments de A est une
conséquence des relations caractéristiques données et de relations triviales
découlant des axiomes de groupes multiplicatifs. Il n'est pas exhaustif
dans le cas contraire. L'ensemble de générateurs A est dit irréductible
au sens large si aucun élément de cet ensemble ne peut être obtenu par
composition finie des autres. Il est dit irréductible au sens strict s'il
comprend un seul élément ou s'il est de puissance > 1 et si, V la partie finie
B de A, de puissance k> 1 et V la partie C de G, de puissance <k,
l'ensemble (A-B) U C n'est pas générateur de G. Le groupe G est dit
fondamental (quasi fondamental) s'il possède au moins un ensemble A de
générateurs, irréductible au sens strict (au sens large). Tout ensemble
irréductible au sens strict (au sens large) de générateurs d'un groupe
fondamental (quasi fondamental) G est appelé une base de G. La
puissance d'une base est un invariant d'un groupe fondamental, appelé rang
de ce groupe. Tout groupe fini, tout groupe à un nombre fini de générateurs,

de vastes classes de P-groupes sont fondamentaux. Le groupe S (31)
de toutes les substitutions (de classe paire) d'un nombre fini quelconque
d'entiers quelconques est quasi fondamental, mais il n'est pas fondamental.

Le groupe additif des nombres rationnels n'est même pas quasi
fondamental. Un problème difficile et qui n'est que partiellement résolu consiste

à se donner un ensemble A de générateurs qui se composent selon
une loi de groupe multiplicatif, ainsi qu'un ensemble (exhaustif ou non)
F de relations caractéristiques qui les lient et de rechercher tous les
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groupes abstraits que peut engendrer l'ensemble A. Ce problème est
entièrement résolu, par exemple, dans le cas où A {au a2, a3] et où F
se compose des 6 relations a\= 1, i= 1, 2, 3, (a^j)3 1, / 1, j 2, 3,
ou i 2, j 3. Ces trois éléments peuvent engendrer un groupe G d'ordre
infini ou un groupe fini d'ordre 2r2 ou 6r2, r désignant l'ordre de
l'élément a3 a± a2 at qui peut prendre toute valeur entière > 2 > 3) si
l'ordre de G est 6r2 (2r2).

2. Il existe des propriétés dites P-propriétés - qui sont communes à
toutes les relations reliant entre eux les éléments de certains ensembles
de générateurs de groupes multiplicatifs. Telles sont, par exemple, les
propriétés de trivialité, de quasi trivialité, de trivialité modulo n(n
entier >2), etc. On dit qu'un groupe multiplicatif G est un P-groupe s'il
possède au moins un ensemble A de générateurs- dits P-générateurs -liés
par des relations qui jouissent toutes de la P-propriété donnée. Cette
propriété se traduit par un P-caractère dont jouit le produit fh~1, V la
relation /= h reliant des éléments de A, et dont peuvent jouir également
des compositions finies d'éléments de A qui ne sont pas égales à l'élément
neutre 1 de G. Toute composition finie d'éléments de A qui présente ce
P-caractère est appelée une P-composition d'éléments de A. G est appelé
un P-groupe au sens strict complet si l'ensemble G0 des P-compositions
d'éléments de A est un sous-groupe invariant de G. On connaît à ce jour
une trentaine de classes de pareils groupes et tous ces groupes présentent
des caractères communs qui se prêtent à une élégante théorie générale.

Soit G un P-groupe au sens strict complet. Deux ensembles A et A*
de P-générateurs de G sont dits équivalents si l'ensemble des P-compo-
sitions d'éléments de A coïncide avec celui des P-compositions d'éléments
de A*. On peut répartir les ensembles de P-générateurs de G en classes
d'équivalence en prenant dans une même classe (£ deux ensembles A
et A* de P-générateurs de G si et seulement s'ils conduisent tous les deux
au même sous-groupe invariant G0 de G. Soit C une telle classe
d'équivalence. On définit, dans le cadre d'une telle classe (£, les notions de
P-symétrie, de P-commutateurs, de P-dérivation, de P-automorphismes,
de P-endomorphismes, de sous-groupes P-symétriques et P-invariants,
notions qui généralisent les notions classiques de la théorie générale des

groupes, et l'on démontre l'existence dans tout P-groupe au sens strict
complet d'un treillis de sous-groupes P-symétriques et d'un treillis de

sous-groupes P-invariants. Les éléments du sous-groupe G0 sont appelés
les P-unités de G. Si G0 se compose du seul élément neutre 1 de G, G est
dit un P-groupe élémentaire. Un couple ordonné a, b d'éléments de G
est dit P-commutable à droite (à gauche) s'il existe un élément c(c*) de
G0, tel que ab bac {ab — c*ba). Tout élément de G0 est P-commutable

des deux côtés avec tout élément de G. Un élément a de G est dit
P-central à droite (à gauche) s'il est P-commutable à droite (à gauche)
avec tout élément de G. Tout élément de G P-central à droite (à gauche)
est aussi P-central à gauche (à droite). Tout élément de G P-central à
droite et à gauche est dit P-central. L'ensemble des éléments P-centraux
de G constitue un groupe, appelé le P-centre de G. Tout élément de G0
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est P-central. Soit a un élément quelconque de G. Un élément a' de G
est dit P-symétrique à droite (à gauche) de a si öö' e G0 (si a'a e G0).
Tout élément P-symétrique à droite d'un élément a de G est aussi son
P-symétrique à gauche et vice versa. Aussi est-il appelé tout court un
élément P-symétrique de a. V l'élément a de A, tout élément P-symétrique

de a est de la forme a~1c, ce G0 et réciproquement tout élément
de cette forme est P-symétrique de a. Un sous-groupe g de G est dit
P-symétrique s'il contient, avec tout élément a de G tous ses P-symé-
triques. Pour qu'un sous-groupe g de G soit P-symétrique il faut et il
suffit qu'il contienne le sous-groupe G0. L'intersection de deux sous-
groupes P-symétriques de G est un sous-groupe P-symétrique de G. De
même l'union de deux sous-groupes P-symétriques est un sous-groupe
P-symétrique de G. Un sous-groupe g* de G est dit P-invariant si V le

couple a, a' d'éléments P-symétriques de G, on a ag*a' g*. Pour qu'un
sous-groupe g* de G soit P-invariant il faut et il suffit qu'il soit P-symé-
trique et invariant. L'intersection est l'union de deux sous-groupes P-in-
variants de G est également un sous-groupe P-invariant de G. V le couple
ordonné a, b d'éléments de G, on appelle P-commutateur de a et b tout
produit de la forme aba'b' où a'(bf) est un P-symétrique quelconque de
a(b). On appelle premier P-dérivé de G le sous-groupe de G engendré
par les P-commutateurs de tous les couples ordonnés d'éléments de G.

Ces théories seront développées dans les Publications du Séminaire de
Géométrie de l'Université de Neuchâtel.

3. Soit Sfi une propriété dont peuvent jouir des relations entre éléments
d'ensembles de générateurs d'un groupe multiplicatif. Soit G un groupe
multiplicatif. On dit que G est un ^-produit de ses sous-groupes GA, AeA,
s'il existe pour tout AeA, au moins un ensemble Ak de générateurs du

groupe Gk et une famille exhaustive FA de relations caractéristiques qui
les lient, tel que l'ensemble A U Ax est un ensemble de générateur de G

AeA

qui possède un ensemble exhaustif (au moins) F de relations caractéristiques

jouissant des propriétés suivantes: PdU Pa, toute relation de F
AeA

qui relie entre eux des éléments de Ak fait partie de PA et toute relation
de l'ensemble F— U PA jouit de la propriété ^ donnée.

AeA

Soit à présent GA, AeAk un ensemble donné de groupes abstraits,
Ga étant défini par un ensemble Ak de générateurs et une famille
exhaustive PA de relations caractéristiques qui les lient, VAeA, et soit ^3

une propriété donnée dont peuvent jouir des relations entre générateurs
d'un groupe multiplicatif. Tout groupe abstrait G défini par l'ensemble
A — UAk de générateurs et une famille exhaustive F de relations
caractéristiques qui les lie, telle que F D U Fx, toute relation de F qui relie

AeA

entre eux des éléments de Ax fait partie de Fk et toute relation de
l'ensemble F—UFk jouit de la propriété ^3 donnée est appelé un ^3-produit
des groupes GA. Un tel produit jouit de propriétés qui présentent une
certaine analogie avec celles d'un produit libre qui en est un cas très
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particulier. Lorsqu'il s'agit d'une P-propriété définie dans la seconde
question traitée ci-dessus, on a la proposition générale suivante: Tout
P-produit de P-groupes est un P-groupe. La théorie des P-produits de

groupes sera également développée dans les publications du Séminaire
de géométrie de l'Univresité de Neuchâtel.

5. P.J.Erhard (Zürich) - Une application des structures conformes à la
théorie des surfaces

6. F. Sigrist (Neuchâtel) - H-espaces

7. G. Perighetti (Zürich) - Quelques remarques concernant la théorie
des groupes topologiques
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