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1. Section de mathématiques

Séance de la Société suisse de mathématiques
Samedi le 31 aotit 1963

Président: Prof. DT B.ECRMANN (Zurich)
Secrétaire: Prof. Dr H.HUBER (Bile)

1. S.Picocarp (Neuchitel). Dépendance et indépendance linéaire modulo
n de vecteurs a composantes entieres d’un espace vectoriel @ un nombre quel-
conque de dimensions.

Un espace vectoriel £ de dimension finie ou infinie quelconque est défini
sur un corps K de nombre et il est rapporté & I’'une quelconque de ses
bases formée des vecteurs ¢ 1> A€A. Tout vecteur de £ est une combinai-
son linéaire d’'un nombre fini de vecteurs de base. Désignons par z?,
A€, les composantes d’un vecteur z dans la base donnée de E. Soit 9N le
module de tous les vecteurs de £ & composantes entiéres et soit » un
entier fixe queléonque =2. Un vecteur z de M est dit congru au vecteur
nul modulo 7 si chacune de ses composantes 2* satisfait la congruence z*
= 0 (mod n). Cette congruence vectorielle s’écrit =0 (mod m) ou 0 au
second membre désigne le vecteur nul de E. Soit ¢t un entier = 1. ¢ vec-
teurs_fsl, ...,-;J)t du module I sont dits linéairement indépendants modulo n
si la congruence vectorielle (I) oc;;l + ...+ “t—;’t = 0 (mod »), out «y, ..., &,
sont des nombres entiers du corps |K, implique ’ensemble des con-
gruences numériques ;=0 (mod »), + =1, ..., ¢. Par contre, les ¢ vec-
teurs_v:, ...,-;t sont dits liés linéairement modulo » §’il existe (au moins) un
systéme «, ..., «, d’entiers du corps K, dont I'un au moins n’est pas un
multiple de n, et pour lesquels a lieu la congruence vectorielle (I). Un
systeme § de puissance infinie quelconque de vecteurs du module N est
dit linéairement indépendant modulo 7= si tout sous-ensemble fini de
vecteurs de S est linéairement indépendant modulo = et le systéme S est
dit 1ié linéairement modulo = s’il existe au moins un sous-ensemble fini de

S, formé de vecteurs liés linéairement modulo n.

\

Supposons d’abord que P’espace vectoriel E est de dimension finie s,
. — - - . . . - >
qu’il est rapporté & la base e, ..., €;. Soit ¢ un entier = 1, soient v, ..., ,

t vecteurs de I’espace F, & composantes entiéres dans la base donnée,
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soient az.', J =1, ..., s, les composantes du vecteur _vz', 1 =1, ..., ¢ et soit
A = (al) 1a matrice dont les Vecteurszl, ’—';t sont les vecteurs colonnes.
La condition nécessaire et suffisante pour que les ¢ vecteurs ;):, _— ;7:
soient linéairement indépendants module % c’est que la matrice A4 soit de
rang t et que le plus grand commun diviseur d de » et de tous les détermi-
nants mineurs d’ordre ¢ de 4 soit égal & un. Pour établir ce résultat, nous
avons d’abord montré que si les ¢ vecteurs v, ..., v, sont linéairement in-
dépendants, la matrice 4 est de rang ¢{. Nous avons ensuite supposé que
le rang de la matrice 4 est égal a ¢t et nous avons prouvé que, si les vec-
teurs —';1; ...,—v)t sont linéairement indépendants modulo », on a d =1
et que, réciproquement, si d=1, les vecteurs;;l, ...,_v>t sont linéairement

indépendants modulo n.

Supposons maintenant que I’espace vectoriel £ est de dimension infinie,
qu’il est rapporté & une base donné {Z}, A€/. Soit t un entier = 1 et soit
;’1, vees ;J: un systéme fini de vecteurs de E. Comme tout vecteur de £ s’ex-
prime de fagon unique par une combinaison linéaire d’un nombre fini de
vecteurs de la base donné de E, dont les coefficients sont des scalaires du
corps K sur lequel :est défini £, il existe un systﬁme ﬁnizll, ...,_ezu de
vecteurs de cette base, tel que chacun des vecteurs v, est une combinaison
linéaire des u Vecteurs_e:j. Soit-fgg == a;ﬁ_gh—}— .. tate, 1 =1, ..., t et soit
U= (a;'.), t=1..,¢j=1,..,u. Nous appelons 4 la matrice des com-
posantes essentielles des vecteurs vy, ..., v,. Toute composante de chacun
des vecteurs v; quine figure pas dans la matrice u est nulle par définition.
Nous dirons qu’elle n’est pas essentielle. Des éléments de la matrice u
peuvent également étre nuls, et cette matrice est toujours de dimension
finie. Soit & présent S un ensemble de puissance quelconque (finie ou in-
finie) de vecteurs de £ & composantes entiéres. La condition nécessaire
et suffisante pour que ce systéme S soit formé de vecteurs linéairement
indépendants modulo n c¢’eést que quel que soit le sous-ensemble ﬁm'-Z'I,
-":Zz de vecteurs de S, la matrice u des composantes essentielles de ces
vecteurs soit de rang ¢ et que le plus grand commun diviseur de » et de
tous les déterminants mineurs d’ordre ¢ que ’on peut déduire de cette

matrice y soit égal & 1.
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La dépendance et I'indépendance linéaire modulo »n de vecteurs a& com-
posantes entiéres joue un rdle important dans de nombreux problémes
de la théorie des groupes, et plus particuliérement dans la théorie des
groupes quasi libres.

2. S.Piccarp (Neuchéitel). Sur les groupes quasy libres.

Un groupe multiplicatif quasi libre G' est engendré par un ensemble
A= {a a}’ A€/, de puissance quelconque, d’éléments qui ne sont liés que
par des relations quasi triviales de la forme f (@ Byps - @) = 1 ouf
est une composition finie d’éléments de 4, de degré nul par rapport &
chacun d’eux. Un groupe est dit fondamental 8’il posséde un systéme ¢rré-
ductible de générateurs, c’est-a-dire tel que quels que soient les entiers &,
k(1 < h < k) il est impossible de remplacer & éléments de ce systéme par
h éléments du groupe de fagon & ce que le nouveau systéme d’éléments
ainsi obtenus soit encore générateur du groupe considéré. Tout groupe
quasi libre G est fondamental et tout ensemble de générateuré de G qui ne
sont liés que par des relations quasi triviales est irréductible. Un tel sys-
téme de générateurs est appelé une base de G et tout élément d’un groupe
quasi libre qui fait partie d'une de ses bases est dit quasi libre. Tout
élément quasi libre d’un groupe quasi libre est d’ordre infini. Un groupe
quasi libre peut posséder des sous-groupes non fondamentaux, donc aussi
des sous-groupes non quasi libres. Tout élément d’'un groupe quasi libre
posséde un degré fixe par rapport & tout élément d’un systéme donné 4 de
générateurs quasi libres de G, et le degré de cet élément est non nul tout
au plus par rapport & un nombre fini d’éléments de 4. Soit @ un élément
de G et soit u, le degré de a par rapport & a,, quel que soit Ae/l. On peut
répartir les éléments de tout groupe quasi libre en classes d’équivalence en
convenant de prendre dans une méme classe deux éléments de G dans le
cas et ce cas seulement olu chacun de ces deux éléments a le méme

“degré par rapport a tout élément de 4. On dira que a appartient & la
classe M (Zi), A€, il est de degré u, par rapport & a, quel que soit
A€/. Deux classes M sont des ensembles d’égale puissance. La classe M
nulle est ’ensemble des éléments de G de degré nul par rapport & tout.
élément de 4. Si un élément d’un groupe quasi libre est de degré nul par
rapport & tout élément d’un systéme de générateurs quasi libres, il jouit
de la méme propriété par rapport & tout élément de n’importe quel
systéme de générateurs quasi libres de G et I’ensemble des éléments de G
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qui font partie de la classe M nulle constitue un sous-groupe invariant de
G. Appelons produit de deux classes ./ = M (Zﬁ) et M =M (fﬁ) Ien-
semble des éléments de & de la forme ab, ot a€,M et b€, M. On désigne
ce produit par le symbole ; M, M et il représente la classe M (331 N m). Cette
loi de composition des classes M est commutative et associative et 1’en-
semble des classes M, muni de cette loi de composition, est un groupe
abélien I" associé au groupe quasi libre G, dont 1’élément neutre est la
classe M nulle. Le groupe)l” est fondamental et libre. Soit , M, ..., . M
un ensemble fini quelconque de classes M. On dira que ces classes sontindé-
pendantes silarelation 1) (M )™ ... (, )" = 1, ot ny, ..., n, désignent des
entiers, implique que n; = ... = n,, = 0. Les classes envisagées sont liées
si la relation 1) a lieu pour un systéme au moins d’entiers non tous nuls
7y, ..., M. Un ensemble N de puissance quelconque de classes M est in-
dépendant si tout sous-ensemble fini de YN est formé de classes indé-
pendantes. I est lié s’il posséde au moins un sous-ensemble fini, formé de
classes liées. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble YN
de classes M générateur du groupe I’ soit irréductible c’est qu’il soit
formé de classes M indépendantes. On appelle base d’un groupe abélien
tout systéme d’éléments générateur du groupe, jouissaht de cette pro-
priété que tout élément du groupe peut étre représenté de fagon unique
par une composition finie réduite d’éléments de la base. Tout systéme
irréductible de générateurs de I' constitue aussi une base de ce groupe
abélien. Une classe M = M (ffi), telle que pour une valeur fixe A* de 4, on
au,» =1, alors que 4, = 0 pour toute autre valeur de 1€/, est appelée
classe M unitaire par rapport a I’élément a,» de 4 ou, tout court, classe
unitaire. L’ensemble des classes M unitaires constitue une base de I'.
Soit M, ;M, ..., . M un systéme fini de classes M dont I'une au moins est
non nulle et soit {%1’ e “zl} = A4* le systeme finr formé de tous les élé-
ments de A, tels Que, pour tout indice j, 1= j < ! 'une au moins des
classes ;M (1=1=<k) est composée d’éléments de ¢ de degré non nul par
rapport a @, Soit v;; le degré de tout élément de la classe .M par rapport
& 1’élément W 1=12,..,kj=12,..1 et soit u = (v;;) la matrice
dont les nombres v;; forment les k lignes et les I colonnes. u est appelée la
matrice des degrés des classes .M (1 =<+ < k) par rapport aux éléments de
A*. La condition nécessaire et suffisante pour que k classes M soient indé-
pendantes c’est que la matrice de leurs degrés par rapport aux éléments
de I’ensemble correspondent 4* soit de rang k£ égal au nombre de ces
classes. Si I’ensemble 4 est fini, formé de n éléments, tout ensemble
B = {bl, e bn} formé de n éléments générateurs de G constitue une
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base de ce groupe et il est composé de générateurs quasi libres. Toute base
du groupe I est alors également formée de n éléments et, quelle que soit
la base B de @, ’ensemble des classes M qui contiennent les éléments de B
constitue une base de I". Les classes M ont un caractére intrinséque, indé-
pendant de la base du groupe G, & partir de laquelle elles sont définies.
Aucune classe M ne saurait contenir plus d’un élément d’un systéme de
générateurs quasi libres de G. On dit qu’un groupe G jouit de la propriété
P (mod n), (n = entier = 2), par rapport & tout élément d’un de ses sys-
témes générateurs A = { az}, A€, si toute relation entre ces générateurs
est de la forme ¢ (Fap o Wy) = 1 ou g est une composition finie d’élé-
ments de A, de degré = 0 (mod n) par rapport & chacun d’eux. Tout
groupe quasi libre jouit de la propriété P (mod n) par rapport & tout élé-
ment de chacune de ses bases, quel que soit n = 2, 3, ... et tout groupe qui
jouit de la propriété P (mod n) par rapport & tout élément d’un de ses
systémes générateurs quel que soit n = 2, 3, ... est quasi librel.

1 La démonstration de ces propositions est donnée dans I'ouvrage de S. Piccard:
Les groupes quasi libres, Paris, Gauthier Villars (& paraitre).

3. W. HarcHER (Neuchitel). La notion d’équivalence entre systemes for-
mals. '

4. C.PiroxN (Lausanne). Définition de Uespace de Hilbert comme géomé-
trie projective orthocomplémentée généralisée.

5. P. JEaANCARTIER (Lausanne). Distributions tnvariantes.
6. K.Voss (Ziirich). Uber vollstindige Minimalfliichen.

7. E.KREYSZIG (Graz). Ewne Verallgemeinerung der W hittaker- Berg-
man-Operatoren.
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8. A.PrLUGER (Ziirich). Uber harmonische Funktionen im Einheitskreis
mat Werten in einem Banachschen Raum.

Die Resolventen unitirer Operatoren auf einem Hilbertschen Raum
sind Beispiele fiir analytische Funktionen vom Einheitskreis in einen
Banachschen Raum. Die Darstellbarkeit dieser Resolventen als Integrale

der Form
2n

f 1 _s0w0),

e?—2z

0
wo @ eine Zerlegung der Einheit ist,

legt die Frage nahe, ob die klassischen Sétze iiber die Darstellbarkeit als
Stieltjessches Integral und die Existenz radialer Grenzwerte fast iiberall
auf die genannten Funktionen iibertragen werden konnen. Es gilt der
folgende Satz A: F sei eine harmonische Funktion vom Einheitskreis
{ 2| 2| < 1} in einen komplexen Banachschen Raum B und

27
lim f||F(rew)||d0<oo
0

r—> o

(lim existiert, da || #'|| subharmonisch ist). Dann gibt es eine Funktion @
von beschrinkter Schwankung vom Intervall [0,2 7] in B mit |

2n
Fz)= lilzﬁd@(ﬁ), lz] < 1.

. Ieiﬂ_lez

Fiir analytisches F gilt insbesondere

2n .

Fe)= [ ——d0®).

0 _
o -z

Zum Beweis betrachtet man die Abbildung A, von Cy, in B:

2

A, (f) = [ f®) F(rei*)ad, feCy,.
0 ' .

Sie konvergiert fiir r— 1 gegen eine beschrinkte lineare Abbﬂdung A und
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es ist

1 1-]z]2 )
(1) 5 A(|ew-z|2) =F (2).

Hiitte der Satz von F. Riesz iiber die Darstellbarkeit beschrankter linearer
Funktionale auf C,, durch Stieltjessche Integrale hier ein Analogon, so
wire man fertig. Hiefiir ist aber die Bedingung der Beschrinktheit zu
schwach. Hingegen ist die folgende Bedingung notwendig und hinrei-
chend: Es sei j ein offenes Intervall in (0,2 ), ¢; seine charakteristische
Funktion und

o(j) =sup [|A(f) || fir feCy und |f| =g .

Dann gibt es eine Konstante K, so dass fiir irgendwelche fremde Intervalle
1 -er G 0 (0, 27) gilt o (j;) + ... + 0 (j,) < K. Ein solches 4 nennt
man wohl Abbildung von beschrinkter Schwankung. Es gilt: Zu einer
linearen Abbildung /1 von Cj, in B gibt es eine Funktion & von [0,2 n]
in B, die von beschrinkter Schwankung ist, mit

@) ff 9)d 0 (9), f€Caa,

dann und nur dann, wenn / von beschrinkter Schwankung ist. Ist B der
Korper der komplexen Zahlen, so ist jedes beschrinkte /1 auch von
beschriankter Schwankung, da zu Jeder komplexen Zahl ¢ ein reelles oo mit
ei* ¢ = |c| existiert.

Es ist leicht zu zeigen, dass das eingangs mit ¥ konstruierte /4 von be-
schriinkter Schwankung ist. (1) und (2) ergeben dann sofort die Behaup-
tung des Satzes.

Wie im klassischen Fall zeigt man: Wo @ differenzierbar ist, existiert

‘der Grenzwert lim F (re%). In einigen Banachschen Rii,umen zum Bei-
r—>1
spiel den gleichmissig konvexen, gilt auch das Analogon zum Lebesgue-

schen Satz von der «Differenzierbarkeit fast iiberall» einer Funktion von
beschriankter Schwankung! und damit in Verbindung mit Satz A das
Analogon zum Satz von Fatou von der Existenz radialer Grenzwerte fast
iiberall.

1 J.A.Clarkson, Unifoﬁnly convex spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 40, 396—414
(1936).
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