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1. Sektion fiir Mathematik
Sitzung der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft

Samstag, den 23. September 1961

Prisident: Prof. Dr. H. JECKLIN (Ziirich)
Sekretdr: Prof. DT J. DE SIEBENTHAL (Lausanne)

1. S.Piccarp (Neuchétel). — Théorie des groupes.
Systemes irréductibles d’éléments d’un groupe. Les groupes fondamentauz,
leurs bases et leurs éléments fondamentaux.

Soit @ un groupe multiplicatif d’ordre quelconque, fini ou infini, soit
A un ensemble d’éléments de ¢ et soit G* le sous-groupe (propre ou non)
de G qu’il engendre. Nous disons que ’ensemble 4 est irréductible si, quel
que soit le sous-ensemble fini [a,, a,, . . ., a;] de 4 comprenant un nombre &
d’éléments, il n’existe, dans G*, aucun sous-ensemble [b,, b,,. . ., b;] formé
d’un nombre [ <<k éléments du groupe G* et tel que ’ensemble (4—[a,,
Agy. ooy a]) U [by, by, . . ., by] soit encore générateur de G*.

Nous disons que le groupe G est fondamental s’il posséde au moins
un systéme irréductible d’éléments générateurs et nous appelons base
d’un groupe fondamental tout systéme irréductible de ses éléments géné-
rateurs. Tout groupe d’ordre fini, tout groupe qui possede des systémes
finis d’éléments générateurs, tout groupe libre, tout groupe quasi libre
sont des groupes fondamentaux. Mais il existe aussi une infinité de groupes
non fondamentaux. Ainsi le groupe &(2) de transformations des nombres
entiers dont les éléments sont toutes les substitutions (paires) d’un
nombre fini quelconque d’entiers quelconques n’est pas fondamental.

Nous disons qu’un élément d’un groupe fondamental G est fondamen-
tal 8’il fait partie d’une base au moins de ce groupe. Tout groupe fonda-
mental possede aussi bien des éléments fondamentaux que des éléments
qui ne le sont pas. En particulier 1’élément neutre du groupe n’est pas
fondamental. Tout groupe cyclique est fondamental. S’il est d’ordre in-
fini et se compose de toutes les puissances entiéres d’'un élément a, il n’a
que deux éléments fondamentaux a et a=—!. S’il est d’ordre fini n et se
compose des élémentsal, a?,...,a™ =1, quel que soit 'entier m (1 <m <<n)
premier avec n, I’élément a™ est fondamental. Si le groupe G est libre,
tout élément libre de ¢/ est fondamental et, si ¢/ est quasi libre, tout élé-
ment quasi libre de G est fondamental et il n’y en a pas d’autres. Quel que
soit ’entier »>1, tout élément 541 du groupe symétrique &, et du groupe
alterné Y, de degré n est fondamental, & la seule exception prés des trois
doubles transpositions du groupe &, qui ne font partie d’aucune base de ce
groupe.

Soit G un groupe fondamental ou non et soit G* un sous-groupe de
(. Nous disons que G'* est un sous-groupe fondamental de @ si G* posséde



— 76 —

des systémes irréductibles d’éléments générateurs. Tout groupe G d’ordre
>1 posséde des sous-groupes fondamentaux parmi lesquels figurent les
sous-groupes cycliques engendrés par ses divers éléments d’ordre >-1.
Tout sous-groupe d’ordre>>1 d’un groupe fondamental n’est pas forcé-
ment fondamental. Ainsi le groupe non fondamental Y cité plus haut est
un sous-groupe du groupe quasi libre engendré par les deux transforma-
tion des nombres entiersa = (..., —3,—1,0,1,3,...)et b = (...,—4,
—2, 0, 2, 4,...). L’union et 'intersection de deux sous-groupes fonda-
. mentaux d’un groupe G peuvent étre dépourvus de base, de sorte que
I’ensemble des sous-groupes fondamentaux d’un groupe ¢ n’a en général
pas une structure de treillis. '

Nous disons qu’un groupe fondamental G est décomposé en produit
quasi libre de ses sous-groupes fondamentaux G, ¢/, et nous écrovons

G = 113/:’ G, si, quelle que soit la base 4; du groupe G5, 'ensemble 4 =
k\j A, constitue une base de . Tout groupe fondamental est susceptible

d’une telle décomposition. En particulier il est le produit quasi libre des
groupes cycliques engendrés par les éléments de I'une quelconque de ses
bases. Les facteurs @, Ae/, sont appelés les facteurs quasi libres de G.
Tout élément fondamental d’un facteur quasi libre G; est aussi un élé-
ment fondamental du groupe (. Aucun élément fondamental d’un fac-
teur quasi libre G; ne peut faire partie du groupe engendré par tous les
autres facteurs de la décomposition de G en produit quasi libre dont fait
partie le facteur G .

Soit ¢ un groupe fondamental, soit ¢ = U™ @, sa décomposition

en produit quasi libre de ses sous-groupes fondamentaux G, soit y; un
sous-groupe fondamental quelconque de @;, quel que soit Ae, et soit y le
sous-groupe de & engendré par I’ensemble des éléments des groupes y;.
Ce groupe y n’est pas nécessairement le produit quasi libre des groupes y;.
En effet, soit, par exemple, G le groupe abélien engendré par les trois
substitutions a¢; = (1, 2), a, = (3, 4) (5, 6, 7), a; = (8,9) (10,11,12) (13,
14, 15, 16, 17). Ce groupe G, d’ordre 360, est le produit quasi libre des
groupes cycliques g4, ¢,, g; engendrés par a;, a, et a;. Soit y, = g,, soit y,
le sous-groupe cyclique de G, engendré par la substitution (5, 6, 7) = a}
et soit y, le sous-groupe cyclique de g; engendré par la substitution (13,
14, 15, 16, 17) = a8. Désignons par y le sous-groupe de @, produit de y,,
v, et y3. Le groupe y est cyclique, donc a base d’ordre 1, et par suite il
n’est pas le produit quasi libre de y,, y, et y;.

Si g est un sous-groupe fondamental de @, il n’est pas toujours pos-
sible de décomposer G en produit quasi libre dont g soit I'un des facteurs.
Un élément fondamental ¢ de G qui fait partie d’un sous-groupe fonda-
mental ¢ de G' n’est pas nécessairement un élément fondamental de g.
Quelle que soit la base 4 d’un groupe fondamental G' et quel que soit le
sous-ensemble 4* de A4, le sous-groupe G* de G engendré par A* est
fondamental et tout élément fondamental de G* est aussi un élément
fondamental de G.
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2. C.TANNER (London) — La symétrie locale des ensembles et fonctions
arbitraires.t

3. H.P. Ktnz1 (Ziirich). — Betrachtungen zur wichtlinearen Program-
mierung. — Kein Referat erhalten.

4. D.KoOLLER. — Priifung der Normalitit einer Verteilung.

5. K.Voss (Ziirich). — Flichen mit vorgegebenen Hawptkriimmungen.

6. J.HerscH (Genéve). — Une interprétation du principe de Rayleigh-
Poincaré et d’une méthode Weinstein-Aronszajn- Bazley a 'aide d’hyperqua-
dratiques associées.*

1. H.R.Scawarz (Ziirich). — ALGOL, die internationale Formel-
sprache.

8. B.SCARPELLINT. — Probleme der Axiomatisierbarkeit in der unend-
lichwertigen Logik.

9. S.Piccarp (Neuchétel). — Un probléme de la théorie des ensembles.
La décomposition d’un ensemble analytique (de Suslin) et d’un complémen-
taire analytique en constituantes a partir d’un crible et & partir d’un systéme
déterminant d’ensembles mesurables B.

Soit £ un ensemble de Suslin, appelé analytique par Lebesgue et
Lusin. # est, comme on sait, ’ensemble des valeurs d’une fonction multi-
valente réelle d’'une variable réelle f(¢) définie dans le domaine fonda-
mental D (0<<t<1), discontinue en une infinité dénombrable de points de
ce domaine. On sait qu’il existe, d’une part, un ensemble plan C, tel que
si le plan est référé a un systéme d’axes rectangulaires Ozxy et si Ox est le
support de E, quel que soit le point (x, o) de K, la perpendiculaire en ce

point & Ox coupe C en un ensemble infini de points R,, ensemble qui n’est

pas bien ordonné suivant la grandeur des ordonnées de ses différents
points. Le complémentaire & de E par rapport & la droite Oz, appelé
complémentaire analytique, est I’ensemble des points de Oz, tels que
I’ensemble correspondant R, est bien ordonné suivant la grandeur des
ordonnées de ses points. Un tel ensemble -C est appelé un crible et on dit
que E est criblé par C. N. Lusin a montré que tout ensemble linéaire
criblé par un ensemble plan mesurable B est analytique et que tout en-
semble analythue linéaire E peut étre criblé au moyen d’un crible C
formé de la réunion d’une infinité dénombrable de segments du plan des
xy, paralléles & I’axe des x—support de l’ensemble analytique linéaire
considéré. |

1 Paraitront dans 1’«Enseignement Mathématiquen.
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Quel que soit le nombre ordinal a<<Q, on appelle constituante &,
de & I’ensemble des points (z, 0) de & tels que I’ensemble correspondant
R,, bien ordonné suivant la grandeur des ordonnées de ses éléments, est
du type a. On appelle constituante £, de E I’ensemble des points (x, 0)
de E, tels que ’ensemble correspondant R, est la réunion de deux en-

sembles disjoints Ei et Ei jouissant des propriétés suivantes. Ei est bien
ordonné d’apres la grandeur des ordonnées de ses points et du type a;
I’ensemble E: qui est toujours infini, n’est pas bien ordonné suivant le
méme critére et ne possede pas d’élément dont I’ordonnée soit inférieure

2
& celle de tout autre point de R _, alors que 'ordonnée de tout point de

2 1
R_ est supérieure & celle de tout point de E_. Chacun des ensembles £ et

& est entiérement décomposé en ses constituantes qui sont des ensem-
bles mesurables B sans points communs deux & deux. Cette décompo-
sition est unique, & partir d’un crible ' donné. Mais il existe, pour tout
ensemble analytique non mesurable B une infinité indénombrable d’en-
sembles plans qui le criblent et qui le décomposent, ainsi que son complé-
mentaire, d’'une infinité indénombrable de facons différentes en consti-
tuantes.

D’autre part, il existe, comme on sait, pour tout ensemble analy-
tique E, une famille dénombrable d’ensembles mesurables B formant ce
qu’on appelle un systéme déterminant D de E et dont on peut déduire £
par les opérations d’intersection et de réunion comme suit. Le systeme

déterminant D est formé d’ensembles E,, ..., ounn,..., n est un

systéme fini quelconque de nombres naturels, quel que soit k=1, 2,...

Quelle que soit la suite infinie de nombres naturels n,, n,, ... posons

L, ... =Hls0Eyp... Ona b = U L, ,,..., la réunion
n;,n,,...

s’étendant a toutes les suites infinies possibles de nombres naturels. Les
ensembles K, , ..., peuvent méme étre des segments vérifiant la con-
dition By ovicng
rels k, nq, Mg, . . ., M1 On dit que E est le noyau de D. On peut décom-
poser E et son complémentaire & en constituantes mesurables B dis-
jointes deux & deux comme suit. Posons EJ . .. = E,, . .. Soit
maintenant ¢ un nombre ordinal >0 et <£2 et supposons que nous ayons

CE,,,... a quels que soient les nombres natu-

déja défini Eiﬂla-unk pour tout nombre ordinal & <a. Si a est de premiere

\ . . * a - a®r (o'} a*
espece: a = a —{—13 posons Enln’,_‘nk =By O OB, oy
My =1
Sia est de seconde espéce, posons Eﬁlnz---nkzsg Eﬁv,,”_._,uk et soit, pour
a

tout nombre ordinal a, §* = O Ef et T'= U (E’j1 n,,...,nk—E:;i...nk)-

n,=1 n;,ng,...nk



M. Sierpinski a démontré (1) que E = U (§8*-7"). D’autre part, nous
. a<f

avons prouvé que, quels que soient les ensembles K, , ., qui forment

le systéme déterminant D, on a les inclusions §*— 7T C 8% - T? quels que

soient les nombres ordinaux a et f qui satisfont les inégalités a<<f << 2.

Et comme les ensembles §*—7"* sont mesurables B si les éléments de D

sont mesurables B, il s’ensuit que £ est décomposé, & partir de D, en

constituantes K,= (§*- 1) — 0 K¢, disjointes deux & deux et dont £ est
E<a
la réunion, alors que & est décomposé en constituantes & partir de D

comme suit: $°=(©@8°, (S“:En 8°~8°%, quel que soit lenombre ordinal a <.
<a

Il existe, pour tout ensemble analytique £ non mesurable B ainsi que
pour son complémentaire, une infinité indénombrable de décompositions
distinctes en constituantes mesurables B. Nous avons établi les deux
résultats généraux suivants:

1. Tout ensemble analytique linéaire £ ainsi que son complémen-
taire & peuvent étre décomposés en constituantes mesurables B & partir
d’un crible plan de fagon que toutes les constituantes dont I’indice est un
nombre ordinal a<<{2 de seconde espéce soient vides. 11 suffit, & cet effet,
de cribler £ au moyen d’un crible plan fermé, ce qui est toujours possible
comme ’a démontré M. Sierpinski2; '

2. Quel que soit le crible plan €' formé d’un ensemble dénombrable
de segments rectilignes paralléle & I'axe Ox — support d’'un ensemble
analytique linéaire £ et de son complémentaire &, on peut définir un
systéme déterminant D dont le noyau est E et qui conduit a la méme dé-
composition en constituantes de E et de & que le crible C.

1 W. Sierpinski: Sur une propriété des ensembles (A4), Fundamenta Mathema-
ticae t. VIII, 1926, p. 362-369.

2 W. Sierpinski: Les ensembles analytiques comme criblés au moyen des
ensembles fermés, Fundamenta Mathematicae t. XVII, 1931, p. 77-91.
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