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1. Sektion fiir Mathematik

Sitzung der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft
Freitag und Samstag, 7. und 8. September 1934

Président : Prof. Dr. W. SAXER (Kiisnacht-Ziirich)
Prof. Dr. W. SCHERRER (Ziirich)

1. F. BABLER (Goittingen). — Uber glatte, ebene Kurven mit be-
schrinkter Kriimmung.

Das Variationsproblem: Unter allen ebenen, glatten und geschlossenen
Kurven ohne mehrfache Punkte, deren Kriimmung kleiner oder gleich 1
ist und die im Innern eines festen vorgegebenen Kreises (K) liegen,
die lingste zu finden, wird auf vollig elementarem, geometrischem Weg
behandelt. Folgende Resultate werden festgestellt:

1. Wenn der Radius von K kleiner oder gleich 2 ist, so hat dieses
Problem eine einzige Losung, diese ist der Kreis K selbst.

2. Ist der Radius von K grisser als 1-} ;/%, so ist das Problem

sinnlos, d. h. zu jeder positiven Grosse () kann man beliebig
viele konkurrenztihige Kurven finden, deren Linge M iibersteigt.
(Es gibt jedoch unter ihnen keine von unendlicher Linge )

3. Liegt der Radius von K zwischen 2 und 1—{—-;/%,

Linge der zugelassenen Kurven beschrinkt.

Fasst man an Stelle des Kreises K den grossten Durchmesser der
Kurven ins Auge und stellt sich die Aufgabe, fiir einen bestimmten
festen maximalen Durchmesser die lingste Kurve zu finden, welche die
obengenannten Voraussetzungen erfiillt, so kommt man zu analogen

Resultaten. Dabei spielt der Durchmesser (4) die Rolle des Kreises

2
mit dem Radius 1-} ——.
V3

so ist die

Beziiglich des von der Kurve eingeschlossenen Gebietes (g) kann
man feststetlen, dass es immer mindestens einen Einheitskreis vollig
enthdlt. Ist aber der grosste Durchmesser grosser als 4, so muss g
mindestens 2 getrennt liegende Einheitskreise enthalten. "

Die Ubertragung der Resultate bietet nicht die geringsten Schwie-

rigkeiten, wenn man die Kriimmung durch 1 statt durch 1 beschrinkt.
0 ,
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2. J. J. BURCKHARDT (Ziirich). — Gruppen linearer inhomogener
Substitutionen.

Die Theorie der linearen, inhomogenen, diskreten Substitutions-
gruppen wurde erstmals in geometrischer Einkleidung von Schoenflies
und von Fedorow entwickelt, welche fiir den euklidischen Raum sidmt-
liche moglichen Gruppen angaben. Wenn auch ihre Ableitung von grosser
Klarheit ist und den Aufbau der Gruppen in allen Einzelheiten erkennen
lisst, so bleibt doch eine Frage unbeantwortet. Fragt man sich, wo-
durch die Zuteilung der Gruppen auf die Klassen bestimmt ist, so ldsst
ihre Theorie keine Gesetzmissigkeit erkennen, Um hierin Aufklirung
zu erhalten, wurde eine arithmetische Theorie entwickelt. ! Ausgehend
von einer arithmetischen Definition der Klassen (als Gruppen ganz-
zahliger, homogener Substitutionen mit unimodularem, ganzzahligem
Aquivalenzbegrift) werden zuerst fiir die zyklischen Gruppen des Grades
7 (d. h. fiir den #n-dimensionalen Raum) die folgenden S#tze bewiesen:
1. Enthalt eine zyklische Klasse der Ordnung p die identische Dar-
stellung nicht, so gibt es genau eine zugehorige Bewegungsgruppe.
2. Enthilt sie die identische Darstellung genau einmal in der Haupt-
diagonalen, so gibt es p zugehorige Bewegungsgruppen. 3. Enthilt sie
die identische Darstellung mehr als einmal in der Hauptdiagonalen und

ist die Ordnung p eine Primzahl, so gibt es stets zwei zugehorige
- Bewegungsgruppen. 4. Enthilt sie die identische Darstellung aber nicht
in der Hauptdiagonalen, so gibt die Untersuchung der auftretenden
Lineartormen Aufschluss iiber die Anzahl der inhomogenen Gruppen.
Zur Untersuchung einer beliebigen Gruppe & nehmen wir an, $ sei
ein grosster Normalteiler, und das Problem sei gelost fiir § und die
Faktorgruppe &/9. Dann erhdlt man alle Bewegungsgruppen zu &,
wenn man diejenigen von § mit denjenigen zu &/$ kombiniert, und man
erhdlt dabei auch stets solche, wenn noch eine sog. Vertauschungs-
relation erfiillt ist. Unter ihnen sind die iniquivalenten auszusondern.
Zu diesem Zweck ist die Kenntnis der Automorphismengruppe von &
notig. Mit diesen Hilfsmitteln gelingt es, die bekannten Bewegungs-
gruppen herzuleiten, iiberdies reichen sie hin, um auch solche in héher-
dimensionalen Riumen anzugeben.

3. M. Gur (Zirich). — Uber die Primideale im Wurzelkorper einer
Gleichung.

Ein Polynom moge ein Polynom von 2 genannt werden, wenn alle
seine Koeffizienten ganze Zahlen des algebraischen Zahlkorpers & sind.
Ist insbesondere der Koeffizient der hdochsten Potenz gleich 1, so heisse
ein solches Polynom normiert. Ist H(x) ein vorgelegtes normiertes,
aber nicht notwendigerweise in & irreduzibles Polynom von %, so fragen
wir nach der Primidealzerlegung der Primideale p von 2 im zugehorigen
Wurzelkérper K, der also aus % entsteht durch Adjunktion sémtlicher
Nullstellen von H(x). Es gilt folgender Satz: Ist p teilerfremd zur

! Siehe: J.J.Burckhardt, Zur Theorie der Bewegungsgruppen Commentarii
Mathematici Helvetici, vol. 6 S. 159.
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Relativdiskriminanten von X in bezug auf X, ist 7' der Exponent der
Potenz, in der p in der als nicht verschwindend vorausgesetzten Dis-
kriminanten von H (x) aufgeht, und N > 2 T, so zerlege man H(x)

in normierte, m0d. pN irreduzible Polynome von A:
. N
H(x)=H,(x) - Hy(x). ... .Hg(x) (mod.p").
Ist dann f_ der Grad in o von H (%) fir jedess =1, 2, ... S und
F das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller S Werte f_, so haben

alle Primideale %3 in K, welche p teilen, den Relativgrad F in bezug auf k.

Dieser Satz liefert im Falle der unverzweigten Relativkorper die
vollstindige Zerlegung im Wurzelkorper fiir alle Primideale von %, falls
weiter die Ordnung der Galois’schen Gruppe von K in bezug auf A
bekannt ist, unabhingig davon, welche Primideale von 2 in der Dis-
kriminante der gerade vorgelegten relativ-definierenden Gleichung auf-
gehen, insbesondere auch unabhingig von ausserwesentlichen Diskri-
minantenteilern. Der Beweis dieses Satzes und einige weitere Bemer-
kungen finden sich in der unter gleichem Titel erschienenen Arbeit in
den Commentarii Math. Helvet., vol. 6, 1933/34, S. 185.

4. R. FuETER (Ziirich). — Quaternionenalgebren und quadratisches
Reziprozititsgyesetz.

Nach H. Brandt ist die Grundzahl einer Quaternionenalgebra mit
rationalem Zentrum durch eine ungerade Zahl verschiedener Primzahlen
teilbar, falls die Algebra definit ist, durch eine gerade Anzahl, falls
sie indefinit ist. Es wird gezeigt, dass dieser Satz nichts anderes wie
eine andere Aussage des gewdhnlichen quadratischen Reziprozitits-
gesetzes ist. In der Tat geniigt letzteres, um den Satz zu beweisen,
und umgekehrt folgt aus dem Satze das quadratische Reziprozitits-
gesetz mit seinen Erginzungssitzen.

5. G. Dumas (Lausanne). — Maxima, minima, indicatrice.
Soit 0 (x=y =25 =0), un point régulier d’une surface ana-

lytique en O
(S) F ((l}, Y, Z) = 0,
le plan des @&, y coincidant avec le plan tangent en O.
Du polyédre analytique de (S) en O, on peut déduire une surface

(J) Z=¢ (z, Y
qui, quand O est elliptique ou hyperbolique, se confond avec le para-
boloide de I'indicatrice et dans les autres cas, caractérise souvent encore
la structure de (S) en O.

La discussion des maxima et minima de (S) en O se trouve élargie
par lintroduction de (J); certaines questions touchant la surface réci-
proque et la courbure de (S) en O, etc., se simplifient par ce moyen.

La méthode a, du reste, sa raisun d’étre dans le fait qu’une sur-
face (S), analytique en un point O régulier pour elle, est dans une
‘large mesure déterminée en ce point (), par Iintersection de (§) avec
le plan tangent en O.
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6. R. Wavere (Genéve). — Sur les potentiels équivalents,
Voir « Enseignement Mathématique », C. R. de la séance.

7. A. WEINSTEIN (Paris). — Uber das Helmholtzsche Problem der
konformen Abbildung.

Kein Referat eingegangen.

8. O. BrunnEr (Meilen). — Uber die kubische diophantische
Gleichung 23 — y®=D.

Das von R. Fueter in den ,Commentarii Mathematici Helvetici“,
Band 2, Heft 1, S. 86, veroffentlichte Kriterium kann unter abge-
schwichten Voraussetzungen auch folgendermassen formuliert werden:

Ist D eine von sechsten Potenzen freie, positive, ganze rationale Zahl,
die nur diejenigen ungeraden Primfaktoren in gerader Potenz enthilt,

fiir die
/N1 .

so besitet die diophantische Gleichung

28— yt=1D
keine Ldsung, falls
D =5 oder =1 (mod 9), D=j= — 1 (mod 4), D=z — 4 (mod 16)
und h, d. h. die Klassenzahl von B (\V—D), wicht durch drei teilbar ist.

Setzt man eine Lésung — vy, 3, £ — von 3% — y?= DI [y, 2, ¢
== ganze rationale Zahlen; D ==5 oder = 7 (mod Y)] voraus, deren

’

D>=1 (auch p=2),

so wird entweder % oder { durch 3 teilbar. — Auch iiber Gleichungen,
in welchen D=1 oder == 8 (mod 9) lisst sich eine Aussage machen:
Besitzt z3—y?=D¢5, wobei D zunichst die gleichen Bedingungen wie
beim 1. Satz erfiillt, eine Losung, so muss, falls D =1 oder = 8
(mod 9), D=}=—1 (mod 4), D==— 4 (mod 16), entweder A durch 3
oder y durch 9 teilbar sein.

Ferner ergibt sich, dass in Gleichungen 2% — y? = DI®, wobei D
eine von sechsten Potenzen freie, positive, ganze rationale und zu 3 teiler-
fremde Zahl ist, z solche ungeraden Primfaktoren p, welche in D in
gerader Potenz auftreten und fir die

Z zu denjenigen p in D teilerfremd ist, fiir die (_—

() o o)

ist, nicht enthalten kann.

! D' = Teil von D, welcher keine quadratischen Teiler aufweist.
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9. L. Locaer (Winterthur). — Zur Auflésung eines Systems von
linearen, gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Diese Systeme kommen hauptsichlich bei der rechnerischen Be-
handlung von mechanischen und elektrischen Schwingungen vor. Die
auftretenden Storungsfunktionen S (#) werden im allgemeinen eine Un-
stetigkeitsstelle aufweisen, indem fiir alle 7<<¢ S(?) identisch Null ist

(Einschaltvorgiinge) und bei #==1{ -ein Sprung stattfindet. Bei der

Elimination der unbekannten Funktionen des Systems bis auf eine, wird
man aber auf Differentiationen von §(?¢) gefilhrt. Dann besteht die
Schwierigkeit, wie diese an der Stelle / aufzufassen sind. Heaviside

gab fiir einfache Fille eine Regel an, nach der man die Losung be-
rechnen kann. In der in den Commentarii Math. Helv. (vol. 7. fasc. 1,
pag. 47) erschienenen Arbeit habe ich den allgemeinen Fall behandelt
und durch Verallgemeinerung einer von W. Gauster! gegebenen Methode
die Formeln fiir die Lgsung aufgestellt.

10. M. GuT (Ziirich). — Uber die Gradieilerzerlegung in gewissen
relativ-ikosaedrischen Zahlkorpern.

Es sei k& ein algebraischer Zahlkérper und K ein Galoisscher
Erweiterungskorper vom Relativgrade 60, dessen Galoissche Gruppe in
bezug auf A die Ikosaedergruppe ist. Ist p ein Primideal des Grund-
korpers k, so fragen wir nach seiner Zerlegung in K:

b= (%1 By ... SBR)E7 NK/k (S'B,.) = pFa REF = 60,

d. h. nach der Anzahl R der voneinander verschiedenen Primideale 3, von
K. die p teilen, nach ihrer gemeinsamen Relativordnung K und nach
ihrem gemeinsamen Relativgrad F.

Enthalt 2 den Korper der 5. Einheitswurzeln und event. eine
weitere Quadratwurzel, was im folgenden immer vorausgesetzt werden
moge, so hat Speiser gezeigt, dass man in % eine Grosse » so finden
kann, dass K in bezug auf 2 durch eine beliebige Wurzel der Gleichung

[(ZF41) —e28 (TP — ) 494 TP +
+x [+ 1= — 1)) =

(1) 522 (50— 29 — 10005 (ZF 4+ =9 -
+x—12) [ (1 — 1)) =0

festgelegt wird. Der Zerlegungstypus eines beliebigen Primideals b von
k ist daher nur von 2 abhiingig.

In einer friitheren Arbeit (Commentarii Math. Helvet., Vol. 4, 1932,
S. 219) habe ich skizziert, wie man auf Grund 1. der Struktur der

' Arch. fiir Elektrot., Bd. 24, 8. 360, 1930.
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Tkosaedergruppe, 2. der Hilbertschen Sitze iiber die Primidealzerlegung
in relativ-galoisschen Korpern, 3. der Dedekindschen Sitze iiber die
Primidealzerlegung in deren Unterkérpern und 4. der Oreschen Theorie
diesen Zerlegungstypus bestimmen kann.

In Ausfiihrung dieser Skizze gab ich in einer weiteren Arbeit auf
Grund zweier einfacher Hilfssitze den Zerlegungstypus an fiir den Fall,
dass p teilerfremd ist zu 60. (Vgl. Commentarii Math. Helvet., Vol. 6,
1933/34, S. 47, ferner den Auszug meines Vortrages in New York,
Bulletin of the American Math. Society, Vol. 39, 1933, S. 201.)

Unter der Voraussetzung, dass der Grundkérper A eine in bezug
auf den in ihm enthaltenen Korper der 5. Einheitswurzeln zu 60 teiler-
fremde Relativdiskriminante hat, gelang es mir nun auch, den Zerlegungs-
typus fiir die Primideale p von &, die Teiler von 60 sind, zu bestimmen.
Als Hilfsmittel benutzte ich dabei wesentlich die von Ore entwickelte
Anwendung der Newtonschen Polygone auf die Theorie der algebraischen
Zahlkorper. Als Korollar ergibt sich die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Form von 2 dafiir, dass die Relativdiskriminante
von K in bezug auf 2 zu 60 teilerfremd ist, und damit in Verbindung
mit einem fritheren Resultate, dass sie gleich 1 ist. Die ausfiihrliche
Arbeit wird in den Commentarii Math. Helvet., Vol. 7, 1934/35 er-
scheinen. '

11. E. STieFEL (Ziirich). — Topologischer Fernparallelismus in
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten.

Ist in jedem Punkte einer Kugelfliiche ein Einheitsvektor des um-
gebenden euklidischen Raumes angebracht, und ist dieser Vektor stetig
von seinem Angriftspunkt abhingig, so gibt es mindestens einen Kugel-
punkt, in dem der zugehorige Vektor normal zur Kugelfiiche steht. Mit
andern Worten: Auf einer Kugelfliche gibt es kein stetiges tangentiales
Vektorfeld. Sprechen wir an Stelle von tangentialen Vektoren von Vek-
toren in der Kugelfliche, so driickt dieser bekannte flichentopologische
Satz eine innere Eigenschaft der Kugel aus, die unabhingig vom ein-
bettenden euklidischen Raum ist.

Dieser Satz gilt fiir alle geschlossenen orientierbaren Flichen, mit
Ausnahme der zur Torusfliche homdomorphen Flichen (Poincaré). Die
Frage nach den hoherdimensionalen Mannigfaltigkeiten, die stetige Rich-
tungsfelder besitzen, wird durch den folgenden Satz von H. Hopf! voll-
stindig beantwortet: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines stetigen Vektorfeldes in einer geschlossenen orientierbaren

n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M" ist das Verschwinden der Euler-
schen Charakteristilk von M ™.

Speziell gestatten also die Mannigfaltigkeiten ungerader Dimension
immer stetige Richtungsfelder.

! H. Hopf: Vektorfelder in #»-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Math.
Annalen 96, S. 225—250.
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Gibt es in einer Fldche ein Richtungsfeld, so lisst sich sofort ein
zweites, zum ersten linear unabhingiges stetiges Feld finden. Es geniigt
zu diesem Zwecke, jeden Vektor um 90° im Sinne der fest gewihlten
Fliachenorientierung zu drehen. In héherdimensionalen Mannigfaltigkeiten

M" wird aber im allgemeinen die Existenz eines einzelnen Richtungs-
feldes noch nicht die Existenz von # linear unabhiingigen Feldern garan-
tieren; H. Hopf hat mir daher vorgeschlagen, die Mannigfaltigkeiten,
die ein solches stetiges Feld von #7-Beinen besitzen, zu untersuchen.
Diese Untersuchung ist fiir die Topologie der #-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten, insbesondere der Gruppenmannigfaltigkeiten, wichtig.

Ein solches Feld liefert uns in jedem Punkte p der M”™ n linear
unabhingige Grundvektoren, die zusammen eine Basis fiir alle Vektoren

mit dem Angriffspunkt p bilden. Man kann also jeden Vektor in M "
durch seine Komponenten (beziiglich dieser Basis) festlegen. Zwei Vek-
toren mit den Angriffspunkten p und ¢ nennen wir parallel, wenn sie
dieselben Komponenten besitzen; wir haben damit in der Mannigfaltig-
keit einen stetigen Fernparallelismus definiert und sprechen kurz von
einer parallelisierbaren Mannigfaltigkeit. In einer solchen Mannigfaltig-
keit bilden die zu einem gegebenen Vektor parallelen Vektoren ein ste-

tiges Feld, d. h. die Richtungsmannigfaltigkeit der M" ist in Schichten
von Parallelfeldern zerlegt, ist also das topologische Produkt aus M ™

und der (n#n—1)-dimensionalen Sphire N

Die Frage nach den dreidimensionalen parallelisierbaren Mannig-
faltigkeiten lidsst sich vollstindig beantworten: Jede orientierbare drei-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist parallelisierbar.

Dieser Satz ist fiir hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten nicht mehr
richtig. In der Tat ist das topologische Produkt aus der Kreislinie und
der komplexen projektiven Ebene eine fiinfdimensionale Mannigfalligkeit,
die nach dem Satz von H. Hopf ein einzelnes Richtungsfeld besitzt, von
der man aber zeigen kann, dass sie nicht parallelisierbar ist.

Leider kann ich auf die Beweismethoden dieser Resultate nicht ein-
treten, es wird an anderer Stelle ausfiihrlich dariiber berichtet werden.

12. A. SPEISER (Ziirich). — Bericht iiber die Herausgabe der Werke
Leonhard Eulers.

Es ist der Euler-Kommission gelungen, das Unternehmen der Druck-
legung der Eulerschen Werke aut eine neue Basis zu stellen, insbesondere
werden von nun an auch in der Schweiz durch die Firma Orell Fiissli,
Verlag in Ziirich, Binde hergestellt werden. Damit sind die Bedingungen
geschaffen, das Werk weiterzufithren, und wir danken der Schweizerischen
Mathematischen Gesellschaft fiir ihre Unterstiitzung. Die Beschaftung
des Materials fiir die Drucklegung hat in jiingster Zeit einen definitiven
Erfolg aufzuweisen, indem Arbeitslose bei der Reproduktion der Manu-
skripte beschiftigt werden konnten. In kurzer Zeit wird dieser Teil der
Redaktionsarbeit fertiz sein und es bleibt alsdann nur noch die eigent-
liche Bearbeitung und der Druck.
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Mit dem Bande I 16 sectio altera ist derjenige Teil der Werke,
der sich mit den Reihen befasst, nidmlich 14—16, fertiggestellt. Er
enthilt die iiberaus fruchtbaren Untersuchungen iiber divergente Reihen,
denen die Analysis die tiefsten Entdeckungen verdankt, vor allen Dingen
die Gammatunktion und die Zetatunktion mit den zugehorigen Funktional-
gleichungen. Die Eulersche Auffassung, man solle einer divergenten
Reihe aus ihrem Gesetz heraus einen Wert zulegen, kommt heute wieder
zur Geltung, nachdem sich die Begriffsbildung einer allgemeinen gesetz-
losen Reihe als unfruchtbar herausgestellt hat.

Bei gesetzmissig gebildeten Reihen ist der Wert der Summe in
gewissen Fillen unter sehr allgemeinen Voraussetzungen festgelegt. Nimmt
man z. B. die Reihe 1 —1-4+1—1-41— ..., so erhilt man den
Wert !/s, falls das Summationsverfahren folgenden zwei Axiomen geniigt:

1. Falls ay + a, +a, + ... den Wert S erhilt, so erhalt
— @y —a; — Qg — ... den Wert — 8.

2. Das Verfahren gibt der Reihe a, + a; -+ a3 -} ... den Wert
S — ay:

Hieraus ergibt sich ndmlich fir — 14+ 1 —1-4... gleichzeitig
der Wert — S und S — 1, woraus in der Tat S=1/2 folgt. Man
ersieht hieraus, wie prekédr es um die sogenannten Summationsverfahren
steht, welche dieser Reihe irgendeinen Wert erteilen.

13. L. Konnros (Ziirich). — Uber die mathematischen Unter=
suchungen von C. F. Geiser.

Siehe hinten im III. Teil den Nekrolog und die Biographie von
Prof. Dr. C. F. Geiser.
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