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1. Sektion fiir Mathematik

Sitzung der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft
Samstag, den 26. August 1922

Prégsident: Pror. DrR. G. Dumas (Liausanne)
Sekretir : PrRoF. DR. A. SPEISER (Ziirich)

1. MARCEL GROSSMANN (Ziirich). — Elliptische Geometrie im Anti-
polarsystem.

Ordnet man jedem Punkt der Ebene seine Antipolare fiir einen
gegebenen Grundkreis zu, so entsteht ein Polarsystem mit imagindrer
Ordnungskurve. Betrachtet man diese als absoluten Kegelschnitt fiir
eine projektive Metrik, so erhidlt man ein projektiv richtiges Bild fiir
die elliptische (nlcht-eukhdlsche) Geometrie. So ist z. B. jedes Polar-
dreieck in diesem Polarsystem ein Dreieck mit drei rechten Winkeln
der elliptischen Geometrie.

Unter - diesen Voraussetzungen ergibt sich fiir jede Konstruktions-
aufgabe der elliptischen Geometrie ein projektives Bild.

Beispielsweise sei herausgegriffen die Konstruktion eines Krelses
mit gegebenem Mittelpunkt und gegebenem Peripheriepunkt. Man be-
stimmt die Antipolare des Mittelpunktes. Auf dieser Geraden bestimmt
das absolute Polarsystem eine elliptische Polinvolution. Der gesuchte
Kreis ist jener Kegelschnitt, dessen Mittelpunkt diese absolute Polare
hat, dessen Involution auf ihr als die absolute bekannt ist, und von
dem ein weiterer Punkt der Peripherie gegeben ist. Damit ist der
Kegelschnitt bekanntlich bestimmt und kann nach Punkten und Tan-
genten konstruiert werden.

Das Beriibrungsbiischel der konzentrischen Xreise enthilt auch
ein Exemplar, das ,Kreis“ der euklidischen Geometrie ist, ndmlich
den Kreis um den gegebenen Mittelpunkt, der Diametralkreis zum Grund-
kreis ist, denn dieser bestimmt auf der absoluten Polaren des Mittel-
punktes die ndmliche Involution. Alle fibrigen Kreise der elliptischen
Geometrie konnen somit aus diesem durch zentrale Kollineation abge-
leitet werden.

2. A. SPEISER (Ziirich). — Uber Kongruenzgruppen.

Nach dem Theorem von C. Jordan gibt es nur eine endliche An-
zahl einfacher Gruppen, die sich als Substitutionsgruppen von n-tem
Grade darstellen lassen, deren Koeffizienten reelle oder komplexe Zahlen
sind. Nimmt man aber Reste von Primzahlen oder Primidealen (Ga-
lois’sche Felder) fiir die Koeffizienten an, so ergibt sich eine unend-
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liche Menge von einfachen Gruppen. Aus der Theorie der Gruppen-
determinante folgt jedoch der Satz, dass jede Kongruenzgruppe mod p
oder mod einem Primidealteiler von p, deren Ordnung zu p prim ist,
sich auch als Substitutionsgruppe mit Zahlenkoeffizienten und von dem-
selben Grade darstellen lisst.

3. R. FuETER (Ziirich). — Die independente Theorie der elliptischen
Modulfunktionen.

Hurwitz hat in seiner Dissertation zum ersten Male die elliptischen
Modulfunktionen unabhingig von der Theorie der elliptischen Funktionen
definiert und ergriindet. Er hat seine Entwicklungen spiter (Math. An-
nalen 58) noch vereinfacht. Aber es bleibt immer noch etwas Erzwungenes
in seiner Darstellung Mit Hilfe des Fourierschen Theorems:

2rniné
> f e ag = [OED

gelingt eine in jeder Welse befriedigende Begriindung. Diese Darstellung
wird in einem Lehrbuch eingehend gegeben werden.

4, A. Emca (Urbana). — Einige geometrische Anwendungen der
symmetrischen Substitutionsgruppen.

Erscheint im ,Enseignement mathématique“.

5. Cu. WirriceENs (Interlaken). — Application du calcul des pro-
babilités a Padaptation des salaires au codt de la vie.

Soit J la moyenne arithmétique des dépenses d’un certain nombre
de ménages, pour un état donné des prix, J' la moyenne arithmétique
des dépenses aprés changement des prix. Soit enfin une fonction V(r)
tel que la probabilité d’un ménage d’avoir une dépense comprise entre
z et x -+ dz soit V(z) de. La moyenne arithmétique des dépenses
x sera

1) J= |z V() dz.

Supposons que la nouvelle dépense aprés le changement de prix soit
une fonction @ (x) de I'ancienne. J’ devant étre moyenne arithmétique
des dépenses on devra avoir

2) J’ ::f(p(x) V(z) dx

qui donne une relation entre les coefficients de ¢(x), fonction qui est
du reste arbitraire.
En premiére approximation on peut prendre

— @ — J) Z(x—— J)?

Te h\/z 174

3) V()=
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M étant le nombre de ménages ayant fourni la base pour le calcul direct
de J. Dans ce cas ou V(x) est pris sous la forme 3) on devra aussi
avoir la condition

4) J = @(J).

6. J. CEUARD (Lausanne). — Le probléme des quatre couleurs en
Analysis situs.
Kein Autoreferat eingegangen.

7. RoLin WAVRE (Genéve). — Un probléme d’itération.

Etant donné une substitution rationnelle ou entiére & » variables
complexes et un point double attractif a de la substitution, il est possible
de définir un domaine complétement invariant D contenant ce point
double. Les solutions de 1’équation de Schrioder holomorphes au voisinage
du point a admettent la partie de D d’un seul tenant avec a comme do-
maine de Weierstrass. En supposant les multiplicateurs de la substitution
tous distinets, il est possible de représenter les solutions dans tout le
domaine D par une série uniformément convergente dans tout do-
maine fermé et borné contenu dans D. Ces resultats avaient été ob-
‘tenus, avec d’autres beaucoup plus précis, par M. Faton dans le cas
d’une seule variable.

8. F. GonseETH (Berne). — Sur la représentation de Laguerre des
tmaginaires de Pespace.

1. Par la combinaison de la représentation de Laguerre du point
imaginaire de 1’espace et d’une seconde représentation (que Study nomme
dans le plan ,das zweite Bildpaar“) on arrive a traiter avec simplicité
les problémes descriptifs de l’espace ol entrent des éléments imaginaires.
Par exemple, la congruence linéaire elliptique s’obtient comme suit: De
chaque point M du plan médian de deux droites dirigées
on abaisse la perpendiculaire sur ces droites. La nor-
male en M sur le plan de ces deux perpendiculaires dé-
crit la congruence. '

2. La symétrie de Schwarz-Laguerre par rapport & une courbe
plane analytique peut étre étendue dans l’espace de la fagon suivante:

Soit @ une surface analytique, réelle ou imaginaire et P un point
réel. Le cone isotrope de P coupe @ en une courbe p, et la développable
isotrope circonscrite & p contient en outre du point P une courbe
réelle ¢. La correspondance de contact P—> ¢ peut étre a certains
points de vue (conservation de certains angles) envisagée comme une
extension de la symétrie susmentionnée.

Si en particulier @ est une sphére imaginaire, ¢ est un cercle, qui
pour une sphére réelle se réduit au conjugué de P.

9. ERNST ANLIKER (Bern). — Kinematische Erzeugung der Astroiden.
Wir betrachten das bewegliche System, in welchem die Ellipse
von den Halbachsen 2 a und a so auf einer reguliren Rosenkurve

rollt, dass die kleine Ellipsenachse stets durch den Knoten der Rosen-
kurve geht.
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Dann erhalten wir unter anderem folgende Kurven: Jede Gerade
parallel zur kleinen Ellipsenachse umhiilllt wihrend der betrachteten
Bewegung einen Kreis. Jede andere Gerade, die mit der Kkleinen
Achse den Winkel w einschliesst erzeugt eine Astroide, deren Lage
und Dimensionen abhingig sind von w. Z. B. umhiillt jede Gerade durch
den Ellipsenmittelpunkt eine regulire Astroide; jede Gerade durch
einen Endpunkt der kleinen Achse ein halbes Malta-Kreuz usw.

Jeder Punkt auf der kleinen Ellipsenachse oder ihrer Ver-
lingerung beschreibt die Fusspunktskurve derjenigen Astroiden-
evolvente, die von der Senkrechten in diesem Punkt auf die kleine
Achse eingehiillt wird. Das Ellipsenzentrum z. B. erzeugt ein regu-
lires Vierblatt. Die Endpunkte der Kkleinen Achse beschreiben
Miingersche Doppeleilinien usw. Alle andern Punkte erzeugen
schiefe Konchoiden oder Orthokonchoiden der Rollbahn des
Ellipsenzentrums. Im besondern liefern die Mittelpunkte der grossen
Halbachsen je eine Cormnoide.

10. Paur TeALMANN (Bern). — Uber eine neue Darstellung der
Funktionen komplexer Verdnderlichen.

Die gewohnliche konforme Abbildung hat die Nachteile, dass ein
reeller Punkt einer Kurve durch zwei verschiedene Punkte dargestellt
wird, nimlich durch einen Punkt auf der z-Achse und einen solchen
auf der y-Achse. Ferner ist das Bildpaar nicht unabhingig von der
Wahl des Koordinatensystems. Laguerre hat dann ein Bildpaar einge-
tithrt, das diese Nachteile nicht mehr besitzt. Ich will nun zeigen, dass
in ganz natiirlicher Weise ein anderes Bildpaar gewihlt werden kann.
(Siehe Jahrbuch der philosoph. Fakultdt der Universitdt Bern, Bd. III,
1923. Paul Thalmann: Uber eine neue graphische Darstellung der
komplexen Zahlen. Dissertation.) '

Es sei: g* = -} i&; y* =y -} iy

Man konstruiert zuerst 4 (xy) ; dann verschiebt man das Koordinaten-
system nach A4 und konstruiert in diesem neuen System den Punkt
B(&,n). Wir wihlen 4 und B als Bildpaar. B hat in bezug auf das
urspriingliche System die Koordinaten 4 —= o 4 &, v =y -+ ». Wenn
wir die Transformation 4 —> B untersuchen, so erhalten wir das Resul-
tat, dass jede belegte Fliche in B(w,v) doppelt so gross ist als die im
Punkte A(xy). Ferner folgt, dass wenn C die Koordinaten (&, #) hat,
die Transformation 4 —» C flichentreu ist.

Speziell ldsst sich nun zeigen, wie natiirlich diese Wahl das Pro-
blem der Bestimmung der imagindren Schnittpunkte einer Geraden mit
einem Kegelschnitt 16sen kann. Wir wihlen z. B. als Kegelschnitt die
Ellipse b?x** |- a®y*® = a®b®. Es ist: ¢ & =wu, y | n=10. Wir
setzen die Werte fiir * und y* ein und erhalten die beiden Gleichungen :

(1) b%u®4-a®v? — 2b%ux — 2alvy + a2 =0
(2) bPux 4 a®vy = b22? 4 a2y?

Wir wihlen (x, y) als fest und (w, ») als variabel. (1) stellt eine

Ellipse dar, die #hnlich ist mit der gegebenen b2u? - a?0® = a®b>
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(2) stellt eine Gerade g dar, die parallel ist zur Polaren P(xy) in bezug
auf die gegebene Ellipse und durch P(zxy) geht. Man findet nun die
Schnittpunkte von ¢ mit der gegebenen Ellipse, indem man Gerade (2)
zum Schnitt bringt mit der Ellipse (1). Die gefundenen Punkte sind
die gesuchten imaginiren Schnittpunkte. Bewegt sich P auf der Ge-
raden Ursprung — P, so liegen die Schnittpunkte auf einer Hyperbel.
Bewegt sich P in der ganzen Ebene um die Ellipse heium, so erhalten
wir als Ort der Schnittpunkte von ¢ mit der Ellipse ein ganzes System
von Hyperbeln, welches wir als analytlsche Fortsetzung der Ellipse
ansehen konnen.

Ahnliche Verhiltnisse erhalten wir auch, wenn wir irgend einen
andern Kegelschnitt wihlen und seine imagin#dren Schnittpunkte mit einer
Geraden bestimmen. Hochstwahrscheinlich ldsst sich die ganze Theorie
auch auf Kurven hoherer Ordnung und auf den Raum ausdehnen.

11. Wiy ScHERRER (Ziirich). — FEin Satz diber Gitter wund
Volumen.

Es wird berichtet iiber einen Satz der Zahlen-Geometrie, dem
man folgende Form geben kann: Ein {iiber ein Einheitsgitter ausge-
breitetes Gebiet G vom Volumen 1 enthilt mindestens zwei Punkte, die
durch einen Vektor des Gitters miteinander verbunden sind. Die Grund-
lage des Beweises ist folgender Hilfssatz: Unter einer Anzahl Z> M"
in einem #-dimensialen Gitter beliebig verteilten Gitterpunkten, wo M
eine natiirliche Zahl ist, gibt es mindestens zwei Punkte, die mit ein-
ander durch einen .Vektor des M-fachen Gitters Verbunden sind. Um
dies einzusehen, ziehe man von irgend einem Gitterpunkte aus die
Vektoren zu den Z-Gitterpunkten und betrachte ihre Reste modulo M.
Die Abzihlung ergibt mindestens zwei Vektoren, die gleiche Reste
haben und daraus folgt die Behauptung. Nun teile man die Mafistdbe
des urspriinglichen Einheitsgitters durch die natiirliche Zahl N und er-
richte das dazugehérige Unterteilungsgitter. Von diesem Gitter mogen
Z Punkte auf G fallen. Das Volumen von G kann dann definiert

Z
lzm N”
Z Punkte des Untertellungsgitters an und nehme M = [n\/Z ] Indem man
dann wieder auf die urspriinglichen Einheitsmafistibe Bezug nimmt und
den Grenziibergang N =— oo macht, ergibt sich die an die Spitze ge-
stellte Behauptung.

Der Satz liefert eine einfache Grundlage fiir verschiedene Sitze
der Zahlengeometrie, so fiir den Minkowskischen Satz iiber konvexe
Korper mit Mittelpunkt, fiir die Tschebyschew-Minkowskische Unglei-
chung inhomogener, zerlegbarer, quadratischer Ausdriicke und schliesslich
ergibt er in anschaulicher geometrischer Einkleidung gewisse Resultate
betieffend Systeme linearer diophantischer Gleichungen.

werden durch =— 1. Nun wende man den Hilfssatz auf die

12. G. JuveEr (Neuchatel). — Equations aux dérivées partielles.
Kein Autoreferat eingegangen.
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