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IV.

Sektionssitzungen.

A. Sektion für Mathematik.
Sitzung, den 4. August, vormittags 8l/2 Uhr,

im Auditorium IY der Universität.

Einführende: Herr Prof. Dr. C. F. Geiser, Zürich.

„ „ Dr. F. Rudio, Zürich.
Präsident: „ „ Dr. C. F. Geiser.

Sekretär: „ „ Dr. F. Rudio.

1. Herr Prof. G. Oltramare, Genf, hält einen Vortrag
über: „Le calcul de généralisation" :

De tout temps les géomètres ont eu l'idée de

faciliter leurs opérations en substituant à une grandeur

une autre quantité se prêtant plus facilement
au calcul.

Le calcul logarithmique est là pour nous montrer
qu'en substituant à un nombre donné une quantité
constante élevée à une certaine puissance
déterminée, on pouvait effectuer le produit de deux
nombres par une simple addition; de là a découlé

toute la théorie des logarithmes et tout l'emploi
qu'on en peut faire.

On comprend de même que, si l'on parvenait
à représenter toute fonction par une expression qui
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réduisît à des opérations très simples la détermination

de sa différentielle et de son intégrale, on

pourrait obtenir un procédé qui simplifierait
considérablement les opérations auxquelles les fonctions
sont soumises.

Il est remarquable que ce résultat peut s'obtenir

par une extension du procédé logarithmique, en
admettant que toute fonction peut être représentée

par une somme finie ou infinie de termes contenant
une exponentielle élevée à différentes puissances
réelles ou imaginaires; cette représentation nous

permettra d'effectuer la différentiation par une simple
multiplication et par suite d'en obtenir l'intégration
par une division toujours facile à effectuer.

Bien qu'il soit admis qu'une fonction quelconque
puisse être représentée par une somme d'exponentielles,

cependant on n'a aucun moyen d'effectuer,
dans tous les cas, cette transformation ; le problème
à résoudre consiste donc à montrer de quelle manière

nous pourrons user des avantages attachés à cette

représentation, en admettant toutefois qu'il ne nous
est pas possible de l'effectuer. C'est le but que
nous avons cherché à atteindre en proposant le
calcul de généralisation, il est donc bien naturel
de se demander en quoi consiste cette opération,
à laquelle on doit soumettre toutes les fonctions,
et d'en fixer la nature d'une manière rigoureuse.

C'est la question qui fait le sujet de notre
communication.

Soit (p (a, b,c,. une fonction quelconque uniforme
d'une ou plusieurs variables a, b,c,
c'est-à-dire, telle, qu'à une valeur donnée pour
chaque variable, il n'en corresponde qu'une seule

valeur pour la fonction, et, cherchons à reconnaître
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s'il existe une opération distributive dont nous
désignerons par G la caractéristique qui, appliquée
à cette fonction aurait pour effet d'éliminer les
nouvelles variables u, v, w, dans l'expression
eau + bv + cw +.. telle sorte qu'il en résulterait
l'identité

Qeau + bv + cw + (p(a,b,C, (1)
Proposons-nous, en outre, de déterminer la valeur

de l'expression

GW(u,v,w,..)
'

(2)
en appliquant à la fonction W (u, v, w,..) l'opération
que nous aurons reconnue capable de satisfaire
à l'égalité précédente.

Ces deux problèmes peuvent se résoudre de la
manière suivante:
Désignons par x, y,z, des quantités que nous
considérerons comme constantes arbitraires et substituons
dans l'identité (1) les valeurs x-\~a, y+ 6, £ +
à la place des variables a, b, c,. nous obtiendrons
Qq xu + yv + zw + q au + ~bv + cw + •. —

cp(x +a,y-\~b,z+ç,..) (3)
Cela posé, écrivons l'expression (2) sous la forme

Qexu + yv + zw + ..ip^ VjW9m (4)
nous pourrons à ces formules (3) et (4) substituer
les deux suivantes :

Ge«u + bv + cw + çp(x+CLiy^r^z+ c^
G W (n, v, w, (6)

En admettant que, toutes les fois qu'on aura à
effectuer l'opération G sur une fonction des variables
u, v, w,. on devra la considérer comme
préalablement multipliée par le facteur exu + yv + zw + •• que
nous ne ferons pas figurer et que même nous
supprimerons s'il venait à se présenter puisque, par
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G{

convention, la fonction est toujours censée multipliée

par ce facteur.
Pour déterminer en quoi consiste cette opération

distributive G, nous développerons les deux membres
de l'identité (5) en séries ordonnées suivant les

puissances des variables a,b, c,. en remarquant
que dans le premier membre

Geau + bv + cw + .r =^ I |
au + bv + cw +

|

I
{ßli ~h bv -|- cw -f~. .)2

j

172 h

et que la fonction du second membre se développe

par la formule de Taylor étendue à une fonction
de plusieurs variables.

Nous aurons ainsi
1

a2 2 i __ / x d<f a2 d2(f>
1 + au-, 12u + cp(x,y,z,---)2 ^ +••

+ bv + ab uv + + 4^ + ab f + • -

i
b-o. d<f ¥ â?<f

+ cw+j-2 v + +cdï^T2W
dy dx dy

d2<f

dy2
d2(f+ •• + acuw+ +•• + ^+ • • + • • } "i - • *

en effectuant, dans le premier membre, l'opération
G sur chaque terme et en identifiant les coefficients
des différentes puissances des variables on obtient :

G1 q> (x,y,z,..)Gu Dxcp (x,y,z,,.)Gv= Dycp (x,
Djp{x,y,z, •)

Gu2 Dx2g> x,y,z,G2Dy2cp (x, z,..)
Guv=Dx Dy(f> (x,y, z,..)Guw Dx Dz y,z,..)..

On voit ainsi que
Pour effectuer Vopération G sur une fonction quelconque



— 54 —

uniforme *P(?c, v, iv, ••) lorsqu'elle a été préalablement
multipliée par le facteur exu + yv + zw + il suffit d'y
remplacer u par DX1 v par Dy, w par DZJ. et de

déterminer la valeur de l'expression symbolique
W (Dx, Dyy DZ1..) cp(x, y, z,. lorsque Von conçoit
cette fonction développée en série suivant les puissances
des caractérisques Dx, Dy, Dz, et qu'on effectue tous
les coefficients différentiels indiqués.

Nous aurons donc d'une manière générale comme
définition de la généralisation d'une fonction
GW(u, v, iv,..)W(Z>x,Dy, cp

Le second membre de cette identité présente,
à peu d'exceptions près, une série d'un nombre
illimité de termes qui n'est pas de nature à être
introduite dans le calcul lorsqu'on laisse, ce qui
est nécessaire, à la fonction cp (x, y, zf. toute sa

généralité.
Le but du calcul de généralisation sera de

présenter la valeur de cette expression sous une forme
finie et c'est généralement à l'aide d'intégrales
définies qu'il atteint ce résultat.

Le calcul de généralisation, tel que nous le

présentons, n'exige pas qu'il soit nécessaire qu'on
puisse développer la fonction ^suivant les puissances
de ses variables; il résulte de là que lors même

que la fonction n'est pas développable, l'expression
G lV n'en présente pas moins une valeur parfaitement
déterminée.

C'est ainsi que les expressions G log u et G r(u)
sont telles que, bien que leurs valeurs ne puissent
être, exprimées directement par les développements
de [log Dx~] cp(x) et r(Dx) cp (x) en séries ordonnées

suivant les puissances de Dx, cependant la généralisation

en sera donnée par les intégrales
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GO

G logu f e~v|(jp— (p}
0

oo

G r(u) J* e ^ r/) ^+ log ^
Nous avons reconnu que, quelle que fût la

fonction lF, l'expression G pouvait, dans tous les

cas, être exprimée à l'aide d'intégrales définies,
lorsque cette fonction, continue ou discontinue,
était telle qu'à une valeur donnée à chaque variable
il ne correspondait qu'une seule valeur pour la
fonction.

Cette proposition établit le calcul de généralisation

sur une base solide et indiscutable de sorte

que les résultats auxquels il conduit ne sauraient
être mis en doute; nous devons cependant ajouter
qu'il faut s'assurer de la convergence des séries

et des intégrales qu'on y rencontre dans le cours
du calcul.

Il ne nous est pas possible, sans la connaissance
du calcul de généralisation, de faire connaître les

avantages que présente ce procédé, vous reconnaîtrez
cependant que la représentation d'une fonction à

l'aide de la caractéristique G, représentation qui
est donnée par l'identité
<p (x -+- a, y + by z + c,. Ge au + bv + cw + -
conduit immédiatement à la détermination de la
différentielle et de l'intégrale de cette fonction par
les opérations les plus simples. En effet, on déduit
de cette relation

Queau + bv + cw +.
da dx



— 56 —

dtp dip — Qveau + bv + cw + •

db dy

J cpdb=J
d2(P d y — 212 g au + bv 4- cw + • •

da2 dx2

JJ cpda2JJ 9^2=G(^eaM+6î, + c«'+'

Quveau + bv + cic +
da db dx dy

JJ cp dadb JJ q)dxdy~G~eau + bvJtCW + -

On voit ainsi de quelle manière on obtient les

coefficients différentiels ouïes intégrales d'une fonction

par une simple multiplication ou division.
Pour obtenir, sous la forme ordinaire, le résultat

de ces opérations il suffira d'effectuer les généralisations

des seconds membres à l'aide des principes
du nouveau calcul.

Historiquement, quelques géomètres d'un grand
mérite ont cru saisir l'idée fondamentale de notre
calcul dans une extension du calcul des dérivées
à indices quelconques, créé par Liouville, en
reconnaissant que certains problèmes traités par cet
auteur comme le calcul inverse des intégrales
définies, étaient résolus d'une manière analogue

par la généralisation.
En examinant de près, nous trouvons, dans la

théorie de la chaleur de Poisson, des procédés pour
l'intégration des équations qui se rapprochent plus
directement de ceux qu'emploie le calcul de généralisation;

on peut reconnaître, en effet, que son idée

d'exprimer l'intégrale d'une équation aux différen-
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tielles partielles par une somme d'exponentielles
ne soit tout-à-fait analogue au procédé de la
généralisation.

Dans notre opinion, c'est plutôt dans le calcul
des fonctions génératrices et des déterminâtes d'Abel
que l'on trouverait les procédés ayant le plus de

rapport avec le calcul de généralisation. Quoi
qu'il en soit, ni l'un ni l'autre de ces illustres
géomètres n'a eu la pensée de faire de leurs procédés
un corps de doctrine capable de résoudre les questions
d'analyse qui n'avaient encore trouvé leurs solutions

par les calculs ordinaires.
2. Herr Prof. A. Hurwitz, Zürich, hält einen

Vortrag: „Ueber die Theorie der geometrischen Maxima
und Minima." Der Vortragende weist darauf hin,
dass die einfachen Methoden, deren sich die älteren
Mathematiker, insbesondere L'Huilier und Steiner,
bei der Behandlung von Aufgaben des Maximums
und Minimums bedienten, derselben Kritik
unterworfen sind, wie das Dirichlet'sche Princip, indem
diese Methoden die Existenz des Maximums resp.
Minimums stillschweigend voraussetzen. Mit Hülfe
eines Satzes von Weierstrass lässt sich indessen
der fehlende Existenzbeweis erbringen, worauf dann
die Betrachtungen L'Huilier's und Steiner's in Kraft
treten, freilich mit einer in den meisten Fällen
notwendig werdenden Ergänzung. Diese allgemeinen
Bemerkungen erläutert der Vortragende an einigen
einfachen Beispielen, insbesondere an der Aufgabe:
„Unter allen n-Ecken von dem nämlichen gegebenen
Flächeninhalt dasjenige zu bestimmen, für welches
die Summe der Äten Potenzen der Seiten ein Minimum
wird, wobei l eine reelle positive Konstante
bedeutet." Das Minimum findet stets für das reguläre
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w-Eck statt, wenn 1>1 ist. Der Fall X<1 bietet
erhebliche Schwierigkeiten dar. Es lässt sich in
diesem Falle zeigen, dass schon für n 5 bei
geeigneter Wahl von X keineswegs dem regulären
Fünfeck unter allen Fünfecken gleichen Inhalts
die kleinste Summe der Xten Potenzen der Seiten

entspricht.
An der Diskussion beteiligen sich die Herren

Galopin, Genf, und Hurwitz, Zürich.

Herr Prof. Franel, Zürich, hält einen Vortrag:
„Sur une formule fondamentale de Kronecker." Soient

a, c des quantités imaginaires telles que la partie
réelle de l'expression ax2 + 2 bxy 4- cy2 (x et y étant
réels) soit une forme positive et

^ (am2 -fi 2 bmn -fi cri1)s ' ^
la sommation s'étendant à toutes les valeurs entières
de m et de n, le système m o, n o excepté.
La fonction F(s) est développable en série toujours
convergente de la forme

h A0 + Aj (5 — 1) +..;
il s'agit d'exprimer le coefficient A0 au moyen des

fonctions & d'argument 0. A cet effet faisons

n 4- «

Fm^=
n -

(am2 -fi 2 bmn + en2)s

n — ce

£00 2^n 1

on aura

F (s) 2 + Fm(s) (2)
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Désignons maintenant par lFm (s) la différence
+ c+ 00

dx
(iam2 -f- 2 bmx + ex2)s

Yn .r(s-\).~ Fmiß)'
r(s) .(YD)2*'1 .m2"-1

De la formule (2) résultera

Y7T1.r (s -+). cs -1

0
m -1

Or le second membre converge uniformément dans
toute région finie du plan situé à droite de la

parallèle à l'axe des y d'abscisse Ce second

membre peut donc se développer en série de la
forme B0 + Bt (,s — 1)+ • • et le calcul de B0
conduit immédiatement à la formule de Kronecker.

An der Diskussion beteiligt sich Herr Hurwitz.
4. Herr Prof. Dr. J. H. Graf, Bern, spricht über eine

„Ableitung der Formeln für die Bessel'schen
Funktionen bei welchen das Argument eine Distanz
darstellt. "

Bekanntlich haben C. Neumann, E. Lommel,
N. Sonine, L. Gegenbauer und E. Heine für die
Bessel'schen Funktionen, bei denen das Argument eine
Distanz darstellt, Hinweise und Ableitungen gegeben.
Im 43. Bd. der Math. Annalen findet sich am Schluss
meines Aufsatzes über Addition und Subtraktion
der Argumente bei Bessel'schen Funktionen ein
weiterer Beweis, wo wir von der Formel

® « + il Ay-w— oo

ausgehen.
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Wir können nun nach einer Anregung Schläflis
die Ableitung noch viel direkter gestalten.

Es seip V^-Hj2— 2xyeoscp
und wir setzen

/j) \pgh=gx — hy
\ p hx- gy, reelle Comp, von

p pos.
Nun ist nach der Schläflischen Form das Integral
a

von J(p) folgendermassen darstellbar:

j(ï)=-rêr a.

Weg eine rechtsläufige Schleife vom Westpunkt
um 0.

Nun ersetze man t durch ht und p durch den
angegebenen 2ten Ausdruck (1), dann folgt

p (1lt — i) x(* -t) + y [u -y)>durch

Nun aber ist
* a / _ v A

e2 \m g J J? j(y) eingesetzt,
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a A A

J{v)-h~a2
Multiplizieren wir die Gleichungen (1) mit einander

und dividieren wir das Produkt mit gh, so folgt
2 2 i o g2 + h2

p — x+y — —xy,

nun sei ~ f=el<p

dann ist p2 x2-Jry2—{f -\~~jjxy
p2 x2 -b y2 — 2xy cos cp, wie verlangt.

a « a -f A A A

J(jj) ira2< (2)
00

* a +A A

h~aJ2J^)JwetXv
— oo

J(p) h~~ a ^ ,J{X) J{y) cos l(f (3)
— oo

Ersetzt man in (2) g d-urch ~
h " T

X„ -1, so folgt

J(p) h+a J?(—1);'/
A

J(X) J\y), a durch — a
— oo

J (j>) h~ ajf"(— 1)A J(X) cos A qp (4)
— co

(3) und (4) in der Schläfli'schen komplementären Form

K(p) cotg a re.J(p)—

substituiert, giebt:

K (p) h~ J5? K(X) J cos X (5)
— oo

In (3) und (5) a o gesetzt, folgt sofort
o « x A

J(p) tTx) J{y) COS X Cp
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AT
1

AT(x) J(y) cos % cp,
00

was die früher erhaltenen Resultate sind.
Sodann spricht Herr Graf über den von ihm

herausgegebenen „Briefwechsel zwischen J. Steiner und
L. Schläfli", den die Berner naturforschende
Gesellschaft der Zürcher Gesellschaft als Festgabe
gewidmet hat.

Im Anschlüsse hieran giebt Herr Prof. Dr. C. F.
Geiser einige historische Erläuterungen.

Schluss 11 Uhr.

B. Sektion für Physik.
Sitzung, den 4. August, vormittags 81/4 Uhr,

im Hörsaal 11c des eidgenössischen Physikgebäudes.

Einführende: Herr Prof. Dr. H. F. Weber, Zürich.

„ „ Dr. A. Kleiner, Zürich.
Präsident: „ „ Dr. H. F. Weber.
Vizepräsident: „ „ Dr. A. Kleiner.
Sekretäre: „ Dr. L. Cellier.

U. Seiler.

1. Herr Dr. 0. Frölich, Berlin, spricht über „Neuerungen

in der elektrochemischen Metallgewinnung".
2. Herr Prof. Dr. E. Wiedemann, Erlangen, hält

einen Vortrag über „Entladungs- und Luminescenz-

erscheinungen."
3. Herr Prof. Dr. H. F. Weber, Zürich, spricht über

eine „Neue Methode zur Bestimmung der Hysteresis
in dielektrischen Medien."
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