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IX.

Ueber ein Problem der Kkinematischen Geometrie.

Von

Prof. Geiser in Zirich.

Von den mannigfach verschiedenen Arten, die Bewe-
gung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene zu
bestimmen, hat man bis jetzt in den Anwendungen auf
den Maschinenbau hauptséchlich zwei beriicksichtigt. Die
erste besteht darin, die Bahnen zweier Punkte zu geben,
da weitaus die grosste Mehrzahl der in der Praxis ver-
werthbaren Mechanismen zuriickgefiihrt werden kann auf
specielle Fille und Combinationen derjenigen Systeme,
in welchen zwei ausgezeichnete Punkte sich in Kreisen
bewegen *), die zweite, namentlich fiir die Lehre von den
Verzahnungen wichtig, geht von den Polbahnen aus und
sucht die zugehorigen Punktbahnen.™*)

Der Wunsch, fiir meine Vorlesungen ein neues, von
den bisherigen wesentlich verschiedenes Beispiel auszu-

#) Herr Professor Aronhold behandeit in seinen Vorlesungen iiber
kinematische Geometrie an der Berliner Gewerbeakademie hauptséchlich
die Kurbelbewegungen und die Geradfiihrungen als Beispiele. Hoffentlich
werden seine ebenso einfachen als vollstindigen Resultate, die er mir
schon vor lingerer Zeit schriftlich und miindlich mitgetheilt hat, bald
verdffentlicht werden.

*%) Reuleaux, Theoretische Kinematik. Braunschweig, 1875, p. 135 etc.
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fithren, welches zugleich die mannigfaltigsten Spezialfille
zulasse, bewog mich auf die allgemeinste Bestimmung der
Bewegung eines ebenen Systems zuriickzugehen, welche
von zwei beliebigen Curven desselben die Umhiillten gibt.
Lisst man die beiden Hiillcurven sowohl als die beiden
Hiillbahnen jeweilen zusammenfallen, so entsteht ein
System, in welchem eine Curve gezwungen ist, stets eine
gegebene feste Curve doppelt zu berithren und man er-
kennt jetzt leicht, dass ein hochst einfacher und symmetri-
scher Bewegungsvorgang eintritt, wenn Hiillcurve und
Hiillbahn als Kegelschnitte gewidhlt werden. Die Symmetrie
der Entwicklungen wird noch erhtht, wenn man in den
Raum iibergeht und e starres System sich so bewegen
ldsst, dass ein in ithm enthaltener Kegel zweiten Grades
stets etmen andern thm concentrischen Kegel sweiten Grades
doppelt, d. h. lings zweier Kanten berihrt.

Zur analytischen Darstellung bedient man sich am
einfachsten rechtwinkliger Raumcoordinaten, die iibrigens
nur in ihren Verhiltnissen, nicht dem absoluten Werthe
nach in Betracht kommen, da die zu untersuchenden
Gebilde Kegelflichen mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte
sind. Werden diese Kegelflichen durch Bewegung eines
Strahles erzeugt, so konnen sie gegeben werden durch
Gleichungen von der Form:

=g () YV=¢() =9

WO @,, ¢, @, rationale Functionen des variabeln Para-
meters « sind. Da alle drei mit dem kleinsten gemein-
schaftlichen Nenner multiplizirt werden diirfen, so kann
man sie zu ganzen Functionen machen und weiss dann,
dass der Grad des zugehorigen Kegels im Allgemeinen
gleich dem doppelten Grade der Functionen ‘¢, resp. des
hochsten unter ihnen ist. -

Wird ein Kegel durch Umhiillung einer Ebene erzeugt,

deren Gleichung:
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ﬁ1x+ﬂz}’+ﬁsz:o
ist, wobei #,, 8,, B in gewissem Sinne als Ebenencoor-
dinaten angesehen werden konnen, so werden in allen
Féllen, die fiir uns wichtig sind, die Grossen &, 52, &s
durch Gleichungen von der Form ausgedriickt:
£ =1(«) B2=1by(tt) B =15(u)

wo fiir die ¢ die nidmlichen Bemerkungen gelten, die
oben fiir die ¢ gemacht worden sind. Damit ist es in
jedem gegebenen Falle moglich, eine obere Grenze fiir
die Klasse des Kegels zu bestimmen. |

Bevor ich auf die ausfiihrliche Ableitung der gefun-
denen Resultate eingehe, will ich noch an den Zusammen-
hang erinnern, in welchem diese Untersuchung mit einem
Apparate steht, den Herr Reuleaux unserer Gesellschaft
im Jahre 1864 vorgelegt hat,*) und den er unter dem
Namen: ,,Das Bogenzweieck im Dreieck“ auch in seiner
theoretischen Kinematik behandelt.**) Es dient dieser
Apparat dazu, zu zeigen, dass trotz der scheinbaren
Ueberbestimmung die Bewegung eines starren Systems
unter Umstdnden auch dann noch moglich ist, wenn mehr
als zwei, im vorliegenden Falle in jedem Augenblick drei
Stiitzungen vorhanden sind. Man findet in der That einen
- analogen Sachverhalt bei Spezialisirung unseres Beispiels
unter Benutzung des elementaren Satzes: Lisst ein
Kegel zweiten Grades ein Tripel zueinander senkrechten
Kanten oder Tangentialebenen zu, so existiren deren un-
endlich viele. |

Lisst man in dem starren System, dessen Bewegung
durch einen mit ihm verbundenen Kegel zweiten Grades
bestimmt ist, der einen festen Kegel des nédmlichen Grades
fortwahrend doppelt beriithrt, den ersteren sich abplatten,

*) Verhandlungen der schweizerischen naturforschenden Gesellschaft
in Ziirich 1864, pag. 56.
*¥) Pag, 120 ete.
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bis er zu einem ebenen rechten Winkel wird, wihrend
der zweite Tripel rechtwinkliger Kanten zulisst, so hat
man ein im Raum um einen festen Punkt drehbares
System, von welchem drei Strahlen stets auf dem nim-
lichen Kegel zweiten Grades bleiben. Analog kionnte man
den ersten Kegel in ein rechtwinkliges Ebenenpaar zer--
fallen lassen, wihrend der "zweite Tripel senkrechter
Tangentialebenen enthielte: es wiirde dann ein System
entstehen, von dem drei Ebenen fortwidhrend Tangential-
ebenen eines Kegels zweiter Klasse wiren. Damit sind
zwel kinematische " Apparate defivirt: der erstere mag
»Dreikant im Kegel“, der letztere ,,Kegel im Dreiflach
heissen.

I,

Wir wihlen ein rechtwinkliges Coordinatensystem im

Raume so, dass der Kegel A in der Gleichungsform
1) x4 a,y3+0;2°=0
erscheint. Die Grossen «,, a,, ¢; sind dann den reziproken
Axenquadraten desselben proportional. Irgend ein Kegel
C, welcher mit A concentrisch ist und ihn doppelt be-
rithrt, erscheint in der Gestalt
2) ({91X+/J32Y+ﬂ3_z)2_(“1xz+a2y2+'a3Z2):O

wo B = @2, x+0,y+0,z2=0 die Gleichung der Beriihrungs-
ebene ist, d. h. der Ebene, welche die beiden Beriihrungs-
kanten enthilt. Die Axen des Kegels 2) hangen von der
in 2 cubischen Gleichung »

G S SR
3) e o A SR ) =0

ab, bezeichnen wir also mit y,, y, 7y, die reziproken

Axenquadrate des Kegels C, so haben wir diesen in

einer seiner Lagen, wenn wir festsetzen, dass die Wurzeln
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der Gleichung 3) diesen Grossem proportional, also w«y,,
H“Ya Hys Seien, wo u einen beliebigen Factor bedeutet.

[Ein Kegel zweiten Grades, der einen bestimmten
im Endlichen gelegenen Mittelpunkt besitzt, bleibt sich
selbst congruent, wenn seine Axen im gleichen Verhalt-
nisse veridndert werden. ]

Jedem Werthe von # entpricht eine bestimmte Lage
von C, durch Variation dieses Parameters kann man also
die Bewegung des kinematischen Systems ausdriicken. Es
geschieht dies im Einzelnen wie folgt.

1I.
Setzt man in der Gleichung
B2 B 6
— —1=0
a1+7t+a2~|—7u+ oty A
fiir A successive wy,, ¢ys uys, S0 erhilt man drei lineare
Gleichungen fiir 2,2, £,% 5;2 deren Auflosung ergibt:*)

82— (“1"‘4”71)(“1 tuy)(oy+uys)
& (o—ap)(oy—a)
gy g (Gt ers)(@tuys)
(otg—0t3)(otg—at;)
By= _(agt+uy,)(agtuys)(as+¢ys)
(etg—0 )(a3—aty)
Jedem Werthe von « entspricht ein Werthsystem der
81y Bsy B3 und diesem eine Lage der Berithrungsebene B.
Alle diese Beriihrungsebenen umbhiillen einen Kegel, der
mit A und C concentrisch ist. Nennt man 2,, £, 0 die
Ebenencoordinaten von B, so erhdlt man eine Gleichung
zwischen denselben, lindem man ¢ aus der Gleichung 3)
eliminirt. Das Resultat ist eine homogene Gleichung

#) Vergl. ,Hesse, Analyt. Geom. des Raumes“. Erste Aufl. pag. 253
tiberhaupt den ersten Theil der 22. Vorlesung.

-
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gten Grades zwischen @,% 8,% ;% d. h. dig simmilichen
Beriihrungsebenen wumbhiillen einen Kegel sechster Klasse,
Da diejenigen Werthe von w, fiir welche eines der 2 ver-
schwindet, sich unmittelbar ergeben, so kann man sofort
diejenigen Tangentialebenen des Kegels finden, welche
durch eine der Coordinatenaxen hindurchgehen. Um wei-
tere Elemente dieses Kegels zu finden, kann man die-
jenigen Lagen von C berechnen, in denen B eine Tangen-
tialebene von A ist. In diesen Fillen (eine Gleichung
dritten Grades muss zu ihrer Herstellung aufgelost wer-
den) beriihren sich A und B vierkantig.

T

Die Axenrichtungen fiir die einem bestimmten « zu-
gehorige Lage von C ergibt sich aus Formeln, welche der
citirten Hesse’schen Vorlesung entnommen sind. Fiihrt
man die Grossen

B 2__ (0‘1 {‘”}’1)(0{2’}‘”)’1)(0‘3 +”71)

| (' —72)(01—7s)

|B,2= (“1+"} (“2"'””72)(“3“*‘”72)

2(ra—7s)a—11)

B,?— gf‘}i‘_’_}{a (“2”‘“?’3)(“3‘*‘”)’3)
@s—r)s—ra)

ein, so lasst sich die orth. Substitution, welche den

Ausdruck

(/31}“{"/32}’+[3’3Z)2""(a1x2+a2y2+a322)
(O X7, Y72
ube1fuhrt darstellen durch
X~_aX—]—a Y- a Z )xwax+by—}—cz

y= =axX+by+tecz
| z=cX+c’Y+c"Z Z=a”x+b"y+c”z

in

16
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wobei . :
8B, ,_ 6B, &B,
0‘1"‘(”71 a?%“)’l : a?,ﬂ’i’”}l ‘
(o e b /209 ' 3
=t == 5
0‘1"‘1"72 Ogt-17s 0‘3+”72 )
_ 8B I T _ﬁa?_s__ ¢ — ﬂ3
0‘1+4”73 oyt 0’3+”
Bezeichnen wir also mit &, 7, § die Coordinaten
eines Punktes der Axe des Kegels C, welche dem y, ent-
spricht, so hat man
- & G=a:b:c
man darf also setzen, da
92— 1 (o teya)(ontuys) | (2ot estuy,)

@ (oq— “2)(“1"—“3) (1i—72)(1—7s)
b2:_1_ (2t a72l(g2iﬁ}_’3) (s +uy: ) (o +e074) > 6)
@ (g—ag)(y—ay) O —73)(1—7s)
czz_l_ (2st-75)(@s+ys) (al e (e tun)
¢ (o5—ay )(a—ary) (n —72)(Y1—73)
ist,

& =(ag—05) (o, +py)(en-+uys)(og+uy ) es+uy,)

nP=(g—0a) (otuy,)(ogtuys) ety e +uy) ) 7)

GP=(on—ay) (otgtpey,)(e+uys)(en ey, ) e +-uy,)
Durch Elimination von « folgt hieraus eine homogene
Gleichung vierten Grades zwischen &2, 7,2 {2 d. h. die
Axe des Kegels C, welche dem Werthe y, entspricht, be-
schreibt einen Kegel achten Grades. Das nidmliche lisst
sich fiir die beiden andern Axen zeigen. — Wenn man
auf simmtliche Kanten eines Kegels im Mittelpunkt senk-
rechte Ebenen legt, so erhdlt man als Umhiillung der-
selben den Polarkegel (die Polaritat bezieht sich auf den
unendlich entfernten imag. Kreis des Raumes), dessen
Klasse mit dem Grad des urspriinglichen iibereinstimmt;
Jede Hauptebene des Kegels C umhiillt also einen Kegel
achter Klasse, welcher der Polarkegel des von whrer Nor-
malaze durchloufenen Kegels ist.
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Jede Lage von C kann in die unendlich benachbarte
durch Drehung um die Momentanaxe iibergefiihrt werden.
Diese ist der Durchschnitt der Normalebenen an den
Kegel C (oder A) in den beiden Beriihrungskanten. Da
By X+5,y+0:z2=0 durch die beiden Beriihrungskanten hin-
durchgeht, so schneiden sich die Normalebenen derselben
in einer Geraden durch den Coordinaten-Anfangspunkt,
von der ein Punkt durch die Coordinaten x, y, z gegeben
ist, wenn '

o Pi(@afs4-045°)

y—0y
y= _62.(9[_3 glf_il—&glgsi). 8)
8 1
z:ﬁsﬁﬁlﬁﬁtﬁzﬁﬂ
oy —ay

gesetzt wird. x? y? z* werden unter Benutzung der Glei-
chungen 4) ganze Functionen 9. Grades in y, die Elimination
von « ergibt also den Satz: Der Kegel, welcher von der
momentanen Drehungsazxe durchloufen wird, ist vom 18"
Grade. Wie bekannt, lidsst sich die Bewegung unseres
Systems durch Rollen eines gewissen Kegels auf dem eben
gefundenen herstellen. Nach dem Satze von der Umkeh-
rung der Bewegung hat man in der Gleichung dieses
Letztern blos «,, @, o, mit y,, y,, ¥, zu vertauschen um
sofort den noch unbekannten zu erhalten, freilich in der
moglichst einfachen Verschiebung zu unserm Coordinaten-
System, also nicht etwa in einer der Lagen, die er bei
der vorgeschriebenen Bewegung annehmen kann.

V.

Aus der grossen Masse von moglichen Specialfillen
hebe ich einige heraus. Wenn der Kegel C in ein Ebenen-
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paar zerfillt, welches den Winkel ¢ einschliesst, so kann
man setzen y,=0, widhrend zwischen y, und y, die Re-

i —4yay
lation besteht: tg2¢p—-—22/3
& )

System der frither gefundenen Formeln. Da aus dem p?
jeweilen der erste Factor das ¢ verliert, so fithrt die
Elimination von « auf eine Gleichung 2t Grades zwischen
2% 22 2% d. h.: die simmtlichen Beriihrungsebenen
B wmhiillen emen Kegel vierter Klasse. Im Fernern ver-
schwindet in den Gleichungen 7) das « jeweilen aus den
beiden letzten Fa,ctoren, demzufolge durchliuft die Schnitt-
gerade des Ebenenpaares ecinen Kegel vierten Grades. (Er
ist die Polarfigur des vorigen Kegels in Bezug auf A).
Um die Kegel, welche von den Axen y, und y, durch-
laufen werden, zu finden, hat man in 7) von y,. y, ¥, zu
den cyclischen Vertauschungen y,, s, 715 ¥sy ¥4, ¥g fortzu-
schreiten und nachher die Specialwerthe einzufiihren. Da
hiebei jeweilen ein Factor rechts von w befreit wird, so
sieht man, dass dic beiden andern Axen Kegel vom 6ten
Grad durchloufen. Aus den Gleichungen 8) findet man,
da 2,% £,% % nur vom zweiten Grade in « sind, dass
der Kegel der Momentancentra vom 12t Grade ist. Der
auf ihm rollende Kegel wird durch Umkehrung der Be-
wegung gefunden.

Jetzt ;vereinfacht sich das

Bei dieser Umkehrung der Bewegung hat man die
« und y zu vertauschen, so dass also a1~~0 wird, wihrend

dy und a; der Gleichung tg2p—

— geniigen, hin-
(a2+ 3)2
gegen sind jetzt die y an keine Bedingungsgleichungen
gebunden. Dies bewirkt, dass zwar Vereinfachungen an den
Ausdriicken des allgemeinen Falles eintreten, aber Grad-
reductionen, wie im vorigen Falle dies vorkam, im All-
gemeinen sich nicht ergeben, so weit ich die Rechnung

durchgefithrt habe. Immerhin fithrt die Elimination von
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¢« aus den Gleichungén 7) aus leicht ersichtlichem Grunde
Siir die von den Axen y des irreductiblen Kegels durch-
laufenen Kegel auf den sechsten Grad. |

Auch die Gleichungen 8) geben eine Gradreduction,
weil fiir «,=0 aus X, y, z der Factor 8, abgesondert
werden kann, d. h. der beireffende Kegel ist vom zwilften
Grade. '

VL

Noch wirksamer wird die Reduction, wenn wir das
Ebenenpaar rechtwinklig annehmen, also setzen: y,=0,
v,=-11, y;=—1. Es werden die 2% 3,% lineare Func-
tionen w? in und die Elimination dieser Grossen gibt

| agta ot -0y
9) B O B
1 2 8

d. h. der von den Beriihrungsebenen B umbhiillie Kegel
ist zweiter Klasse. Analog verhilt es sich mit der Glei-
chung 7), die als Grt der Schwiltlinie des Ebenenpaares
den Kegel zweiten Grades
10) o, (erg )X+ 0ty (et -0, )y 2+ 0t (e, + 0t )2 =0

ergibt. (Die Kegel 9) und 10) sind natiirlich wieder Polar-
figuren in Bezug auf A.) Was die beiden andern Axen
des KEbenenpaares anbetrifft, so geben die permutirten
Gleichungen 7) fiir die von ihnen durchloufenen Kegel
den sechsten Grad. Fir den Kegel der Momentancentra
erhilt man ebenfalls den sechsten Grad, wie die-Gleichun-
gen 8) zeigen, deren quadrirte rechte Seiten ganze Func-
tionen des dritten Grades in «? sind. Bei der Umkehrung
sind A und C zu vertauschen, es ist «,=0, a,=-1,
a;=—1 zu setzen, wihrend die y willkiihrlich bleiben.
Die Beriihrungsebenen umbhiillen einen Kegel sechster
Klasse. Die Axen beschreiben Kegel sechsten Grades,
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wdhrend die momentane Drehungsaxe einen Kegel zwdilften
Grades durchliuft.

Ein interessanter Bewegungsvorgang tritt ein, wenn
das rechtwinklige Ebenenpaar an einem gleichzeitig hyper-
bolischen Kegel zweiter Art hingleitet, d. h. wenn y,=O0,
yo=-+1, ys=—1 und —!—+}—+~~1~:O ist. Wenn dann das

o, oy o

2 3
Ebenenpaar zu einem rechtwinkligen Dreiflach erginzt

wird, so beriihren wihrend der ganzen Bewegung alle
drei Ebenen desselben den Kegel C. Damit haben wir
die analytische Grundlage fiir die Theorie des Kegels im
Dreiflach. .

VIL

Eine weitere Serie von Spezialfillen ergibt sich, wenn
man den Kegel C sich unendlich abplatten und in einen ebe-
nen Winkel iibergehen lidsst. Dies geschieht, wenn y,=¢A,,
yo=¢, y,=A, gesetzt wird, wo & eine unendlich kleine
Grosse bedeutet. Man hat dann einen Winkel ¢, der durch

tg 524:1/——)&0 bestimmt ist. Wiirde man ¢« einen end-

lichen Werth:beilegen, so bekéime man als Umhiillungs-
kegel der Beriihrungsebenen B
2 2 2
f’il§+f2)2§+_§32_=0
51 ®y” Oy
was auf einen imagindren Theil des Eliminationsresultates

filhrt. Man hat also s¢ gleich einer endlichen Grosse zu
setzen und dann die Verhiltnisse der 2 unter Weglassung
eines unendlichen Factors zu bilden; dies fiihrt auf einen
Kegel vierter Klasse, wie es sein muss, wenn man bedenkt,
dass dieser Fall nach dem unendlich entfernten imaginiren
Kreis des Raumes polar ist zu dem im Anfang von V.
behandelten. |
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- *Man kann ‘alsodie friiher gefundenen Resultate nach
den Principien der Reciprocitit unmittelbar iibertragen
aber dazu noch neue finden. Die y, und y, entsprechenden
Axen beschreiben Kegel sechsten Grades, derjenigen der
y, entspricht 'ein Kegel vierten Grades: der Polarkegel
des vorhin gefundenen vierter Klasse, der iibrigens direct
aus den Gleichungen 7) abzuleiten ist. FEine weitere
Spezialisirung gibt das Dreikant im Kegel. '

VIII.

Das Dreikant im Kegel kann auch direct in folgender
Art angegriffen werden: Soll ein Kegel zweiten Grades
sich so bewegen, dass er stets die drei Axen eines recht-
winkligen Coordinaten - Systems enthilt, so wird seine
Gleichung in der Form

o, YZ+ 02X+ 0, Xy =0
erscheinen, wobei die Coefficienten o, ,, o, sowie die
Axen y,, 75, y; den Gleichungen geniigen:

Y1 +7a+7s=0
11){ ®(yayst+7oyyt71ye)= — (&> +eg*+-05?)
UPy1yays =20 050t
Die Normalebenen des Kegels, welche die Coordinaten-
axen enthalten, schneiden sich in einer Geraden, fiir welche

1 1 1

12). X:y:z=a:7.-l;:a—3
Der Kegel der Momentancentra im festen Raume wird
also gefunden, wenn man aus der zweiten und dritten
der Gleichungen 11) den Parameter w eliminirt und nach-
her vermittelst 12) x, y, z an die Stelle der o einfiibrt;
das Schlussresultat ist eine Gleichung vom 12, Grade,

wie es sein muss.
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Um die von den Axen des Kegels zweiten Grades
durchlaufenen Figuren zu finden, beachte man dass ¢,
oy, 3 die Wurzeln einer cubischen Gleichung sind, welche
ausser der Unbekannten noch einen willkiihrlichen Para-
meter enthilt — es filhren dann die Transformations-
Formeln der Hesse’schen 20. Vorlesung zum Ziele.
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