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Vil

Neues Beispiel

einer

stetigen nicht differentiirbaren Function.

Eine der mathematischen Section in der Sitzung
vom 19. August 1873 gemachte Mittheilung.

Von H. A. Schwarz.

Die Frage, ob die Existenz einer Ableitung einer ein-
deutigen und stetigen Function reellen Argumentes bereits
eine nothwendige Folge der vorausgesetzten Stetigkeit sei,
oder ob nicht vielmehr die Forderung des Vorhandenseins
einer Ableitung eine neue der Function auferlegte be-
schrinkende Bedingung enthalte, hat in Kreisen deutscher
Mathematiker schon vor mehr als zehn Jahren aufgehort,
Gegenstand einer Diskussion zu sein.

In seiner im Jahre 1854 der Gottinger philosophischen
Fakultit vorgelegten Habilitationsschrift hat Riemann ein
Beispiel einer Function mitgetheilt, welche fiir jeden rationalen
Werth des Arguments unstetig ist und dennoch durchgehends
eine Integration gestattet. Von der zu dieser Function ge-
horenden Integralfunction kann man daher aussagen, dass
dieselbe fiir keinen rationalen Werth des Arguments einen
bestimmten Differentialcoefficienten besitzt.

Ebenso hat Herr Weierstrass im Jahre 1861 in den
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Vorlesungen, welche derselbe in dem Gewerbeinstitute in
Berlin iiber Differential- und Integralrechnung hielt, die

richtige Darlegung des wahren Sachverhalts gegeben, ge-
miss dem alle Versuche, die Existenz einer Ab-
leitung fiir stetige Functionen eines reellen Ar-
gumentes allgemein zu beweisen, ohne Ausnahme
als verfehlt betrachtet werden miissen. |

Da es nimlich unendlich viele eindeutige und stetige
Functionen giebt, bei denen die Annahme der Existenz einer
Ableitung schlechterdings unzuléssig ist, so muss jede Ar-
gumentation, welche aus der Stetigkeit einer Function allein
die Existenz einer Ableitung derselben zu folgern sucht®),
an einem principiellen Fehler leiden, so dass es hinreicht,
ein einziges Beispiel einer eindeutig definirten und stetigen
Function, welche nicht differentiirbar ist, beizubringen, um
die mangelnde IFolgerichtigkeit einer derartigen Schlussweise
aufzudecken*¥).

Ausser dem bereits erwihnten, von Riemann her-
rithrenden Beispiele, nach dessen Muster beliebig viele andere

*¥) Lamarle, Ktude approfondie sur les deux équations fonda~

(@+-h)—
f{H_h) f(w)=f‘(év) et dy=["(x). \ =,

présentée a la séance du 1er Juillet 1854. Mémoires de 1’'Aca-
démie royale de Belgique, in 4° Tome XXIX.— Duhamel,
Eléments du calcul infinitésimal, Paris 1856, Tome I, pag-
94—97. — Bertrand, Traité de calcul différentiel et de calcul
intégral, Paris 1864, Tome I, pag. 2—4. — Ph. Gilbert, Mémoire
sur l'existence de la dérivée dans les fonctions continues,
Mémoires couronnés et autres Mémoires publiés par 1’'Aca-
démie royale de Belgique, in 8° Tome XXIII, 1872.

**) Ph. Gilbert, Rectification au sujet d'un mémoire précédent,
Bulletin de 1'Académie royale de Belgique, 2me Série,
Tome XXXV, Juin 1873.

mentales Lim
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gebildet werden konnen*), sind den Mathematikern, welche
das Gliick gehabt haben, ihre Studien unter Leitung der
jetzt an der Berliner Universitit wirkenden Minner zu machen,
noch einige andere charakteristische Beispiele bekannt, welche
iiber verschiedene Mdglichkeiten, die hier eintreten konnen,
helles Licht verbreiten. Das Beispiel, welches im Nachfolgen-
den mitgetheilt wird und welches seiner Einfachheit wegen
vielleicht nicht ohne Interesse ist, beansprucht keinen sach-
lichén Vorzug vor anderen Beispielen dieser Art.

Wenn mit 2 eine verdnderliche Grisse, welche nur
positive Werthe annehmen soll, und mit E (x) jedesmal die
grosste in & enthaltene ganze Zahl bezeichnet wird, so stellt
der Ausdruck

P@O=E@)+ 2—E@),

vorausgesetzt, dass der Quadratwurzel stets ihr positiver
Werth beigelegt wird, eine fiir alle Werthe der Variablen
« eindeutig erklirte und continuirliche Function derselben
dar, welche die Eigenschaft hat, dass zu griosseren Werthen
des Arguments stets grossere Werthe der Function gehoren.
Y / Die Curve, welche in Bezug auf
’ ein rechtwinkliges Coordinaten-

system die Gleichung y—=q ()

hat, besteht aus unendlich

2 vielen congruenten Parabel-
stiicken und besitzt in jedem

1 Punkte, in welchem zwei dieser
: Parabelstiicke zusammentref-

/ fen, fiir alle ganzzahligen

0 1 2 3 X Werthe von & und ¥, eine Ecke.

*) Auch die Programmabhandlung von Hermann Hankel:
Ueber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Func-
tionen, Tiibingen 1870, kniipft an dasBeispiel Riemann’san.
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Es kann beildufig bemerkt werden, dass die zwischen
den beiden Variablen # und ¥ bestehende Abhingigkeit auch
ohne Wurzelzeichen und ohne Zuhiilfenahme einer zahlen-
theoretischen Function, wie der Function E (x), in der Weise
durch eine Gleichung dargestellt werden kann, dass sich die
Geltung derselben gleichzeitig auf alle Paare zusammenge-
horender Werthe von 2 und %, und, wenn die Variable x
auf positive Werthe beschrinkt bleibt, auch nur auf diese
erstreckt. Den angegebenen Bedingungen geniigt z. B. die
Gleichung

1, 1 1 1
w:y—-—€+ F(cos?yn—]— o cos4yn—1—-§2— cosb6ym—+..).]

Die Function ¢ (x) hat, wie sich leicht nachweisen
liasst, folgende Eigenschaften '

9@ <a+3; 0< 1A, gaH—g@ Vs
h 21, g(a—+h)— @) < 2h.
Man setze nun
f)y=-2C%2) = (5—0,1,2,...)
2n, 2n
so wird behauptet:

a. Die Function f(x) ist eine fiir alle Werthe des Ar-
gumehtes z eindeutig erklarte stetige Function dieser Va-
riablen, welche die Eigenschaft hat, dass zu grosseren Wer-
then des Argumentes stets grossere Werthe der Function
gehoren.

b. Ein wie kleines Intervall 2, . . . X man aber auch
abgrenzen moge, stets lassen sich unendlich viele diesem -
Intervalle angehdrende Werthe z’ angeben, fiir welche der

Quotient G }]? — @) _

jede vorgeschriebene beliebig
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gross angenommene Zahl ¢ iiberschreitet, wenn die Grésse A
von der positiven Seite her abnehmend der Null sich niihert,

Beweis. a. Die Reihe = —(Bé—%n@;@— convergirt fiir alle in
Betracht kommenden Werthe von 2 in gleichem Grade.
Aus diesem Grunde tibertrigt sich die Eigenschaft der Eindeutig-
keit und Stetigkeit, welche die einzelnen Glieder der Reihe
als Functionen von 2 besitzen, auch auf die Summe derselben.

Wenn man von dem Begriffe einer fiir alle in Betracht
kommenden Werthe der Variablen in gleichem Grade
convergirenden Reihe nicht Gebrauch machen will, so kann
man die Stetigkeit der Function f(x) auch wie folgt be-
weisen. Es ist

@) —I(@)= 23’ (22 +§:/§)f B0,

Der Grosse /i moge ein positiver Werth beigelegt
werden, welcher kleiner ist als 1. Es sei r eine ganze
Zahl, welche so bestimmt ist, dass

_2_1‘%__1_-2/&<”2—r-.

Dann ergibt sich

(20 220 ) —qp(27x) 2“
E 9 +2n - P = 2 555

2V 2@V
< ola_ 2y 2 —1

Andererseits ist

ﬁ q)(gnx+211]3)—q)(2nx)<22 2.7 . h

r+1 Qn. Qn r—|—1 211 On — Qr—1
Nih o e
Qr—1 )

<2s/ 2
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Hieraus folgt
-1
oW —fi) < |22 o /gyl
Der Coefficient von /7 erlangt seinen grossten Werth,
nimlich den Werth 3, wenn r=0 gesetzt wird. Es ist
also, wenn /i der Bedingung O'th’l geniigt,
f(@—+h) —(@)<3Vh,
und, wenn £ durch z—h ersetzt wird, f(x)—Ff(x—h)<3\/ h.
Die Function f(zx) ist demnach, wie behauptet wurde,
eine stetige Function ihres Argumentes.
b. Wie klein auch ein gegebenes Intervall z,...X
sein moge, man kann stets eine ganze Zahl m so gross

1 ,
wiihlen, dassgo—7 kleiner ist als X—x, und dann eine

ganze ungrade Zahl ™’ so bestimmen, dass

ml
2, < 9m <X
m/
Man setze nun —5— = x’ und berechne fir positive

van Null verschiedene Werthe von A den Quotienten
oC

(@0 —1) 3 9@ 421) — g@'s)
i 0 9n, 28, h
Da sammtliche Glieder der unendlichen Reihe auf der
rechten Seite der vorstehenden Gleichung positiv sind, so
erhidlt man, wenn man von diesen Gliedern nur dasjenige
beibehilt, fiir welches n=m ist,

I’ h)—1 (') > P2z -2™h)— @ (27 ')
h Qm 9om_ j

Beschriankt man nun, was gestattet ist, die Verinder-
lichkeit der Grosse A auf solche Werthe, welche kleiner

1 L .
sind als 5gr, so istin Folge der Erklirung der Function ¢ (x)

17
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@ (2Px'4-20h) — @ (20x') =/ 2™ h.
Unter den angegebenen Voraussetzungen ergibt sich also
(@D =), 1
h v ™. Vi
Fiir hinreichend kleine positive Werthe von 4 iiber-

f(2' 4-h) —F (z")
)

schreitet daher der Differenzenquotient

jede vorgeschriebene beliebig gross angenommene Zahl g.
Andererseits ergibt sich, dass fiir denselben Werth
von ' und fiir positive abnehmende Werthe von /4 die

Beziehung

N G W S 1

(h=0) —h Qm"l" : o+l /gl F (20 1Y)
stattfindet.

Aus dem Vorstehenden folgt, dass die Annahme der
Existenz einer Ableitung der Function f(Z), welche fiir jeden
Werth des Argumentes x, auch nur innerhalb irgend eines
beliebig kleinen Intervalles, einen bestimmten endlichen
Werth hitte, unstatthaft ist.
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