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Prof. GIOVANNI FERRl

Linea dei Punti brillanti
di sfere concentriche

Letto alla Sezione di Matematica del Congresso délia Società
Elvetica di Scienze natural*, in Lugano, 1'8 settembre 1919.

Sia il centro delle sfere 0, il punto luminoso A, il punto
di vista At; il punto brillante M di una sfera ; esso sarà nel
piano AA40.

Coordinate ortogonali coll'origine in 0 e l'asse Ox per il
punto di mezzo délia AAt. Le coordinate dei punti :

M ; x y A ; p,q •— Ai ; p, q, p > p,
Le equazioni delle rette

(I) per AM ; y - q a (x — p)
(2) » AiM ; y + q at (x -- Pi)
(3) » OM ; y n x
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In generale per due rette
y a x + b

y al x + b,
Le bisettrici dei loro angoli sono

y—a x—b + y-a, x-bt
vr+v vrfâ?"
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ossia
aVi + s42 — atV 1-4- h 2 bVi + 8l2 — b,V 1 + a2

y : X -1-

V L+ai2 — V 1+a2 V l-J-at2 — Vlj-a«
Nel nostro caso, la normale 0 M dovendo bisecare l'an-

golo delle due rette AMA4 dovrà stare l'uguaglianza dei
coefficient! di dixezione ; cioè

a.Vl-j~at2 — a,\'l--a2 _
VÏ+Ï? — Vl+ä2" ~

che équivale alla
(a + aj (1—n2) — 2 (1—aaj n o

Ponendo' i valori dei coefticienti (1), (2), (3)

y-q 0 y-fq y
a ; a£ ; n —

x—p x—p4 x
si giunge alla equazione del luogo dei punti brillanti delle
sfere concenl riebe,

(p+Pi)(xa+y2)y—(p-p1)(x2-y2)q-2(q2+pp1)xy=o

Disposizione âellci linea. Essa passa per A e per A4 poi-
chè l'equazione è soddisfatta per x=p ed y=q poi anche per
x=Pi ed y=-q

La linea passa nel centro 0 poichè posto x — o l'equazione

riducesi alla
[(p-t-Pi)y+(p-Pi) q] y2=o

soddisfatta per y=o.
Poi anche dalla (p+pJy-Hp—Pi)q=o quindi un secondo

valoi e :

Pi- P
Ji qJ p+Pi

indicante che la linea interseça l'asse Oy anche nella sua
parte negativa; essendo Pi<p.

Nel centro 0 si intersecano due rami della linea (punto
multiplo) perché differenziandone due volte successivamente
l'equazione, e posto x=o ed y=o si giunge ad un trinomio
completo del 2" grado rispetto alla derivata di y che conduce
a due valori diversi di quesla derivata e quindi a due diverse
tangenti alla curva nel punto 0.

Il polinomio è di terzo grado rispetto ad y e per uu
dato x, positivo o negativo, ammette tre valori d'y; dei
quali uno sempre reale e positivo perché l'ultimo termine
del polinomio ordinato per y rimaue negativo, contenendo x2.



— 36 —

Asaintuto. — Se dividesi il polinornio per x2 e si pone
poi x oo, rimane (p+p4)y— (p—P4)q o ossia

P —Piy= P-H>,q
retta assintota parallela Ox, dalla parte positiva.

Il polinornio è di secondo grado rispetto ad x e per un
dato valore d' y ammette due valori d' x : perö reali sollanto
lino a quando i coefficienti d'x2 e d'x soddisfano alla nota
condizione B2 — 4 AC > o, che nel nostro caso corrispondea.
(q2+PPi)2 > (P+Pi)2 y2 — (P-Pi)2 q2 ossia alia

+V(p2+q2) (pt2+q2) +OAx'OA1
ym - p + Pi p+p4

Quando A A4 fossero equidistanti da 0, cioè p p4 l'equa-
zione si riduce:

[p(x2-t-y2)—(pH-12) x]y °

Soddisfatta da y o, cioè la tinea riducesi all'asseOx..
Poi anche dalla

P2 + q2
x2 + y2-Lj^-Lx o

cioè la circonferenza col centro sulla 0 x, e che passa nel!
centro 0.

Quando A è a distanza infinita (raggi luminosi paralleli)
p oo e la equazione del luogo dei punti brillanti si riduce
alia

(y—q)x2—2 p, x y f (q+y) y2 o

che ha come assintoto y q parallela 0 x.

Costruzione grnficci della linen. — Mediante le tangenti
per A e per A4 alle circonferenze concentriche in 0. Per ognl

X
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circonferenza si hanno due coppie di tangenti per i punti A
ed A e quattro punti di intersecazione M M, Mj M3 che sono
punti del luogo dei punti brillanti.

Punti brillanti di una sfera data. — Si otterranno colla
intersecazione della linea dei punti brillanti colla circonferenza

della sfera nel piano dei tre punti 0 A At cioè risol-
vendo le equazioni simultanée

(P+Pi)(xJ+y2)y-(p-pI)(xa-y2)q-2(qz+pp1)x y o
xa_j_ y

a _ r2

Si giunge a delle funzioni di 4° grado sia per x che
per y, quindi a quattro coppie di coordinate, che potranno
•essere tutte, oppur due sole, coppie reali determinant! quattro

K

di questa.
Si noti perö che soltanto due dei punti (M Mt) corrispon-

dono a punti di riflessione dei raggi fisici, l'uno sulla parte
convessa M l'altro sulla concava Mt della sfera.

Gli altri due punti m uq rispondono soltanto alia condi-
zione geometricà della bisezione degli angoli supplementari
-delle rette per A ed A4 fatta dalle normali rispettive per il
•centro 0.
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