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Schweiz. mineral. petrogr. Mitt. 56, 1-38, 1976

Rechnerische Auswertung von U-Tischoperationen
durch elementare Vektormethoden

Von Conrad Burri*), Livia Orkényi-Bondor**) und Helga Vincze-Szeberényi**)

Mit 9 Figuren und 4 Tabellen

Summary

It is shown how the fundamental operations of the U-stage technique can be treated
by vector methods in order to make their quantitative evaluation possible. The operations
considered include the location of optic symmetry planes and axes, as well as their adjust-
ment with regard to orthogonality, the location of the third symmetry plane, the deter-
mination of the optic axes and the computation of 2V, the location of morphological
elements of reference, the determination and identification of twinning elements, problems
of extinction, the caleulation of the KOHLER-, FEDOROW- and EULER-angles, and the trans-
formation of the plane of projection by rotation of the sphere.

Zusammenfassung

Es wird gezeigt, wie sich die grundlegenden Operationen der U-Tischtechnik vektoriell
betrachten lassen, womit sich ein einfacher und anschaulicher Weg zu deren quantitativ-
numerischen Auswertung ergibt. Die betrachteten Fille umfassen: Die Einmessung der
optischen Symmetrieebenen bzw. -achsen und deren Ausgleich auf Orthogonalitat, die
Bestimnmung der dritten Symmetrieebene, die Ermittlung der Position der optischen Ach-
sen und die Berechnung von 2V, die Einmessung morphologischer Bezugselemente, die
Bestimmung und Identifizierung von Zwillingselementen, Ausléschungsprobleme, die Be-
rechnung der KO6HLER-, FEDOROW- und EULER-Winkel sowie die Transformation der Pro-
jektionsebene durch Drehung der Lagenkugel.
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Das Arbeiten mit dem U-Tisch zerféllt in eine Reihe von getrennten Ope-
rationen, welche grundlegend sind und von deren sachgemaésser und priziser
Durchfithrung die Endresuitate der Untersuchung weitgehend abhingen. Als
solche sind zu nennen:

1. Das Einmessen von optischen Symmetrieebenen bzw. Symmetrieachsen.

2. Priifung und Ausgleich von eingemessenen Symmetricebenen bzw. Sym-
metrieachsen hinsichtlich ihrer Orthogonalitét.

3. Die konstruktive Bestimmung der Lage der dritten Symmetrieebene bzw.
Symmetrieachse, falls der direkten Einmessung nicht zugédnglich.
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4. Die Einmessung der optischen Achsen, soweit moglich, und die Bestim-
mung von 2V.

5. Die Einmessung von Spalt- und Verwachsungsflichen als morphologische
Bezugselemente.

Aus den durch die Schritte 1-5 erhaltenen Messdaten lassen sich, ohne
zusitzliche mikroskopische Beobachtung und Messung, rein konstruktiv,
eine Reihe weiterer, wichtiger Operationen durchfiihren:

6. Die Konstruktion der Zwillingsachse bzw. Zwillingsebene fiir verzwillingte

Individuen.

Die Konstruktion der Zwillingsoptik fiir vorliegende oder angenommene

Zwillingsgesetze, durch Spiegelung an der Zwillingsebene, ausgehend von

einem eingemessenen Individuum.

8. Die Ermittlung der Ausloschungsschiefe monokliner Kristalle, z.B. von
Pyroxenen oder Hornblenden, auf (010), aus allgemeinen Schnittlagen.

1

9. Die Bestimmung der Ausléschungsschiefe fiir beliebige Fliachenlagen und
Bezugsrichtungen bei bekannter Lage der optischen Achsen (Auswertung
der FrESNELschen Konstruktion).

Fiir das Hauptanwendungsgebiet der U-Tischmethoden, die Plagioklas-
bestimmung, kommen zusétzlich in Betracht:

10. Die Bestimmung charakteristischer Winkelwerte, wie KOHLER-Winkel,
Feporow-Winkel und EvLer-Winkel.

11. DieTransformation der Projektionsebene der stereographischen Projektion.

Die mit diesen Konstruktionen verbundenen konstruktiven und numerischen
Auswertungen werden ublicherweise auf graphischem Wege in stereographi-
scher Projektion unter Bentitzung des Wurrrschen Netzes vorgenommen. Ge-
wohnlich bedient man sich eines Netzes vom Radius 10 cm mit einer Einteilung
von 2°, welches im besten Falle eine Ablesung von halben Graden gestattet. Ist
eine grossere Genauigkeit erwiinscht, so stehen Netze vom Radius 20 em zur
Verfiigung mit einer Einteilung von 1°. Sie erlauben bestenfalls eine Schétzung
von Viertelsgraden. In der Praxis erfolgen diese Schétzungen durch lineare
Interpolation, was jedoch, streng genommen, unzuléssig ist. Ist in besonderen
Fallen eine rechnerische Behandlung des vorliegenden Problems erwiinscht, so
kann diese trigonometrisch durch Auflésung der entsprechenden sphérischen
Dreiecke erfolgen, unter Kontrolle an Hand des WuLrrschen Netzes. Man kann
sich jedoch ganz allgemein fragen, ob nicht eine vermehrte rechnerische Be-
handlung der bisher vorwiegend graphisch ausgefithrten Ausgleichs- und Aus-
wertungsoperationen in Betracht zu zichen ist. Zum mindesten diirfte dies fiir
spezielle Aufgaben, wie z. B. die Bestimmung der optischen Orientierung von
Feldspiten mit Hinsicht auf eine Verbesserung der Unterlagen der Bestim-
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mungsdiagramme zutreffen, wihrend man fiir die routinemaéssige Bestimmung
der Plagioklase bei petrographischen Untersuchungen wohl den bisherigen Mo-
dus beibehalten wird. Die vermehrte Anwendung rechnerischer Methoden ist
durchaus nicht neu. Schon in einem 1956 durch die Firma Lrrrz-Wetzlar, deren
Verdienste um die Verbesserung der U-Tischmethoden in instrumenteller und
theoretischer Beziehung ja hinldnglich bekannt sind, herausgegebenen «Schema
der Untersuchungen mit dem Universaldrehtisch» wurde gezeigt, wie sich die
Koordinaten der optischen Symmetrieachsen aus den Messdaten rechnerisch
erhalten lassen. Die gegebenen trigonometrischen Ausdriicke waren allerdings
etwas mihsam in ihrer Handhabung. Aus der Literatur ist nicht ersichtlich, ob
sie je eine weitere Anwendung gefunden haben.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie sich die Ausgleichs- und Aus-
wertungsprobleme, wie sie sich fiir die U-Tischmethode stellen, auf einfache
und anschauliche Weise mit Hilfe elementarer Vektormethoden behandeln las-
sen. Diese zeichnen sich gegeniiber den trigonometrischen Methoden durch gros-
sere Anschaulichkeit aus, und sie lassen sich ebenfalls im Stereogramm Schritt
fiir Schritt verfolgen. Die gestellten Anforderungen hinsichtlich der benétigten
Kenntnisse der Vektorrechnung sind dusserst bescheiden. Sie beschrdnken sich
auf die Anfangsgriinde, wie sie heutzutage vielfach schon im Mittelschulpensum
und den diesbeziiglichen Lehrbiichern enthalten sind und wie sie auch iiberall
zum mathematischen Riistzeug eines jeden Studierenden der Naturwissen-
schaften gehoren diirften. Der etwa gehorte Einwand, dass die logarithmische
Berechnung von skalaren, vektoriellen und gemischten (Spat-)Produkten, so-
wie die Normierung von Vektoren, langwierig und zeitraubend sei, diirfte an-
gesichts der weiten Verbreitung, welche die elektronischen Kleinrechner gefun-
den haben, ohne Bedeutung sein. Unter sachgemésser Beniitzung der Speicher-
werke lassen sich diese Operationen rasch und zuverlissig ausfiithren, und auch
das Auftreten von Rechenfehlern ist auf ein Minimum reduziert?).

Fiir die Einfuhrung in die Vektorrechnung sei vor allem auf M. JEGER und
B. EckmMaNN (1967) oder auf H. BAcEMANN (1973) und A. WitTiG (1968, 19684a)
verwiesen. Die Vertrautheit mit der Handhabung des U-Tisches wird im fol-
genden vorausgesetzt. Hine Zusammenfassung des Vorgehens bei U-Tisch-
Untersuchungen im parallelen Licht hat kiirzlich D. Frinx (1973) in Form von
zwei Fliessdiagrammen («Flow Charts») gegeben.

Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich ausnahmslos auf einen 4achsigen
U-Tisch.

1) Fir kristallographisch-optische Probleme kommen vor allem Modelle mit fest-
programmierten trigonometrischen Funktionen, Quadratwurzel und mehreren Speichern
in Betracht. Besonders zu empfehlen sind die Fabrikate von HEWLETT-PACKARD, mit
welchen sich, dank ihrer Hilfsregister («Stack-Technik»), die Berechnung von Determi-
nanten besonders einfach gestaltet.
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II. Die wichtigsten U-Tischoperationen in vektorieller Betrachtung

1. DAS EINMESSEN VON OPTISCHEN SYMMETRIEEBENEN
BEZIEHUNGSWEISE SYMMETRIEACHSEN

Zur Definition der rdumlichen Lage einer optischen Symmetrieebene (SE)
bzw. Symmetrieachse (SA) dienen beim Arbeiten mit dem U-Tisch die beiden
Winkelkoordinaten «; und o, in der Notation von BEREK?).

Winkel «; ist das Azimut der Spur der SE in bezug auf ein parallel den
Achsen A, und A, in der Pridparatencbene angenommenes Koordinatensystem
und «, ihre Neigung in bezug auf die Normale zur Praparatenebene. Zur ein-
deutigen Angabe der Lage der SE muss noch vermerkt werden, ob sie, vom
Beschauer aus gesehen, nach rechts oder links geneigt erscheint, d.h. ob die Ab-
lesung des Neigungswinkels «, am rechten oder linken WricHTschen Biigel des
U-Tisches erfolgt. Je nachdem dies der Fall ist, wird der Neigungswinkel als
ayt oder oyl bezeichnet. Man kann die Bezeichnungen «r» und «1» auch durch
ein Vorzeichen ersetzen. Erfolgt die Neigung fiir einen in einem Punkte des auf
den Beschauer zu verlaufenden (positiven) Teiles der Achse A, situierten und
gegen die Mitte des Tisches blickenden Beobachters im positiven (Gegenuhr-
zeiger-)Sinn, so wird o, positiv gerechnet, andernfalls negativ. Es ist somit
ool = Foy Und oyl = —ay.

Eine eingemessene SE kann anderseits auch durch ihren Normalvektor 9¢,
welcher zugleich einer Hauptschwingungsrichtung oder SA der Indikatrix ent-
spricht, charakterisiert werden. Soll zu dieser Darstellungsart uibergegangen
werden, so miissen dessen Komponenten durch «; und «, ausgedriickt werden.
Hierzu fithrt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem wie folgt ein: X und
Y liegen in der Priaparatenebene, X parallel A,, +X auf den Beschauer zu
verlautend, Y parallel A,, +Y nach rechts. +Z steht normal zu XY und so-

2) Hier wird ausschliesslich von der logisch aufgebauten und sich dem Gedéchtnis
leicht einprigenden Notation von BEREK (1924) Gebrauch gemacht, bei welcher die Ach-
sen des U-Tisches von innen nach aussen mit A;_s bezeichnet werden, wobel A; der Achse
des Mikroskoptisches entspricht. Die Betétigung jeder Achse verdndert dabei die Lage
aller anderen Achsen mit einem niedrigeren Index. Zum Verstdndnis der Literatur ist im
folgenden die Bezeichnung von BEREE mit denjenigen von Nixrrin (1914, 1936), Du-
PARC-REINHARD (1924) und REiNngarRD (1931) in Parallele gesetzt:

BEREK NIKITIN, DUPARC-REINHARD REINHARD
Ay N (Normalachse) N (Normalachse)
As H (Horizontalachse) H (Horizontalachse)
Ag M (Mobile Achse) A (Auxilidgrachse)
Ay I (Immobile Achse) K (Kontrollachse)
As - M (Mikroskopachse)

Die Bezeichnung der Drehwinkel um die cinzelnen Achsen A; ist bei BEREK einheitlich
xi. Bei den anderen Autoren ist n = oy (BEREK) und h = a2 (BEREK).
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mit normal zur Priparatenebene und fiir die Ausgangslage des Tisches auch
parallel zur Mikroskopachse. Betrachtet man an Stelle von % den Einheits-
vektor N, so entsprechen dessen Komponenten zugleich den Richtungscosinus
A, p, v in bezug auf XYZ.

Nimmt man vorerst N, als im I. Quadranten (+ X, +7Y) liegend an und
fithrt man zur Kennzeichnung des Azimuts einen von der X-Achse aus ge-

-X

-Y +Y
-
? o
=
\al\:_){(
Fig. 1. Zur Formulierung des Normalvektors einer mit dem U-Tisch eingemessenen optischen
Symmetrieebene.

zihlten Hilfswinkel 4 ein (Fig. 1), so erhélt man die Komponenten A, u, »
wie folgt:

Im rechtseitig-sphérischen Dreieck XRNZ ist A = cos 4 cosa, und im Dreieck
YNZ ist p =sind coswa,. Ferner ist v = sinw,. Es wird somit

A cos 4 cos o,
Ro={n]=|sindcosa, (1)
v sin a,

Liegt M, nicht im I. Quadranten, so muss bedacht werden, dass «; konventio-
nell von +X aus im Uhrzeigersinn von 0°-360° gezidhlt wird, wihrend Vek-
toren tblicherweise auf ein Rechtssystem bezogen werden, sowie, dass jede
optische SE in ihrer Lage sowohl durch einen positiven wie durch einen nega-
tiven Winkel «, definiert werden kann, wobei die zugehdrigen Azimute um
180° differieren. Die Beriicksichtigung dieser Punkte fiihrt auf Tabelle I, aus
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Tabelle 1. Gegeben: a1 und az; gesucht: 4 und Quadrant

% A oty Quadrant
0° <oy << 90° (90° —ay) { f§f§ | Iﬁifilg
90° < or, < 180° (03— 90°) { f%ﬂ II}: gf?ig

<, @00—) {1 QTR EY

270° < a, < 360° (ot~ 270°) { f%i; II% §;‘§§I§§

welcher fiir jeden konstatierten Wert von o, das zur Berechnung der Vektor-
komponenten nach (1) benétigte 4 entnommen werden kann, wie auch der
Quadrant, in welchen die Projektion des Vektors zu liegen kommt, je nachdem
oy positiv oder negativ ist. Die Vorzeichen der Komponenten richten sich nach
dem jeweiligen Quadranten. Die Quadranten werden, ausgehend von Qua-
drant I (+X, +7Y) im positiven Sinne gezahlt (Fig. 2). 4 wird von der X-Achse
aus gerechnet und immer positiv genommen.

Die (p,p)-Werte nach GoLpscHMIDT (p konventionell von +Y aus im Uhr-
zeigersinne von 0°-360° gezihlt) ergeben sich ebenfalls auf einfache Weise
(Tabelle 1I).

-X

+X

Fig. 2. Bezeichnung der Quadranten der stereographischen Projektion bzw. der oberen Halbkugel
und Lage des Winkels 4.
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Tabelle I1. Gegeben: Quadrant, 4 und as; gesucht: ¢, p

Quadrant @ p

I(+X,1+Y) 90°—4
I (—-X,+Y) 270°4+4
TII (—X,—-Y) 270°—4
IV (+X, -Y)  90°+4

90° — «,

Setzt man in Tabelle I1 die Werte fiir 4 aus Tabelle I ein, so folgen die fiir
die Berechnung von ¢, bei gegebenem o; und «,, fiir alle vier Quadranten
giiltigen Ausdriicke: |

@ = 180°—o fiir o,r(+),

p = 360°—o, fur a,1(—). (2)

Ist «; > 180°, so resultiert ¢ negativ und + ¢ wird durch Addition von 360°
erhalten. Die Allgemeingiiltigkeit der Relationen ist eine Folge des Umstandes,
dass sowohl ¢ wie «; im gleichen (negativen) Sinne gezihlt werden, wihrend
die Vektoren auf ein Rechtssystem bezogen werden.

Beispiel: Fiir eine optische SE sei gemessen: a; = 50°, a, (1) = — 30°,

Nach Tabelle I ist somit 4 = 90°—-50° = 40°, Da «, negativ ist, liegt die
Projektion des Vektors im 11. Quadranten ( — X, +Y) und nach (1) wird:

—c0s 40° cos 30° —0,663414
Ny = sin 40° cos 30° | = 0,556670
sin 30° 0,500000

und nach Tabelle I1: ¢ = 270° 4 40° = 310° und p = 90° — 30° = 60°.

Wiire bei gleichem «,, «, positiv, d.h. am rechten WricHTschen Biigel ab-
gelesen, so wiirden die Vorzeichen der Komponenten von 9t,, bei gleichlauten-
den Absolutbetrigen, + — + lauten, da die Projektion des Vektors in den
Quadranten IV (4+X, —Y) zu liegen kime. Es wiirde fur diesen Fall: ¢ =
90° 4-40° = 130°, bei gleichbleibendem p.

Handelt es sich nur um die Eintragung eines z. B. durch Berechnung erhal-
tenen Vektors in ein Stereogramm, so mag es wiinschenswert erscheinen, die
(¢, p)-Werte ohne Kenntnis des 4-Wertes zu erhalten. Dies ist auf Grund der
zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten bestehenden Beziehungen ohne
weiteres moglich. Die rechtwinkligen Koordinaten (x,y, z) entsprechen zu-
gleich den Komponenten des Vektors und, fiir die hier angenommene Einheits-
kugel, auch dessen Richtungscosinus (A, u, v). Bezeichnet man den auf die Y-
Achse bezogenen spitzen Azimutwinkel mit ¢’, so gilt:

y =p = cos¢’sinp #

z =v = cosp ] p = arccosv

Fiir die im positiven Sinne aufeinander folgenden Quadranten I-1V resul-
tieren die ¢-Werte wie folgt:
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I (+X,4+Y) ¢o=¢ ITT (=X, -Y) ¢ = (180°+¢’)
I(=X,4+Y) ¢=(360°—¢) IV (+X, =Y) ¢ =(180°-¢")

Diese Werte ergeben sich auch aus Tabelle 11, unter Beriicksichtigung, dass
(@' +4) = 90°. N
Umgekehrt lassen sich auch fiir einen gegebenen Vektor M, =| u ) die U-
14

Tischkoordinaten («,, «,) der zu ihm normal stehenden SE berechnen, an Hand
welcher diese am U-Tisch eingestellt werden kann. Aus (1) erhédlt man:

A .
4 = arccotg —, oy = aresinv. (3)
'LL

Fiir das eben behandelte Beispiel erhélt man so 4 = arccotg 1,191755 = 40°,
ay = arcsin  0,500000 = 30°.

Die Vorzeichen der Komponenten von 9, zeigen, dass dessen Projektion in
Quadrant II liegen muss.

Die beiden Moglichkeiten fiir die U-Tischkoordinaten ergeben sich aus Ta-
belle TIT zu o = 270°—40° = 230° und a,r(+) oder o = 90°—40° = 50° und

agl(—).

Tabelle I11. Gegeben: Quadrant, 4; gesuchi: «y, oz

Quadrant s
I(+X,+Y) { 228312’ ey
T (=X, - Y) { 2;32“" fgj;

I (—X, —Y) { orad bl
vex,-y e

Auch aus den (¢, p)-Werten sind die U-Tischkoordinaten auf einfache Weise
erhéltlich, wie Tabelle IV zeigt.

Tabelle IV. Gegeben: ¢, p; gesuchi: 4, ag

@ Quadrant 4 oy
0°<p<< 90° I(+X,+Y) 90° —
90° < @ < 180° IV (+ X, —Y) p— 90° 40° —
1807 < @< 270° Il (—X,—Y) 270°—¢ P
270° < @ < 360° I (— X, 4+Y) p—270°

Setzt man die Werte fiir 4 aus Tabelle 11 ein, so erhilt man die fiir simtliche
vier Quadranten giiltigen einfachen Ausdriicke, entsprechend (2)
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a; = 180°—¢ fiir a,r(+), (4
a; = 360°—¢ flir a,1(—).

Ist ¢ >180°, resultiert o, negativ, +o«, wird durch Addition von 360° er-
halten. Soll der zu einer betrachteten SE normal stehende Vektor selbst in die
Beobachtungsrichtung gebracht werden, wie dies z. B. zur Messung von Haupt-
gangunterschieden vermittels eines Kompensators erforderlich ist, so lauten die
Koordinaten in bezug auf das weiter oben behandelte Beispiel:

a; = 50%; ap = 90°—30° = 60°r(+),
oder: a; = 230°; a, = 90°—30° = 60°1(—).

Diese Angaben dienen nur zur Erliuterung des Prinzips, da die gebriuch-
lichen U-Tische aus technischen Griinden keine grésseren Neigungen als 40°-
50° zulassen.

Zur Einstellung einer gegebenen Richtung in die Beobachtungsrichtung
kann auch die Achse A, benutzt werden, wobei «, = 0° einzustellen ist. Fiir
das obige Beispiel wiirden die Werte fiir «, lauten: o; = 50°+ 90° = 140° bzw.
o =50°—90° = —40° + 360°=320°. Im ersten Falle ist der Tisch um A, um «, =
60° nach hinten, im zweiten um den gleichen Betrag nach vorn zu neigen. Hin-
sichtlich der Ausfiihrbarkeit der Operation gilt auch hier die weiter oben ge-
machte Bemerkung.

2. PRUFUNG UND AUSGLEICH VON EINGEMESSENEN SYMMETRIEEBENEN
BEZIEHUNGSWEISE SYMMETRIEACHSEN HINSICHTLICH THRER ORTHO-
GONALITAT

Eingemessene optische SE bzw. SA eines Kristalls miissen normal zueinan-
der stehen. Die Erfiillung dieser Bedingung ist ihrerseits ein Kriterium fiir die
Zuverlissigkeit der Messwerte. Gewohnlich erfolgt die diesbeziigliche Kontrolle
graphisch an Hand der stereographischen Projektion. Man priift, ob der Pol
der zweiteingemessenen SE auf den Grosskreis der erstaufgefundenen zu liegen
kommt und umgekehrt. Rechnerisch ist eine Kontrolle dadurch mdglich, dass
das skalare Produkt der beiden Normalvektoren fiir die Normalstellung ver-
schwinden muss. Ist dies nicht der Fall, und iiberschreitet die Abweichung vom
rechten Winkel 0,5°, so muss ein Ausgleich erfolgen. Eine Ausgleichsmethode,
welche alle drei SA in Betracht zieht und nach welcher die Abweichungen
gleichmaéssig auf sie verteilt werden, wurde von PARKER gegeben (BURRI, PAR-
KER, WENK, 1967, 143). Sie geht von den sogenannten FeEporow-Winkeln
(Kleinkreiskoordinaten) aus, welche auch den Richtungswinkeln entsprechen
und aus den Komponenten der Einheitsvektoren sofort erhiltlich sind, da diese
ihrerseits deren cos entsprechen. Zieht man jedoch in Betracht, dass die Zu-
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verldssigkeit der Messwerte fiir die drei SA sehr oft nicht vom gleichen Grade
ist, da die Messgenauigkeit mit zunehmender Neigung einer SE in bezug auf
die Priparatennormale abnimmt, sowie weil sich die optische Achsenebene viel-
fach nicht mit der gleichen Genauigkeit einmessen ldsst wie die beiden andern
SE, so kommt man zum Schluss, dass es nicht immer sinnvoll ist, die vorhan-
denen Abweichungen auf alle drei SA bzw. SE gleichmiissig zu verteilen. Die
Erfahrung zeigt, dass es empfehlenswerter ist, vielleicht abgesehen von dem
Fall, wo die drei SE ungefahr dieselbe Neigung in bezug auf die Praparaten-
normale aufweisen, nur die beiden am zuverlissigsten erscheinenden Messungen
zu beriicksichtigen und die Position der dritten SA aus diesen zu berechnen
bzw. zu konstruieren, wenn nur graphisch gearbeitet wird. Ein derartiges Vor-
gehen muss ohnehin gezwungenermassen in all denjenigen Fillen befolgt wer-
den, wo die dritte SE wegen zu starker Neigung nicht einmessbar ist. Aus
diesen Uberlegungen folgt somit, dass ein Verfahren zum Ausgleich von zwei
SE bzw. SA in der Praxis die grossere Rolle spielen wird als eines, welches alle
drei gleichmassig beriicksichtigt.

Der Ausgleich zweier eingemessener SA hinsichtlich ihrer Orthogonalitét ist
auf sehr einfache Weise moglich (Burri, 1972, 505). Sind die Normalvektoren
zweler eingemessener SE z.B. g und by (die ungestrichenen Symbole werden
fir die ausgeglichenen Lagen reserviert), so bildet man:

a4+, = und aj—b, =K. (5)

H und & entsprechen den Winkelhalbierenden der eingemessenen Normal-
vektoren und stehen als solche selbst normal zueinander, wie auch die Hal-
bierenden der von ihnen selbst eingeschlossenen Winkel, welche ihrerseits den
gesuchten, ausgeglichenen Lagen der beiden SA a, und b, entsprechen.

Es wird somit: Dot fp=0a, DFR =0. (6)

Die Einheitsvektoren werden durch Normierung erhalten. Als Kriterium
fiir die erreichte Orthogonalitit dient das Verschwinden des skalaren Produlktes,
d.h. es muss (a,-b,) = 0 sein. Fiir durchgerechnete Beispiele siche z. B. BURRI
(1972, 511, oder 19744, 11).

3. DIE BESTIMMUNG DER DRITTEN SYMMETRIEEBENE BEZIEHUNGS-
WEISE SYMMETRIEACHSE AUS DEN BEIDEN ERSTEINGEMESSENEN

Da die dritte SA ¢ auf der Elbene der beiden ersteingemessenen normal steht,
ergibt sie sich aus dem Vektorprodukt ¢, = [a,b,], wobei a,, by, ¢y in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden miissen. Die dritte SA muss immer auf
diese Weise ermittelt werden, wenn sie wegen allzu starker Neigung der zu ihr
normalen SE der direkten Einmessung nicht zugénglich ist. Die rechnerische
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Losung empfiehlt sich aber auch dann, wenn die Einmessung zwar noch mog-
lich ist, wegen starker Neigung der zugehérigen SE jedoch mit einem grisseren
Messfehler behaftet erscheint. Beispiele werden weiter unten im Abschnitt 11. 6
gegeben.

4, DIE FESTLEGUNG DER POSITION DER OPTISCHEN ACHSEN

Die Position der optischen Achsen kann entweder durch direkte Einmessung
oder auf indirektem Wege erhalten werden. Im ersten Fall wird die optische
Achsenebene normal zur Achse A, eingestellt und als Messwert Winkel «, er-
halten, welchen die optische Achse in der Achsenebene mit der Mikroskopachse
bildet. Konventionell wird «, als positiv gerechnet, wenn die Drehung fiir einen
in einem Punkte des positiven, d.h. nach rechts verlaufenden Astes von A,
situierten und nach dem Zentrum des U-Tisches blickenden Beobachter im
Gegenuhrzeigersinn erfolgt, d.h. der Tisch nach vorn geneigt wird. Die Ein-
messung der optischen Achse erfolgt durch Einstellung auf maximale Dunkel-
heit. Ein verfeinertes Verfahren, unter Zuhilfenahme von Gangunterschieds-
messungen, wurde von BURRI (1973) vorgeschlagen. Die Einstellung der opti-
schen Achse kann auch konosokopisch erfolgen.

Auf indirektem Wege erhilt man die Position der optischen Achse durch
Messung von 2V, entweder aus zwei Hauptgangunterschieden, unter Verwen-
dung der MarrarRDschen Formeln, oder, besser, aus der «Charakteristischen
Funktion der Doppelbrechung» nach Berex (1924, 1953). Die indirekten Me-
thoden liefern 2V auch in Fallen, wo die optischen Achsen der direkten Hin-
messung nicht zugénglich sind.

Fiir die Bestimmung des Vektors der beiden optischen Achsen % bzw. B1)
ist somit zu unterscheiden, ob von «, oder V als erhaltenem Messwert aus-
gegangen wird.

a) Die Bestimmung des Vektors der optischen Achse aus dem Messwert oy

Zur Ermittlung des Vektors der optischen Achse 9 in bezug auf das System
XYZ muss ein, ebenfalls rechtwinkliges, Hilfssystem X'Y'Z’ eingefiihrt wer-
den. Dessen Achsen werden wie folgt definiert (Fig. 3):

3) Fur die Plagioklase wird bekanntlich definitionsgemiss die rdumlich weniger disper-
gierte. Achse, welche in der tiblichen Aufstellung fiir alle Mischglieder im Stereogramm auf
die Ebene | ¢ im Quadranten links oben austritt, mit «A» bezeichnet und die riumlich
ungleich stérker dispergierte Achse, deren Ausstichspunkte annahernd auf einem durch
die Quadranten rechts oben und links unten verlaufenden Grosskreis liegen, mit «B». In
den hier folgenden Ausfihrungen wird diese Konvention nicht innegehalten, sondern es
wird immer die ersterwihnte baw. erstbestimmte Achse ¢A» und die zweite «B» genannt
werden.
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X’ ist Schnittgerade der Achsenebene mit der Ebene XY.

Y’ liegt in der optischen Achsenebene normal zu X’.

Z' entspricht der Hauptschwingungsrichtung [ng] = by, d.h. der
optischen Normalen.

—— System XYZ
—— System X'Y'Z'

Fig. 3. Zur Berechnung des Vektors der optischen Achse ¥, aus dem Messwert ¢, (Bytownit aus
Olivinbasalt von Island).

Die iiber der Ebene XY liegenden Aste von Y’ und Z’ werden als positiv
genommen, wobei X'Y'Z" ein Rechtssystem bilden sollen. Damit ist auch die
positive Richtung von X’ eindeutig festgelegt. Fiir die Formulierung des Vek-
tors A, bezogen auf das neue System, besteht vorerst eine gewisse Schwierigkeit
in bezug auf das Vorzeichen des Winkels «,. Bendtigt man némlich zur Ein-
stellung der optischen Achse in die Beobachtungsrichtung z.B. eine Drehung
um A, im weiter oben als positiv definierten Sinne, so resultiert diese als negativ,
sobald an Stelle von o« als Azimut 180° + o, eingestellt wird und damit «, sein
Vorzeichen wechselt, d.h. wenn die Neigung des Tisches um A, am andern
WricaTschen Biigel abgelesen wird. Man miisste somit, zusédtzlich zum Vor-
zeichen von «,, immer auch dasjenige von o, angeben. Diese Komplikation
lisst sich vermeiden, wenn darauf geachtet wird, ob der Winkel (9, + X') spitz
oder stumpf ist, was aus der stereographischen Projektion entnommen werden
kann. Nimmt man «, im ersten Falle als negativ, im zweiten jedoch als positiv,
g0 wird
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cos (90° — ) sin o
fir (A, +XV<90° A, = cosa, == CoS oty

0 0

08 (90° + o) ~sin oy
fir (A, +X')>90° W =| cose, = CoS o,y

0 0

Damit ist das Vorzeichen fiir «, unabhingig von demjenigen von «, fest-
gelegt, und man erhilt fiir den Vektor der optischen Achse im neuen System
X'Y'Z"

+sin «,
Uy = cos o, |, je nachdem (,, +X')$ 90°. (
0

/

-1
~

Or—-‘o\

Fiir (2A,, +X') = 90° wird o, = 0 und U = (

Die vektorielle Formulierung der Achsen des neuen Systems X'Y'Z’ in bezug
auf das alte XYZ ergibt sich, wenn man sich vorerst auf den Fall beschrinkt,
dass Z’ = by im I. Quadranten (+ X, +Y) liegt, wie folgt. Aus Figur 3 ldsst sich
unmittelbar ablesen, dass:

' —sin 4
X{) = ( cos 4 (8a)
0

Da ferner im Dreieck — X +Y'Z cos(—X, +Y’) = cosdsine, ist und im Drei-
eck —Y+Z+Y cos(+7Z,+Y') =sindsinoa,, so wird:

, N

—cosd sin «,

_>’ . .

Y=\ —sindsina, (8D)
COS oty

und weil im Dreieck +Z4+X+4+Z" cos(+ X, +Z') = cosdcosa, und im Drei-
eck E+Y+7Z cos(+Y,+7") =sind cosa,, so folgt:
"cos 4 cos a,
Z’) = | sin 4 cos o, (8¢)
SN o,

Falls 7" = b, = [ng] nicht im I. Quadranten liegt, behalten die Ausdriicke
(8a-c) ihre Giiltigkeit, jedoch mit verdnderten Vorzeichen. Fiir ein gegebenes
+ 7 liegt das zugehorige +§—f6 im diametral gegeniiberliegenden Quadranten,
in 90° Abstand auf dem durch +Z, verlaufenden Durchmesser der Projektion.
Verglichen mit +Z; findet daher eine Umkehr des Vorzeichens fiir die beiden
ersten Koordinaten von ?6 statt. + X liegt auf dem Grundkreis in 90° Abstand
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von dem durch +Z, und +Y} verlaufenden Durchmesser. Der Entscheid
zwischen den beiden Moglichkeiten erfolgt auf Grund der Forderung dass
X'Y'Z' ein Rechtssystem sein soll. Die dritte Koordinate ist, sowohl fiir + Y
wie fir Z’,, immer positiv, da nur die obere Halbkugel betrachtet wird, wah-
rend sie fiir X; gleich 0 ist.

Es ergibt sich somit folgendes Vorzeichenschema:

3 1 11 111 1Y
7§ = by in Quadrant: (+X, +Y) (=X, +Y) (=X, -Y) (+X, —-Y)
Vorzeichen der +X, — + 0 -~ - 0 + - 0 + + 0
Komponentenvon | +Y, -~ -~ + o o e e e —

Um die Vektorkomponenten von g in bezug auf das System XYZ zu erhal-
ten, muss eine Koordinatentransformation durchgefithrt werden. Die Trans-
formationsmatrix lautet (fiir Z’) =P, im I. Quadranten, andernfalls ist das
obenstehende Vorzeichenschema zu beachten):

—sind  —cosdsina, cosdcoso,'
T e cosd —sindsineg, sin 4 cosa,
0 COS ay 8in oy

Beispiel : Bytownit, Einsprengling in Olivinbasalt, Island (Fig. 3).
Aus den U-Tischmessungen ergaben sich nach (1) die folgenden Einheits-
vektoren fiir die Hauptschwingungsrichtungen:

—0,877378 0,435228 ©0,201953
ap={ 0.,089285 by = { 0,561660 ¢ = —0,822537
0,471419 0,703644 0,5631647
¢ = 275,8° @ = 37,8° @ = 166,2°
p = 61,9° p = 45,3° p = bB7,9°

Nach (3) wird 4y, = arccotg 0,774896 = 52,2°, und «, = arcsin 0,703640 = 44,7°;
«y, = 6° (gemessen), negativ zu nehmen, da (%,, + X’) < 90°,

/

0,104529
Ay = (0,994522

0

' —0,790155 —0,431116 /0,435654
Xi={ 0612907 = —0,555791 {=10,561642
0 0,710800 0,703395 /
—0,790155  —0,431116  0,435654

Transformationsmatrix: T = 0,612907 —0,555791 0,561642
0 0,710800 0,703395
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—~0,511349

’ — 929 c

Ay =| —0,488680 ) ¥~ 2 42’30 __
0,706906/ F = =%

(Uy-co) = 0,674513 = cos 47,58° 2V, = 95,2°
(U, a) = 0,738263 = cos 42,42° 2V, = 84,8°

b) Die Bestimmung des Vektors der optischen Achse aus V

o) Erste Methode

Nach einer von BURRI (1972, 507) gegebenen Methode erhalt man die den
beiden optischen Achsen entsprechenden Vektoren U und 8 als v, +r, wobei
b, der Einheitsvektor derjenigen Bisektrix ist, auf welcher der gemessene Ach-
senwinkel V bezogen wird. Fiir den Hilfsvektor ¢ gilt, dass ¢ = ipytgV, wobei
i, der Einheitsvektor der anderen Bisektrix ist. Durch Normierung von U
und B erhilt man die Einheitsvektoren der optischen Achsen %, und B, und
das skalare Produkt (%,38,) = cos2V ermoglicht eine Kontrolle.

Im eben behandelten Beispiel wurde gemessen: V, = 425° und es wird:

—0,877378 0,201953
D, =0ap,={ 0,089285 Wy = ¢y ={ —0,822537
0,471419 0,5631647
" 0,185056 —0,692322)\
I =cotg42,5°=| —0,753716 A =v,+r = —0,664431
0,487165 0,958584
—0,510434
A, =| —0,489870 @ = 226,2° p = 45,0°
0,706742

Fiir die zweite, der direkten Einmessung nicht zugingliche Achse B erhédlt man:

—1,062431 1,062431 0,783308
B=v,-1r=| 0843001 | =| —0,843001 B, =| —0,621525
—0,015746 0,015746 0,011609

¢ =1284°  p=893°

Zur Kontrolle: (%,-By) = —0,087156 = c0895,0° = cos2V,,.

B) Zweite Methode

Kine weitere Methode zur Berechnung des Vektors der optischen Achse bei
gegebenem Achsenwinkel V besteht darin, dass sich die Achse ohne weiteres im
System X" =q,, Y"=0,, Z" = ¢, festlegen ldsst (Fig. 4), worauf durch eine
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+X

Fig. 4. Zur Berechnung des Vektors der optischen Achse U, aus V (Bytownit aus Olivinbasalt
von Island).

Koordinatentransformation zum System XYZ iibergegangen werden kann. Die
Transformationsmatrix ergibt sich aus den Komponenten von a;, by, ¢o im
System XYZ, wie sie anlésslich der ersten Behandlung des Beispiels gegeben
wurden (siche p. 15).

Fiir die optische Achse A erhélt man im System X"Y"Z":

cosV, 0,737277
A ={o =|o
sin 'V, 0,675590

Die Transformationsmatrix lautet:

—0,877378 0,435228 0,201953

T=| 0,089285 0561660 —0,822537
0,471419  0,703644  0,531647
—0,510433
A, =| —0,489870 | ¢ =2262° p=450°
0,706742

Fir die zweite, der direkten Einmessung nicht zugingliche optische Achse B
erhdlt man analogerweise:
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—cos V,, —sin V,, —0,737277
By={ 0 =| o =t o0
sin V, cosV,, 0,675590
0,783308
B = | —0,621526 g =1284°  p=893°
0,011609

Zur Kontrolle: (%,-B,) = ~0,087156 = cos 95,0° = cos2V .

5. DIE EINMESSUNG VON SPALT- UND VERWACHSUNGSEBENEN
ALS MORPHOLOGISCHE BEZUGSELEMENTE

Werden Spalt- oder Verwachsungsebenen von Zwillingen, bei isolierten Kri-
stallen eventuell auch Wachstumsfidchen, eingemessen, indem man ihre Spur
parallel zum vertikalen Okularfaden einstellt und sie darauf durch Neigung um
A, in Normallage zu A, bringt, so gilt fiir die Formulierung ihres Normalvek-
tors ¥, der gleiche Ausdruck (1), wie er in bezug auf die optischen SE abgeleitet
wurde. Es ist somit:

cos 4 cos o,
Fo = { sin 4 cos «, (10}
sin o, '

Der Hilfswinkel 4 berechnet sich wiederum aus Tabelle I, und auch fiir die
Berechnung eventuell bendtigter (p,p)-Werte gilt das fiir die SE Gesagte bzw.
die dort gegebenen Tabellen.

6. DIE KONSTRUKTION DER ZWILLINGSELEMENTE FUR VERZWILLINGTE
INDIVIDUEN

Zwillingselemente spielen als geometrische Bezugselemente besonders bei der
Plagioklasbestimmung eine grosse Rolle. Ihre Konstruktion bzw. Berechnung
aus den eingemessenen optischen SA der verzwillingten Individuen ist daher
von erstrangiger Bedeutung beim Arbeiten mit dem U-Tisch.

Unter der Zwillingsachse ZA versteht man die den beiden Zwillingsindivi-
duen gemeinsame Richtung, um welche sie durch eine Drehung um 180° (soge-
nannte Halbdrehung) ineinander uibergefithrt werden. Sind die betrachteten
Individuen zentrosymmetrisch, so entsteht bei dieser Operation fiir den Zwil-
ling eine neue Symmetrieebene | zur ZA, die sogenannte Zwillingsebene ZE.
Da die zentrosymmetrischen Kristallklassen in der Natur weit hiufiger auf-
treten als die azentrischen, so wird hier nur dieser Fall betrachtet. Von der ZE
zu unterscheiden ist die Verwachsungsfliche. Sie kann mit der ZE identisch
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sein, braucht es aber nicht, sie kann auch ganz unregelmissig ausgebildet sein,
besonders bei Wachstumszwillingen.

Bei der Untersuchung von Zwillingsbildungen sind zwei Schritte zu unter-
scheiden, namlich: a) die konstruktive oder rechnerische Ermittlung der Zwil-
lingselemente, d.h. der Zwillingsachse (ZA) bzw. der Zwillingsebene (ZE), und
b) die kristallographische Identifizierung der Zwillingselemente, d.h. die Be-
stimmung des Zwillingsgesetzes.

a) Die Ermittlung der Zwillingselemente

Das bei U-Tischuntersuchungen vorwiegend angewandte Verfahren zur kon-
struktiven Ermittlung der Zwillingselemente besteht darin, dass man in der
stereographischen Projektion die Winkelhalbierenden fiir die beiden Winkel,
welche je drei Paare korrespondierender Richtungen der Zwillingsindividuen
miteinander bilden, konstruiert. Als solche sind bei U-Tischuntersuchungen die
drei Hauptschwingungsrichtungen ohne weiteres gegeben. Bezeichnet man ihre
Einheitsvektoren mit a,, b,, ¢, und ag, by, ¢, so bildet man fiir die vektorielle
Behandlung des Problems a, + ag, by £ by, ¢y + ¢g und normiert die so erhaltenen
6 Vektoren der Winkelhalbierenden. Von diesen fallen im Idealfall, d.h. wenn
die bei der Einmessung der optischen Symmetrieebenen begangenen Fehler
vernachlassigt werden diirfen, drei zusammen und entsprechen der ZA, wah-
rend die andern drei in 90° Abstand davon liegen und die ZE bestimmen. Be-
zeichnet man das erste Tripel mit 3, , 3,,, 33, und das zweite mit 34, 35,, 3s,>
wobei die Numerierung innerhalb der beiden Tripel willkiirlich ist, so ist somit:

310 = 620 = 630 und [640 (,,5() 660] = O’ (11)

d.h. die Vektoren des ersten Tripels sind kollinear, diejenigen des zweiten kom-
planar, der von ihnen aufgespannte Spat hat das Volumen 0. In der Praxis
werden infolge der unvermeidlichen Messfehler wohl fast immer geringe Ab-
weichungen auftreten. Die Vektoren 3, , 35, 3a, werden nicht genau zusammen-
fallen, sondern auf der Einheitskugel ein Fehlerdreieck bestimmen, wobei der
wahrscheinlichste Ort fiir die ZA durch dessen Schwerpunkt gegeben ist. Bei
Beniitzung der stereographischen Projektion bedient man sich zu dessen Auf-
findung bekanntlich einer einfachen, durch BErREk (1924, 70-79) vorgeschla-
genen Konstruktion unter Benutzung des WuLrrschen Netzes. Ebenso einfach
lisst sich das Problem vektoriell I6sen (Ork#NYI-BoNDOR und ViNezE-Szk-
BERENYI, 1974). Sind die drei Vektoren gegeben durch:

Xy X2 X3
b, TN b2, = | Y2 bz, = | ¥s
Zy Zg T
so erhdlt man den Ortsvektor des Schwerpunktes des Fehlerdreiecks, welcher
der Zwillingsachse 3, entspricht gemaéss:
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X1+ X+ X3

3
30 = 510+6§0+330 _ Y1+3;2+Y3 (12)
71+ 2523
e

Auch beim Auftreten eines Fehlerdreiecks fiir die Vektoren 3;,, 3a,, a, Sind je-
doch die Vektoren 3,,, 35,, s, Komplanar, wie BEREK (1924) gezeigt hat, wobei
geringe Abweichungen, wie sie durch die unvermeidlichen Messfehler bedingt
sind, ohne weiteres zuldssig sind. Sie liegen in 90° Abstand von der durch den
Schwerpunkt des Fehlerdreiecks verlaufenden ZA. Damit ergibt sich ein zweiter
Weg zur Bestimmung derselben, als Normale zur ZE. Vektoriell ergibt sich
eine einfache Losung hierfiir wie folgt. Man bildet zwei Differenzvektoren der
drei Vektoren 3, , 35, 36, Zum Beispiel:

U =36, —4s, Und 0=z, —3. (13a)
Diese liegen in der ZE, so dass sich die ZA aus ihrem Vektorprodukt ergibt:
3 = [uxo]. (13b)
Dabei ist darauf zu achten, dass die Vektoren 3, u, v in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem bilden.
Beispiel (Fig. 5):

An einem Bytownit-Einsprengling eines Andesites des Borzsony-Gebirges,
Ungarn, wurde fir Individuum A gemessen:

Z; ; +2§0 } 1 [ng]. Nach Tab.I: Quadrant IV (+X, —Y), 4 = 90° —3° = 87°
0,049180
Gemaiss (1) wird: b, =1 —0,938405 p =177,0° p=170,0°
0,342020

o = 264°

oy = +230 } _L [ny] Quadrant II (—X’ —[-Y), A — 270 _264 — 6

—0,915462
=1 0096219 | ¢ =2760° p=67,0°

0,390731

&

(D co) = 0,002104 = cos 89,9°. Ein Ausgleich eriibrigt sich.
Fiir die dritte, nicht einmessbare Hauptschwingungsrichtung erhilt man:

0,399573
[0g% ¢o] =g ={ 0,332323 ) ¢ =50,2° p = 31,3°
0,854342
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Individuum A
individuum B

Fig. 5. Zur Berechnung der Zwillingselemente fiir einen nach dem Roc-Tourné-Gesetz verzwilling-
ten Bytownit-Einsprengling aus Andesit des Borzsony-Gebirges (Ungarn).

Fiir das zweite, mit A verzwillingte Individuum B wurde gemessen:

a = 807" 1| ). Quadrant TTT (— X, —¥), 4 = 307° — 270° — 37°
oy =+ 4 J B
[ —0,796690
b, =| —0,600349 | ¢ =233,0° p=860°
0,069756 ,
= 2162 | 1] Quadrant IT (=X, +Y), 4 = 270° - 216° = 54°
oy =+ 12 J ¥
—0,574941
=1 0791338} o =23240° p=78,0°
0,207912

(by- ¢p) = 0,002526 = cos 90,14°. Ein Ausgleich ertibrigt sich auch hier.

0,180020
ag = [eox b = | —0,125536 | ¢ =124,9° p=12,7°
V,975616

Um die ZA zu erhalten, wird gebildet:
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Ayt ag by £ b4 Co £ Cp
0,579593" —0,747510 —1,490403
. Addition: 0,206787 —1,5638754 0,887557
1,829958 —-0,411776 0,598643
—0,219553 0,845870 —0,3405621
Subtraktion: —0,457859 - 0,338056 —-0,695119
0,121274 0,272264 0,182819

Nach Normierung erhélt man, wobei die Bezeichnung der Vektoren inner-
halb der beiden Tripel willkiirlich ist:

0,300205 —0,424825 —0,812184
0,107107 | = 3;, ~—0,874505 | = 3, 0,483667 | = 34,

0,947842 0,234021 0,326226

p = 70,4° ¢ = 205,9° @ = 300,8°

p = 18,6° p = 176,5° p = T71,0°

[ —0,420552 " 0,889697 ' —0,428145
—0,877025 | = 3,, —0,355572 | = 3, ~0,873988 | = 35

0,232299 0,286371 0,229862

@ = 205,6° @ = 111,8° ¢ = 206,1°

p = 76,6° p = 734° p = 7T6,7°

Von den 6 resultierenden Einheitsvektoren stimmen deren 3 nahe iiberein.
Sie entsprechen gemiss der oben eingefiihrten Bezeichnungsweise 3, ., 32, 33,
Thr arithmetisches Mittel ergibt die gesuchte ZA 3,:

P —0,424507
30 = @—3’;@—@2 = -0,875173 | ¢ =2059° p=76,6°
0,232061

Vor Bestimmung der ZA nach der zweiten Methode, als Normale zur ZE,
vergewissert man sich, ob 3, , 35, , 3, tatsachlich komplanar sind. Aus dem Spat-
produkt V = [34 3s,36,] = 0,001742 folgt, dass diese Bedingung mit geniigen-
der Anndherung erfullt ist.

Fiir die beiden Differenzvektoren erhilt man:

—1,112389 ' 0,589492

W = B, — b5, = 0,376560 D = 35, — 35, = | —0,462679

—0,621616 —0,661471

und weiter:
-0,536692 ' —0,425803 .
. @ = 206,0
5=[uxvo] ={ -1,102251 | normiert: 3, ={ —0,874508 — 76.8°
0,292700 05232223 = )



Auswertung von U-Tischoperationen durch elementare Vektormethoden 23
b) Die kristallographische Identifizierung der Zwillingselemente

Die Identifizierung der ZA, d.h. die Bestimmung des Zwillingsgesetzes, er-
folgt bei der Plagioklasbestimmung durch Vergleich mit den bekannten, dies-
beziiglichen Stereogrammen, z.B. BURrRrI, PARKER, WENK (1967), Tafeln IX
und X, welche die Migration der ZA (welche ihrerseits Kante, Flichennormale
oder Kantennormale sein kann), bezogen auf ein rechtwinkliges System
X' =q4, Y = ¢y, Z' = by, in Abhingigkeit vom An-Gehalt zeigen. Der bis jetzt
auf das willkiirliche, einzig durch die zufillige Orientierung des Priaparates
bedingte System-XYZ-bezogene Vektor 3, muss somit auf das neue System
X'Y'Z’ bezogen werden. Seine Komponenten in diesem sind die skalaren Pro-
dukte mit den neuen Achsen:

(a9 30) A
o= (o3 | =|nr (14)
(Bo" 30) v

und die Projektion des Vektors lidsst sich auf Grund der drei Richtungswinkel
arccos A, u,v durch Kleinkreiskoordinaten (FEpOROW-Winkel) in ein Stereo-
gramm einzeichnen und mit den erwihnten Vorlagen vergleichen.

Hierbei tritt jedoch eine jedem U-Tischpraktiker hinlinglich bekannte

Schwierigkeit auf. Da es fiir beliebig orientierte Priaparate im allgemeinen nicht

~ moglich ist, fiir die in der oberen Halbkugel ausstechenden Hauptschwingungs-
richtungen das Vorzeichen festzulegen, ldsst sich auch nicht entscheiden, wel-
cher der beiden supplementéren Winkel zwischen ZA und Hauptschwingungs-
richtung in Betracht zu ziehen ist. Man hilft sich bekanntlich derart, dass nur
der spitze Winkel beriicksichtigt wird, d.h. dass man sich vorerst auf den
I. Quadranten beschrinkt. Ergibt der Vergleich mit den Unterlagen hierfiir kein
sinnvolles Resultat, so priift man durch sukzessives Umklappen des (auf trans-
parentem Papier entworfenen) Stereogramms um die X- und die Y-Achse, ob
die gesuchte Koinzidenz mit dem Vergleichsstereogramm fiir einen andern
Quadranten realisiert ist. Eine andere Moglichkeit besteht darin, dass man die
ZA auf Grund der Kleinkreiskoordinaten zum vorneherein in alle vier Qua-
dranten einzeichnet, womit sich das Umklappen eriibrigt.

Auf das eben behandelte Beispiel des Bytownit-Zwillings aus Andesit des
Borzsony-Gebirges angewandt, erhilt man als Koordinaten der ZA im neuen
System X'Y'Z’:

—0,262361\ arccosA = 105,2° 0,259690\ arccosA = 74,9°
3A, = 0,396399 | arccosu = 66,6° 38, = | —0,398938 | arccosu = 113,5°
0,879127/ arccosv = 28,5° . 0,879797/ arccosy = 284°

Ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens, nur den spitzen Winkel in Betracht
gezogen, folgt als Mittelwert fiir die beiden Individuen A und B:
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0,261026\ arccosA = 74,9° = Fy
30 =| 0,397669 | arccosp = 66,6° =Fy
0,879462/ arccosv = 28,4° = F,

was nach BUrRrI, PARKER, WENK (1967), Tafel X, auf einen Zwilling nach dem
Roc-Tourné-Gesetz (Albit-Karlsbad-Komplexgesetz) von HT-Bytownit von
Ang, ca. fiihrt.

Das gleiche Resultat kann auch durch eine Koordinaten-Transformation
erhalten werden, wobei die ZA aus dem alten System XYZ in das neue mit
X' =qay, Y =¢y, Z" =0, zu transformieren ist. Die Transformationsmatrizen
entsprechen den weiter oben gegebenen Komponenten der Vektoren qay, ¢y, by
in bezug auf das System XYZ:

0,399573 0,096219 0,049180
Ty =1 0,332323 —0,915462 —0,938405
0,854342 0,390731 0,342020
—0,262203 arccosA = 105,2°
s =1 0,395085 arccosp = 66,7°
0,879772 arccosy = 28.4°
0,180020 —0,574941 —0,796690
Tg =| —0,125536 0,791338 —0,600349
0,975616 0,207912 0,069756
0,259848 arccosA = 74,9°
305 = | —0,400248 arccosu = 113,6°
0,879127 arccosy = 28,4°

Eine weitere Methode zur Identifizierung der ZA ergibt sich aus der rech-
nerischen Auswertung der bekannten Methode der Transformation der Pro-
jektionsebene durch Drehung der Lagenkugel um eine in der Ebene XY liegende
Achse. Sie wird in Abschnitt 11 ndher behandelt.

7. DIE KONSTRUKTION DER ZWILLINGSOPTIK ZENTROSYMMETRISCHER
KRISTALLE FUR BELIEBIGE GESETZE

Gelegentlich stellt sich das Problem, zu einem gegebenen Kristall, dessen
optische Orientierung mit Hilfe des U-Tisches ermittelt wurde, diejenige eines
nach einem bestimmten Gesetz damit verzwillingten Individuums zu finden
oder, zum mindesten, die Lage bestimmter korrespondierender Richtungen im
Zwillingsindividuum anzugeben. In stereographischer Projektion ldsst sich die-
ses Problem durch eine Drehung von 180° um die ZA oder durch eine Spie-
gelung an der ZE konstruktiv leicht 16sen. Es sei in dieser Hinsicht nur an die
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klassischen Untersuchungen von MIcHEL-LEVY iiber die Zwillingsoptik der
Plagioklase erinnert. Bei der vektoriellen Behandlung des Problems tritt inso-
fern eine gewisse Schwierigkeit auf, als sich die bekannten KvuLERrschen Aus-
driicke fiir eine Drehung um eine beliebig im Raume orientierte Achse sich
zwar vektoriell auf sehr elegante Weise formulieren lassen, dass fiir sie jedoch
gerade der hier einzig interessierende Drehwinkel von 180° ausgeschlossen
bleibt. Falls man sich jedoch auch hier wieder auf den Fall zentrosymmetrischer
Kristalle beschrankt, ldsst sich die Aufgabe sehr wohl durch Spiegelung an der
ZE 16sen. Ist v ein beliebiger Vektor, welcher an einer durch den Ursprung O
verlaufenden Ebene E, welche ihrerseits durch ihren Normalvektor (Ein-
heitsvektor) e, definiert ist, gespiegelt wird, so ergibt sich der gespiegelte
Vektor pg zu ‘
b =1b—2e,(D-ey). (15)

Ist v = v, ein Einheitsvektor, so resultiert auch v’ als solcher. Die Ableitung
von (15) findet sich im Anhang, ein explizites Beispiel bei Burri (1950, 277).

8. DIE BESTIMMUNG DER AUSLOSCHUNGSSCHIEFE MONOKLINER AUGITE
UND HORNBLENDEN AUF (010) AN HAND VON SCHNITTEN ALLGEMEINER
LAGE

Die schon frither von Burrr (1931; sieche auch Harr, 1941) gegebene Me-
thode zur Bestimmung der Ausloschungsschiefe monokliner Augite und Horn-
blenden auf (010) an Hand von beliebig orientierten Schnitten eignet sich sehr
gut zur vektoriellen Auswertung. Sie basiert darauf, dass durch Einmessen der
prismatischen Spaltbarkeit nach (110) bzw. (110) und der Hauptschwin-
gungsrichtung [ng], welche ihrerseits auf (010) normal steht, die Zonenachse
[001] = ¢ bestimmt wird, womit sich der Ausléschungswinkel c/n, bzaw. c¢/n,
bei gewissen Typen, ergibt.

Ist %o der Normalvektor der Spaltbarkeit, welcher nach (8) erhalten wird,
und by und ¢, die den Hauptschwingungsrichtungen [ng] und [n, ] entsprechen-
den Vektoren, sowie (c,[n,]) = o der gesuchte Ausléschungswinkel, so ist der
Vektor der c-Achse gegeben durch das Vektorprodukt [§,%b,] und die ge-
suchte Ausloschungsschiefe folgt aus:

o V[)
coscz([%oxbo]-co)=1[§+f&%%=G;=ho- (16)

Der cos der Ausléschungsschiefe o ist somit gleich dem Volumen eines durch
die drei Kinheitsvektoren %, b, und ¢, aufgespannten Spates, dividiert durch
seine Grundfliche, d.h. gleich dessen Hohe h,. Der Ausloschungswinkel selbst
ist gleich der Schiefe dieses Spates in bezug auf die auf dessen durch b, und &,
aufgespannten Grundfliche errichteten Normale, welche der kristallographi-
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schen c-Achse [001] entspricht. Die Reihenfolge der Vektoren ist immer so zu
wiahlen, dass sie einem Rechtssystem entsprechen, da sonst V, negativ heraus-
kommt. Innerhalb dieser Reihenfolge sind sie jedoch zyklisch vertauschbar

(Fig. 6).

y [£x4]+[oo

o~
-

Y =~

Fig. 6. Zur Berechnung der Ausléschungsschiefe o auf (010) fur monokline Augite und Hornblen-
den an Hand beliebiger Schnitte.

Ist auch die zweite Spaltfliche einmessbar, so wird die Bestimmung auf
Grund beider vorgenommen und das Mittel gebildet.

Von T. NemoTo (1938) wurde vorgeschlagen, an nach (100) verzwillingten
Augiten und Hornblenden den Winkel ([ny],[n;]) = 20 zu messen. Stehen
derartige Zwillinge zur Verfiigung, so ergibt sich der Ausloschungswinkel o
aus dem skalaren Produkt (cy-¢g) = cos 2.

Beispiel :

Ausléschungswinkel von Augit aus Biotit-fithrendem Hornblende-Pyroxen-
andesit vom Cabo de Gata (Provinz Almeria, Spanien).
Es wurde gemessen:

[+
= 324’50 } 1 [n,].  Nach Tabelle I: Quadrant I (+X, +Y)
% = —28,5 A4 = 304,5° —270° = 34,5°
'0,724256
Nach (1) wird: ap = | 0,497768 | ¢ = 55,6° p =615
0,477159
oy = 23770 o] [} ]
oy = +19,0° } 1 [n,} Quadrant IV (+X, —Y), 4 = 90°—-23,7° = 66,3
0,380049
o=\ —0,865776 | ¢ =156,3° p="171,0°

0,325568
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Kontrolle hinsichtlich Orthogonalitét: (a,c,) = — 0,000355 = cos 90,02°.
Spaltbarkeit F':

— o
oty 252’20 Quadrant: IV (+ X, = Y), 4 = 270° — 256,6° = 13,4°
%y = — 0,
0,966329
%0 = —0,230212 @ = 103’40 p= 83,40
0,114937

Die dritte (nicht einmessbare) Hauptschwingungsrichtung [ng], zugleich
Normale auf (010), berechnet sich zu:

—0,575170
by = [eox ] = 0054451 ) o =2754° p = 353°
0,816220
Nach (16) ist coso = h, = ?0’ wobei
0
0,380049 —0,865776 0,325568
V, = [oFobo] =| 0,966329 —0,230212 0,114937| = 0,640324,

—0,575170 0,054451 0,816220
Gy = |[bo><8‘o]| = sin (by, F,), da ‘[’0] = ‘%0] =1.

Aus (by-Fo) = —0,474525 = cose folgt € =118,3° und G, = sin118,3° =
0,880242 .
V, 0,640324

S R e~ 727440 _ o'
Gy 0,880242 0, , woraus o = 43,3

COS o =

9. DIE BESTIMMUNG DER AUSLOSCHUNGSSCHIEFEN FUR BELIEBIGE FLA-
CHENLAGEN UND BEZUGSRICHTUNGEN BEI BEKANNTER ACHSENLAGE
(AUSWERTUNG DER FRESNELSCHEN KONSTRUKTION)

Nach dem Theorem von FRESNEL sind die Schwingungsebenen der beiden
Wellen, welche sich in einem optisch-zweiachsigen Kristall in einer Wellen-
normalenrichtung W fortpflanzen, die Halbierungsebenen der rdumlichen Win-
kel, welche zwei Ebenen E, , miteinander einschliessen, welche ihrerseits durch
W und die beiden optischen Achsen A und B bestimmt sind. Da die Schwin-
gungsrichtungen S, , der beiden Wellen normal zu W stehen und W bei der
hier vorausgesetzten normalen Inzidenz mit der Normalen auf die betrachtete
Kristallfliche F zusammenfillt, entsprechen sie auch den Winkelhalbierenden
der Normalen r, , auf K, ,. Die Bezugsrichtung, auf welche der Ausléschungs-
winkel ¢ bezogen wird, ist gleich der Spur R einer Bezugsfliche E auf der
betrachteten Kristallfliche (Praparatenfliche) F, somit gleich der Schnitt-
geraden F/E, und der gesuchte Ausléschungswinkel o = (S, R).
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Hinsichtlich des Charakters der Schwingungsrichtungen S, , gilt die Regel,
dass [n;’] im gleichen rdumlichen Winkel der Ebenen E, , liegt wie [n, ] und [ng]
in demjenigen, in welchem auch [n,] liegt.

Der Satz von FrESNEL eignet sich sehr gut zur vektoriellen Formulierung
(Bureri, 1950, 1975a, 1975b). Die beiden Normalen r, , auf E, , erhdlt man als
Vektorprodukte

1= [AXF] = [BXF]
und die Schwingungsrichtungen als
@1,2 = rlo i ‘Czo.

Da die beiden Schwingungsrichtungen normal zueinander stehen, braucht
nur die eine betrachtet zu werden, so dass der Index wegfillt. I'tir die Bezugs-
richtung R gilt, dass

R =[FxE]

und fiir den Ausldschungswinkel, dass

(R-S) ([%OXGO]'@O_) & C50@0] _V,

COS o = =y = . B

[%-[e] B T exCl G

= h,, (17)

d. h. auch hier ist der cos des Ausloschungswinkels o gleich dem Volumen V,
eines von drei Vektoren aufgespannten Spates, dividiert durch dessen Grund-
fliche Gy, d.h. gleich dessen Hohe h,. Die drei Vektoren sind auch hier die
Schwingungsrichtung &;, der Normalvektor %, zur betrachteten Fliche F und
derjenige &, zur Fliche E, deren Schnittgerade R mit F die Bezugsrichtung fur
den Ausloschungswinkel ergibt. Der Winkel ¢ ist auch hier zugleich gleich der
Schiefe des Spates in bezug auf die durch &, und €, bestimmte Grundfliche
errichtete Normale. In bezug auf die Reihenfolge der drei Vektoren gilt auch
hier das bereits im vorhergehenden Abschnitt Gesagte.

Fur explizite Beispiele sei auf die schon erwdhnten fritheren Mitteilungen
(Burri, 1950, 1975a, 1975b) verwiesen.

10. DIE BESTIMMUNG CHARAKTERISTISCHER WINKEL (KOHLER-,
FEDOROW- UND EULER-WINKEL)

Fir die Plagioklasbestimmung und alle mit der optischen Orientierung der
Plagioklase im Zusammenhang stehenden Probleme spielen eine Reihe von
Winkeln eine Rolle, welche leicht erhiltlich sind, sobald die Hauptschwingungs-
richtungen als Vektoren formuliert vorliegen. Es handelt sich vor allem um die

-sogenannten KonLer-Winkel, Feporow-Winkel und EvLEr-Winkel.
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a) Die Kéhler-Winkel

Bei den allgemein nach KOBLER benannten Winkein (KOHLER, 1942a,
1942b) handelt es sich um die Winkel, welche korrespondierende Richtungen
in Plagioklaszwillingen, vor allem in solchen nach den Gesetzen Albit, Karls-
bad und Roc Tourné, miteinander bilden. Da derartige Richtungen immer zwei
supplementire Winkel einschliessen, betrachtet man, um Zweideutigkeit zu
vermeiden, konventionellerweise ausschliesslich den iiber die ZA gemessenen
Winkel. Als korrespondierende Richtungen kommen vor allem die drei Haupt-
schwingungsrichtungen [n,], [ng], [n,] in Betracht, seltener die optischen Ach-
sen A und B. Die KOaLER-Winkel sind fiir bestimmte Zwecke der Plagioklas-
bestimmung sehr brauchbar, u. a. fiir die Unterscheidung von TT- und HT-
Formen. Entsprechende Diagramme auf Grund neuerer Daten wurden durch
Burri, PARKER, WENK (1967), Tafeln XII1-XV, gegeben.

Wie durch Burrr (1968, 1974), im Anschluss an TeErTSCH (1944), gezeigt
wurde, lassen sich die KonLer-Winkel vorteilhaft zur Bestimmung der opti-
schen Orientierung der Plagioklase verwenden, ohne dass dazu weitere mor-
phologische Daten wie Spalt- oder Verwachsungsfiichen benétigt werden, was
bei Abwesenheit oder schlechter Ausbildung derselben von Bedeutung ist. Be-
dingung fiir die Anwendbarkeit der Methode ist allerdings das Vorhandensein
von Zwillingen nach mindestens zwei der drei Gesetze Albit, Karlsbad und
Roc Tourné. Liegen die Hauptschwingungsrichtungen in vektorieller Formu-
lierung vor, so ergeben sich die KOHLER-Winkel ohne weiteres aus den entspre-
chenden skalaren Produkten.

b) Die Fedorow-Winkel

Die Feporow-Winkel wurden schon von FeEporow, NIKITIN, aber auch von
Durarc und spéiteren Autoren vielfach angewandt. Sie entsprechen Kleinkreis-
koordinaten im System XYZ, wobei X, Y, Z in dieser Reihenfolge den ZA der
Gesetze Roc Tourné, Albit und Karlsbad entsprechen. Dieses System ist inso-
fern von Bedeutung, als es fir die an und fiir sich triklinen Plagioklase ein
kristallographisch definiertes rechtwinkliges Bezugssystem darstelit, welches
zwar nicht fiir die Indizierung von Flidchenlagen, wohl aber fiir die Beschrei-
bung der optischen Orientierung und damit zusammenhéngende Probleme von
ausschlaggebender praktischer Bedeutung ist. Es wurde mit grossem Erfolg
bereits von alteren Autoren wie FEporROowW, MIcHEL-LEvVY und BECKE in ihren
klassisch gewordenen Arbeiten verwendet.

Die Feporow-Winkel sind zugleich auch die Richtungswinkel des Einheits-
vektors einer bestimmten Richtung R bzw. des Ortsvektors eines bestimmten
Poles R der Einheitskugel. Dieser ist somit gegeben durch
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cos Fy
Ny = cosFy
cos I,

Die Feporow-Winkel entsprechen den halben KouLER-Winkeln und kénnen
auf diese Weise durch U-Tischmessungen erhalten werden. Sie sind auch inso-
fern von praktischer Bedeutung, als sie gestatten, durch Ziehen der entspre-
chenden Kleinkreise im Stereogramm XYZ den einer bestimmten Richtung R
entsprechenden Pol einzutragen.

¢) Die Euler-Winkel

Die optische Orientierung der Plagioklase kann durch die gegenseitige Lage
zweier rechtwinkliger Achsensysteme mit gemeinsamem Ursprung definiert
werden, einem kristallographisch-morphologischen und einem optischen. Als
ersteres beniitzt man mit Vorteil das im vorigen Abschnitt erwidhnte System
XYZ mit den ZA der Gesetze Roc Tourné, Albit und Karlsbad als X-, Y- und
Z-Achse, wihrend diejenigen des optischen Systems durch die drei Hauptschwin-
gungsrichtungen gegeben sind. Zur nidheren Definition der gegenseitigen Lage
der beiden Systeme sind die aus der analytischen Geometrie und Mechanik
bekannten EvLER-Winkel sehr geeignet (BURRI, 1956; PARKER, 1961; BURRI,
Parxer, WENK, 1967). Sie lassen sich mit Vorteil vektoriell berechnen, wofiir
auf eine neuere, zusammenfassende Darstellung verwiesen sei (BUurri, 1972).

11. TRANSFORMATION DER PROJEKTIONSEBENE DURCH DREHUNG
DER LAGENKUGEL

U-Tischuntersuchungen erfolgen im allgemeinen an willkiirlich orientierten
Praparaten, es sei denn, dass vorsitzlich mit Spaltblittchen oder Praparaten
spezieller Orientierung gearbeitet wird, wie sie sich z. B. mit dem Wi LFINGschen
Schleifapparat oder dhnlichen Vorrichtungen herstellen lassen. Es besteht daher
vielfach das Bediirfnis, das erhaltene Messstereogramm mit seiner willkiirlichen,
der Praparatenebene entsprechenden Projektionsebene auf eine solche spezieller
Lage umzutransformieren. Diese kann kristallographisch oder optisch definiert
sein, Diese Aufgabe stellt sich vor allem bei der Plagioklasbestimmung, bei
welcher die Resultate der Messung durch Vergleich mit speziell hierfiir ent-
worfenen Stereogrammen, welche die optische Orientierung in Abhéingigkeit
vom An-Gehalt darstellen, interpretiert werden. Derartige Diagramme sind seit
Feporow von einer Reihe von Autoren nach dem jeweiligen Stande der Kennt-
nisse veroffentlicht worden, zuletzt durch Burri, PARkER, WENK (1967), Tafeln
V-X. Diese Diagramme sind nach zwei Gesichtspunkten entworfen. Entweder
zeigen sie die Migration morphologischer Richtungen, wie Flichennormalen,
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Kanten und Kantennormalen in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system X = q,, Y = ¢y, Z = b, oder diejenige optischer Richtungen, wie Haupt-
schwingungsrichtungen und optische Achsen, in bezug auf ein kristallogra-
phisch-morphologisches System mit den Achsen X = | [001]/(010) (ZA des
Roe-Tourné-Gesetzes), Y = | (010) (ZA des Albit-Gesetzes) und Z = [001] (ZA
des Karlsbad-Gesetzes), wobei Darstellungen mit den Projektionsebenen
_1.[001}, (010), (001), | [010], { [100] u.a. iiblich sind. Im Laufe der Plagioklas-
bestimmung stellt sich somit die Aufgabe, die jeweiligen Messstereogramme
durch geeignete geometrische Operationen derart zu transformieren, dass sie
mit einem der genannten Stereogramme verglichen werden kénnen, wodurch
eine Bestimmung des An-Gehaltes sowie des Zwillingsgesetzes ermdglicht wird.

Die Aufgabe wird im allgemeinen graphisch-konstruktiv, durch Drehung der
Lagenkugel um eine bestimmte Richtung als Drehachse geldst, wie wohl zuerst
durch REINHARD (1924, 1931) vorgeschlagen wurde. Hierzu wird der Pol der
neuen Projektionsebene auf den Aquator des WuLFrschen Netzes gebracht und
die ganze Lagenkugel mit den interessierenden Polen um den auf dem Aguator
ablesbaren Winkel zwischen dem Pol der neuen Projektionsebene und dem
Zentrum der Projektion, d.h. dem Pol der alten Projektionsebene, gedreht, wo-
bei sich die einzelnen Pole auf Kleinkreisen bewegen. Falls wiinschenswert, lisst
sich diese Operation auch rechnerisch auswerten, wie im folgenden gezeigt
werden soll.

Von grundlegender Bedeutung sind hierbei die klassischen Euvrerschen For-
meln fir die Drehung eines starren Korpers um eine beliebig im Raume ge-
lagerte Achse D um einen vorgegebenen Winkel . Ist die Lage der Achse D
in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem XYZ durch ihre Rich-

A
tungscosinus A, u, v definiert, so dass D, = p,), und ist p = |y | der Orts-
z

X

14
vektor eines Punktes P des betrachteten starren Korpers in seiner Ausgangs-
X’
lage, sowie p’ = | v’ | derselbe Vektor in seiner nach einer Drehung des Korpers
Zf
um die Achse D um einen Drehwinkel 7 erreichten Endlage, so lauten die
EvLerschen Formeln:
X' =xcosT+{(puz—vy)sint+AAx+py +vz) (1l —cosT),

vy =yeos7+ (vx—Az)sint+u(Ax+uy+vz)(l—cost), (18)
z' =zcosT+(Ay—pux)sint+v Ay +py+vz) (1 —cos7).

Fir die Ableitung der Formeln sei auf den Anhang verwiesen.

Der Drehwinkel = wird positiv gerechnet, wenn die Drehung fiir einen in
einem Punkt des positiven Astes der Drehachse situierten und gegen den Ur-

sprung O blickenden Beobachter im Gegenuhrzeigersinn erfolgt. Die Ausdriicke
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vereinfachen sich bedeutend fiir bestimmte spezielle Lagen der Drehachse. Fiir
die Drehungen um die drei Koordinatenachsen erhilt man zum Beispiel:

a) Drehungen um X = [100], wobei u =v = 0 und A =1 ist:
X =X,
vy =ycosT—zsinr7,

z' =zcosT+ysinT.

b) Drehungen um Y = [010], wobei A =v =0 und g = 1 ist:
x' =xcosT+zsinT,

Yy =y, (18a)

7z =z cosT—XxsinT.

c¢) Drehungen um Z = [001], wobei A = u = 0 und v = 1 ist:
x' = xcosT—ysinrT,
vy =ycosT+XxsinT,

z =z,

Wichtiger als die Drehungen um die X-, Y- oder Z-Achse sind jedoch solche
um Achsen, welche in der Projektionsebene XY (v = 0) gelegen sind. Sie ermég-
lichen es, Stereogramme mit willkiirlicher, priaparatenbedingter Projektions-
ebene durch eine Drehung der Lagenkugel auf solche mit Projektionsebenen
spezieller Lage zu transformieren. Als solche kommen vor allem (010), (001),
1 krist.a, 1 [001] oder | [ng] in Betracht, damit die Messergebnisse mit den
auf diese Projektionsebenen bezogenen Vergleichsstereogrammen (z. B. Burri,
ParkEr, WENK, 1967, Tafeln V-X) verglichen werden kénnen.

Beispiel:

Als Beispiel soll wiederum der schon frither betrachtete Bytownit-Zwilling
aus einem Andesit des Borzsony-Gebirges herangezogen werden (Fig. 7), fiir
welchen auf Grund der Lage der ZA als Zwillingsgesetz Roc Tourné und als
Zusammensetzung ca. Ang, HT gefunden wurde. Im folgenden soll die Bestim-
mung von Zwillingsgesetz und Zusammensetzung an Hand der Verwachsungs-
fliche vorgenommen werden. Fiir diese wurde gemessen:

0,898633
oy = 250°) Quadrant IV (+ X, —-Y), ’ . )
(x: e 170}A — 2700_2500 = 200 %0 = —05327075 P = 110)0 p= 73,()
0,292372

Die Koordinaten von F in bezug auf das System X' =q,, Y =¢,, Z’' =9,
ergeben sich aus den entsprechenden skalaren Produkten:
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Individuum A | Projektion ouf
----- individuum B | Prdparatenebene

desql. nach Transformation
==~ quf VE= (O_IO)

+X

Fig. 7. Bytownit-Einsprengling aus Andesit des Borzsdny-Gebirges (Ungarn), gleiches Beispiel
wie Fig. 5. Bestimmung des An-Gehaltes auf Grund des Zwillingsgesetzes (Roc Tourné), nach
Transformation der Projektion auf die VE = (010) durch Drehung der Lagenkugel.

Individuum A Individuum B
(ag-Fo) = 0,500160 =  cos 60° (a)-Fo) = 0,488074 = cos60,8°
(Cy-Fo) = —0,739897 = —cos42,3° (ch-Fo) = —0,714701 = — cos 44,4°
(by-Fo) = 0.451121 = cos63,2° (6-Fo) = 0,499178 = cos 60,1°

1m Mittel ergibt sich daraus, ohne Beriicksichtigung der Vorzeichen, fiir die
Kleinkreiskoordinaten (FEporow-Winkel) des I. Quadranten :

F, = F} = 0,494117 = cos 60,4°,
F, = Fy = 0,727299 = cos 43,3°,
2 Fg = F} = 0,475150 = cos 61,6°,

Mit Hilfe von Tafel IX in Burrr, PARKER, WENK (1967) ergibt sich F = (010)
fiir ca. An,s HT, wobei der Pol im I1I. Quadranten (—X, —7Y) liegt.

Nachdem die Verwachsungsfliche als (010) identifiziert ist, soll nun durch
eine Drehung der Lagenkugel die durch die Lage des Praparates bedingte will-
kiirliche Projektionsebene des Messstereogramms auf die Ebene (010) transfor-
miert werden, damit die Messergebnisse mit dem entsprechenden Vergleichs-
stereogramm in Beziehung gesetzt werden konnen. Die Drehachse D steht so-
wohl normal zur Normalen auf die Verwachsungsebene §&, wie auch zu der-
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jenigen auf die Projektionsebene 3, =[001], so dass man fiir ihren Vektor D
erhélt:

+0,327075
D = [3eXFol =1 +0,898633
0
_ sk 0, L2020 A\ @ = 20,0° bzw. 200,0°
normiert: ¥y =| +0,939693 | =| p 5
0 ) p = 90,0

Der Drehwinkel betrédgt r = pp = —73°. Er kann auch aus (J,-3,) erhalten
werden.
Die EurLERschen Formeln (18) lauten fiir v = 0:

x' =xcost+uzsint+A (Ax+py) (1 —cosT),
y =ycost—AzsinT+u (Ax+puy)(l—cos7), (18h)
z2'=7cosT+ (Ay —pX)sinr.

Durch ihre Anwendung auf die beiden Zwillingsindividuen erhdlt man als
neue Koordinaten:

Individuum A:

N

—0,542262 —0,502319 " 0,672675
a¥ =| 0,675122 b =| —0,737676 ¢k =| —0,007853
0,500160 0,451121 0,739896

@ = 321,2° p = 60,0° p = 214,2° p = 63,2° ¢ = 90,7° p = 43,2°

Individuum B:

—0,837737 0,498098 0,222554
oy = 0,244897 b’ =10,709028 &5 = 0,663080)
0,488075 0,499178 0,714700,

@ =286,3°p=60,8° =351°p=601°  ¢=1615p=444°

Das auf Grund dieser Werte entworfene Stereogramm mit Projektionsebene
(010) zeigt (Fig. 7), dass die Individuen A und B an einem Durchmesser ge-
spiegelt erscheinen. Dieser ist die Spur der normal zu (010) stehenden ZE. Es
sind vier Gesetze bekannt, fiir welche dies der Fall ist: Karlsbad, Roc Tourné
(Albit-Karlsbad-Komplexgesetz), Ala (Estérel) und Albit-Ala bzw. Albit-Esté-
rel-Komplexgesetz. Dabei stehen die Spuren der Zwillingsebenen fiir die beiden
erstern, wie auch fiir die letzteren, jeweils normal zueinander. Die Entscheidung
iiber das im vorliegenden Falle realisierte Zwillingsgesetz liefert ein Vergleich
mit BURRI, PARKER, WENK (1967), Tafel VIII. Bringt man eines der beiden
Individuen zur Deckung mit Punkten gleichen An-Gehaltes auf den Migra-
tionskurven der drei Hauptschwingungsrichtungen, so erscheint das andere an
einem Durchmesser der Projektion gespiegelt, welcher sich als ¢ = [001] identi-
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fizieren ldsst und Spur der Zwillingsebene des Roc-Tourné-Gesetzes ist. Es st
somit dieses Gesetz realisiert. Der An-Gehalt ergibt sich zu An,gca. HT, in
Ubereinstimmung mit dem auf Grund der ZA weiter oben erhaltenen Resultat.
Es besteht auch gute Ubereinstimmung mit dem sich aus dem Achsenwinkel
ergebenden Wert. Im Mittel ist 2V, = 72,5°, entsprechend An,, HT).

HI. Anhang

1. ABLEITUNG DES AUSDRUCKES FUR DIE SPIEGELUNG AN EINER
DURCH DEN URSPRUNG VERLAUFENDEN EBENE

E (Fig. 8) sei eine durch den Ursprung O verlaufende Ebene, deren spezielle
Lage durch ihren Normalvektor e, definiert sei. v sei der Ortsvektor eines
Punktes P, der nicht in E liegt. Gesucht wird der Ortsvektor v’ eines Punktes
P’, welcher in bezug auf E spiegelbildlich zu P liegt.

Im Vektordreieck OPP” ist b — v’ = P'P baw.

p =1p—PP. (a)

Ferner ist |P'P| = 2|QP|, und als Projektion von p auf die Richtung des
Einheitsvektors e, ist QP = (b-¢,). Der Absolutbetrag des Vektors P'P ist da-

Fig. 8. Zur Ableitung des Ausdruckes fiir die Spiegelung eines Poles I an einer durch den Ursprung
' O verlaufenden Ebene E.

4) Die XY -Achsen des Sterecogramms Fig. 7 fallen nicht mit denjenigen von Tafel VI1I
zusammen, wenn dies fir die Symmetrieachse des Stereogramms bzw. Spur der ZE der
Fall ist. Der Grund liegt darin, dass die Untersuchung an einem willkiirlich orientierten
Préparat unternommen wurde und dass das hierbei beniitzte Koordinatensystem, eben-
falls willkiirlich, parallel den entsprechenden Achsen des U-Tisches gewiihlt wurde, wiih-
rend Tafel VIII aus der konventionellen Aufstellung der Plagioklase, gerniiss Tafel V,
abgeleitet wurde.
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her {P'P| = 2(v-ey), und fir den Vektor in Richtung von e, folgt PP =
2e,(0-¢p). In (a) eingesetzt, wird

b =b—2ey(b-e,). (15)

2. ABLEITUNG DER EULERSCHEN FORMELN FUR DIE DREHUNG EINES
STARREN KORPERS UM EINE BELIEBIG GELAGERTE ACHSE

Ein starrer Korper werde um eine beliebig im Raume gelagerte Achse D um
einen Winkel 7 gedreht. Die Achse sei durch den Vektor ® gegeben. der Dreh-
winkel werde positiv gerechnet, wenn die Drehung fiir einen in einem Punkte
der Achse situierten und gegen den Ursprung O blickenden Beobachter im
Gegenuhrzeigersinn erfolgt. Ein beliebiger Punkt P des Korpers (Fig. 9) be-
schreibt bei der Drehung einen Kreis vom Radius r, dessen Ebene normal zu
D steht. Der Vektor MP = t wird bei der Drehung um den Winkel PMP! = 7
in den Vektor MP’ = 1’ iibergefiihrt. Sind v und v’ die Ortsvektoren von P
und P’, so ist OM gleich der Projektion von v auf ®, also:

OM =D(D-v),
MP =t =9p-D(Dv), (b)
MP =t =9 —®D(D-v) ()

G

und, wenn der Drehwinkel PMP” = #/2 ist,
MP” = t" = [® xb]. (d)
Zerlegt man den Vektor MP’ = t’ in Komponenten nach r und t”, so wird

¥ =rcosT+r"sinT = recosT+ (D X v]sinT

Fig. 9. Zur Ableitung der Evrerschen Formeln fiir die Drehung eines starren Korpers um eine
beliebig gelagerte Achse D.
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oder, unter Beriicksichtigung von (¢) und (b):
DD 0)={0—D(D-v)}cost+[DXp]sinT,
' =D(Dv)+vcosT—D(D-v)cosT+[DXvlsinT,
0 =pcosT+[DXv]sinT+D(D-v) (1l —cos7).
Tiihrt man ein rechtwinkliges Bezugssystem XYZ mit Ursprung in O ein

und schreibt man die auftretenden Vektoren darauf bezogen in Komponenten-
form:

£ 4 x’ ‘A ' HZ—VY
p=\|y o=y D={pn [Dxv]l=|vx—Az]|=1"
zZ 7 v AY —px,

so erhilt man die aus der Mechanik starrer Korper wohlbekannten EvLERschen
Formeln ebenfalls in dieser Schreibweise als:

’

x' =xcosT+(pz—vy)sint+A(Ax+py +vz)(l —cosT),

’

v =yeost+(px—Az)sinTt+u(Ax+py+vz)(l —cos7), (18)

!

7z =7 cost+ Ay —px)sint+v Ax+py+vz)(l—cosT).

Drehungen um den Winkel = =7 werden durch diese Ausdriicke nicht er-
fasst. Sie kénnen jedoch als Geradenspiegelung an D bzw, falls ein Symmetrie-
zentrum vorhanden, als Spiegelung an der Ebene | D behandelt werden.
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