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Zur Definition und Berechnung der optischen Orientierung
von Plagioklasen

Von Conrad Burri (Zirich)*)

Mit 8 Figuren im Text

Zusammenfassung

Das Problem der Definition der optischen Orientierung der Plagioklase wird unter
besonderer Beriicksichtigung seiner Losung mit Hilfe der Euler-Winkel diskutiert. Ein
vollstéindiges Schema zu deren Berechnung durch elementare Vektormethoden, welches
auch die optischen Achsen bericksichtigt, wird gegeben. Die Methode wird am Beispiel
des HT-Labradorites von Khuchiré (Iran) illustriert, fir welchen die optische Orientie-
rung bereits frither trigonometrisch berechnet wurde (diese Mitt. 48, 1968, 782-801). Es
ergibt sich somit eine Vergleichsmoglichkeit der beiden Methoden.

English Summary

The problem of the Optical Orientation of the plagioclases is discussed, particular
emphasis being laid on its solution by the method of the Eulerian Angles. A complete
scheme for their calculation by elementary vector methods is given, which also includes
the comnsideration of the optical axes. As an example the HT-labradorite of Khuchiré
(1ran) is dealt with, the optical orientation of which has already been worked out by the
usual trigonometrical methods. (This Bulletin 48, 1968, 781-801.) The reader is thus
enabled to compare the two different methods of solving the problem.
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498 C. Burri
I. EINLEITUNG

Unter der optischen Orientierung einer Kristallart versteht man definitions-
gemiiss die rdumliche Lage ihrer optischen Indikatrix in bezug auf das mor-
phologische Kristallgebdude. Dieses kann (L. WEBER, 1926) entweder durch
das Flichennormalenbiindel ¥ oder durch das Zonenbiindel 3 dargestellt wer-
den, wobei in beiden Fillen drei geeignete, nicht komplanare Richtungen als
Achsen eines rdumlichen Koordinatensystems zu wahlen sind. Die beiden
Systeme sind reziprok zu einander. Fiir welches man sich in einem bestimmten
Falle entscheidet, hingt von den besonderen Gegebenheiten bzw. von der
Problemstellung ab. In der klassischen, phdnomenologischen Kristallographie
iiberwiegt bekanntlich seit langem eine Betrachtungsweise, welche sich ein-
seitig und sozusagen ausschliesslich auf das Zonenbiindel 8 stiitzt, obwohl sich
fur eine Reihe von Problemen unter Beniitzung des Flichennormalenbiindels
einfachere und elegantere Losungen ergdben. Diese Situation ist historisch
bedingt und ist eine Folge des iiberragenden Einflusses, welcher CHRISTIAN
SamuerL WErss (1780-1856) auf die Entwicklung der Kristallographie ausiibte,
Erst die Strukturforschung stellte durch Einfithrung des reziproken Gitters
(Ewarp, 1921) wiederum ein gewisses GGleichgewicht fiir die kristallographische
Betrachtungsweise her.

Bei hoherer Symmetrie gelingt es die Bezugssysteme rechtwinklig zu wih-
len, wihrend sie fiir die niedriger symmetrischen monoklinen und triklinen
Kristalle notgedrungen schiefwinklig resultieren. Die Frage der optischen
Orientierung ist jedoch gerade fiir sie von besonderem Interesse, weil durch
die niedrige Symmetrie die Mdglichkeit einer Lagendispersion der Indikatrix
in Abhangigkeit von Temperatur, Wellenldnge und chemischer Zusammen-
setzung in Mischkristallrethen besteht. Dabei ist der letzterwihnte Fall von
besonderer Wichtigkeit, denn er eroffnet bei quantitativer Kenntnis der
gegenseitigen Lagebeziehungen die Méglichkeit einer Bestimmung der che-
mischen Zusammensetzung von Mischkristallen auf Grund rein optischer Unter-
suchungen. Das wichtigste Beispiel in dieser Hinsicht ist die mikroskopische
Plagioklasbestimmung in Gesteinsdiinnschliffen, wie sie ja fiir den Petro-
graphen von grundlegender Bedeutung ist. Da jedoch fiir niedrigsymmetrische
Kristalle, besonders fiir trikline, das morphologische Bezugssystem, stiitze es
sich nun auf das Zonen- oder das Flichennormalenbiindel, schiefwinklig ist,
und sich zudem dessen Parameter in Mischkristallreihen in Abhingigkeit vom
Chemismus ebenfalls dndern kénnen, wie z. B. im Falle der Plagioklase, erge-
ben sich fiir die Definition der optischen Orientierung in bezug auf das Kristall-
gebdude erhebliche Schwierigkeiten. Gliicklicherweise ergibt sich jedoch gerade
fiir die so wichtigen triklinen Plagioklase (und fiir die triklinen Feldspate tiber-
haupt) die Moglichkeit der Einfiihrung eines rechtwinkligen Bezugssystems.
Dessen Achsen entsprechen zwar, bezogen auf das konventionelle trikline
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kristallographische Achsenkreuz, z. T. irrationalen Richtungen, sie sind aber
als Zwillingsachsen dreier hiufig realisierter Zwillingsgesetze gut definiert und
experimentell als solche auch gut feststellbar. Diese Achsen sind die folgenden
(Fig. 1):

X-Achse: die Normale auf [001] in der Fliche (010), somit eine irrationale
Kantennormale, welche als Zwillingsachse des Albit-Karlsbad-Kom-
plexgesetzes (Roc-Tourné-Gesetz) bekannt ist.

Y-Achse: die Normale auf die Fliche (010), welche in bezug auf das konven-
tionelle 3-System ebenfalls irrational ist, jedoch rational in bezug
auf das F-System. Sie ist Zwillingsachse des hidufigen Albit-Gesetzes.

Z-Achse: [001], die konventionelle c-Achse, eine rationale Richtung in bezug
auf das 3-System, jedoch irrational im §-System. Sie ist Zwillings-
achse des verbreiteten Karlsbad-Gesetzes.

+2z=[o01]
&
\
O
+Y=1(0I10}
Fig. 1. Das rechtwinklige morphologische System
XYZ. (X = ZA des Albit-Karlsbad-Komplex- = /
Roc-Tourné-Gesetzes, ¥ = ZA4 des Albit-Gesetzes, 1 [0011
Z = ZA des Karlsbad-Gesetzes.) + X = W

Das so definierte System ergibt sich auch fast zwangslaufig, wenn man die
stereographische Projektion auf die (irrationale) Ebene | ¢ benutzt, wie dies
schon durch FEporow, MICHEL-LEvY u. a. geschah, wihrend BECKE vielfach
(010) als Projektionsebene vorzog. Das so definierte Achsenkreuz ist nun zwar
rechtwinklig, es verstésst aber gegen das Prinzip, wonach als kristallographi-
sche Bezugsrichtungen ausschliesslich entweder Elemente des Flichennorma-
len- oder des Zonenbiindels gewéhlt werden sollen. Es ist daher nicht homogen
in seinem Aufbau und eignet sich nicht zur Definition (Indizierung) von Fli-
chen oder Zonen. Es ist jedoch in hervorragendem Masse fiir die Definition
der optischen Orientierung geeignet, wofiir es schon frith durch MicHEL-LEvVY,
FEporow, BECKE, NIKITIN u. a. verwendet wurde. Es ist immer dann ein-
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deutig definiert, sobald mindestens zwei der drei obgenannten Zwillingsgesetze
realisiert sind, da sich die dritte Achse immer als Normale zu der durch die
beiden andern aufgespannten Ebene konstruieren lédsst. Es eignet sich in her-
vorragendem Masse fiir U-Tischuntersuchungen, da sich die genannten Zwil-
lingsachsen mit grosser Genauigkeit einmessen bzw. konstruieren lassen.

Was nun die Definition der Lage der optischen Indikatrix in bezug auf das
eben eingefiihrte System anbelangt, so wurde hierfiir bis vor kurzem fast aus-
schliesslich die Lage der optischen Achsen in bezug auf das eben definierte
System X Y Z benutzt, wie dies von MicHEL-LEvY und BeCKE vorgeschlagen
worden war. Hierzu wird um seinen Ursprung eine Lagenkugel geschlagen,
auf welcher die Achsenausstichpunkte durch Kugelkoordinaten festgelegt wer-
den. Ist zusdtzlich noch der optische Charakter bekannt, so ist die Lage der
Indikatrix durch die Angabe der Achsenpositionen vollstindig und eindeutig
definiert: die beiden Achsen bestimmen die Achsenebene, zu welcher die
optische Normale normal steht, wihrend die beiden Bisektrizen definitions-
geméiss die Winkelhalbierenden der Achsen sind. Deren relativer Charakter
folgt aus der Angabe des optischen Charakters. Die Positionen der drei Haupt-
schwingungsrichtungen lassen sich somit sphéirisch-trigonometrisch berechnen
und konnen in Kugelkoordinaten angegeben werden. Besonders einfach und
anschaulich gestalten sich diese Beziehungen in vektorieller Betrachtung.
Ordnet man den beiden optischen Achsen 4 und B zwei Vektoren A und B
zu, $0 erhdlt man die beiden Bisektrizen als U, + B,, wiahrend sich die optische
Normale als Vektorprodukt [ B] ergibt. Da man zur Festlegung der Achsen-
positionen auf der Lagenkugel je zwei Koordinaten bendtigt, braucht es somit
zur Charakterisierung der Indikatrixlage durch diese Methode 4 Zahlenwerte,
wozu noch die Angabe des optischen Charakters kommt.

Zur experimentellen Feststellung der optischen Orientierung von Plagio-
klasen nach dieser Methode bendtigt man grossere, homogene und frische,
gut ausgebildete Kristalle, welche die Anfertigung orientierter Priaparate ge-
statten, an welchen die Achsenlagen nach den Methoden von BECKE oder
WiurLrING konoskopisch ermittelt werden kénnen. Solche sind jedoch, wie die
Erfahrung zeigt, nur in beschrinktem Masse erhédltlich. s dringen sich somit
andere Methoden auf, wenn unsere Kenntnisse von der optischen Orientierung
der Plagioklase in Abhé#ngigkeit von deren chemischen Zusammensetzung
erweitert werden sollen. Dies ist jedoch, ganz abgesehen vom rein wissen-
schaftlichen Interesse, welches die Kenntnis der optischen Eigenschaften von
Mischkristallreihen an sich bietet, auch deshalb sehr wiinschenswert, weil sie
die Unterlage fiir die fiir den Petrographen so wichtigen mikroskopischen
Plagioklasbestimmungsmethoden darstellen.

Eine Methode, welche in dieser Hinsicht geradezu als prédestiniert erscheint,
ist die Fedorow- oder U-Tischmethode. Sie liefert jedoch, im Gegensatz zu
den konoskopischen Methoden, die Positionen der optischen Achsen nur ganz
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ausnahmsweise mit einer Genauigkeit, welche fiir die Definition der Indikatrix-
lage ausreichend ist. Sehr oft kénnen die optischen Achsen iiberhaupt nicht
eingemessen werden, ndmlich immer dann, wenn sie gegeniiber der Schliff-
normale zu stark geneigt sind. In diesem Falle hilft oft die Messung des Achsen-
winkels mit Hilfe einer indirekten Methode, z. B. derjenigen der «Charak-
teristischen Funktion der Doppelbrechnung» von BEREK (BEREK 1924, RINNE-
BereEk 1953). Da die Plagioklase jedoch niedrig doppelbrechend sind, muss,
bei Verwendung von Dinnschliffen normaler Dicke, die Messung der Gang-
unterschiede geméss den Vorschligen von MosEBACH (1948, 1949, 1949a) vor-
genommen werden. Hierzu bendétigt man allerdings Beleuchtung mit homo-
genem Licht von einer gewissen Intensitit, verbunden mit der Moglichkeit
eines raschen Wechsels zwischen weissem und homogenem Licht. Dies stellt
jedoch angesichts der heute zur Verfilgung stehenden Interferenzfilter weiter
kein Problem dar. Wenn auch die Einmessung der optischen Achsen mit Hilfe
der U-Tischmethoden verschiedentlich Schwierigkeiten bereitet, so liefern
diese dafiir, im Gegensatz zu den konoskopischen Methoden von BrCKE und
WtLrineg, die Lage der optischen Symmetrieebenen und der Symmetrieachsen
der Indikatrix (Hauptschwingungsrichtungen), welche normal dazu stehen
bzw. sich als deren Schnittgeraden konstruieren lassen, mit relativ grosser
Genauigkeit. Die heute iiblichen U-Tischmethoden basieren deshalb auf der
Einmessung der Symmetrieebenen der Indikatrix. Diese Operation steht am
Ausgang aller U-Tischuntersuchungen. Historisch ist vielleicht von Interesse,
dass auch FEDOROW mit seinem ersten U-Tischmodell, welches nur zwei Dreh-
achsen aufwies, zuerst darauf ausging, die Positionen der optischen Achsen
zu erfassen, um aus diesen nach dem w. o. geschilderten Verfahren die Lage
der Indikatrix abzuleiten. Er tat dies, und zwar im parallelen Licht, indem
er die erste Achse als Schnittpunkt einer Schar von Kurven gleicher Aus-
loschung bestimmte, wihrend die zweite, wenn sie nicht auf gleiche Weise
ermittelt werden konnte, aus der Ausléschungsschiefe des Priparates unter
Verwendung der Position der ersten Achse mit Hilfe der FrREsNELschen Kon-
struktion erhalten wurde. Da diese Methode jedoch eher mithsam und auch
nicht sehr genau war, wurde sie von FEDOROW bald aufgegeben. Durch Ein-
fithrung einer dritten Drehachse wurde die Moglichkeit zur direkten Kin-
messung der optischen Symmetrieebenen bzw. der dazu normal stehenden
Hauptschwingungsrichtungen geschaffen, womit die U-Tischmethode ihre
heutige Gestalt erhielt.

Wie die drei Achsen XY Z des frilher beschriebenen morphologischen Be-
zugssystems, bilden auch die drei Symmetrieachsen der Indikatrix ein recht-
winkliges System. Das Problem der optischen Orientierung der Plagioklase
reduziert sich somit auf dasjenige der gegenseitigen Orientierung zweier recht-
winkliger, kartesianischer Systeme mit gemeinsamem Ursprung, ein Problem
fir welches die analytische Geometrie des Raumes schon lange verschiedene
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Losungen kennt. Als besonders geeignet erweist sich fiir den vorliegenden Fall
die Methode der sog. Euler-Winkel (LrongARD EULER 1748). Die Achsen der
beiden Systeme bilden zusammen insgesamt 9 Winkel, welche jedoch nicht
unabhéngig von einander sind. Es bestehen vielmehr zwischen ihren cos
6 Systeme von Gleichungen und es geniigen daher zur Festlegung der gegen-
seitigen Orientierung der beiden Systeme 3 Winkel. Statt nun aus den 9 Win-
keln, welche die beiden Systeme mit einander bilden, drei beliebige auszu-
wéhlen, wihlt man nach EULER drei spezielle, welche wie folgt definiert sind.
Sind die beiden Systeme (Fig. 2) X YZ und X' Y'Z’, und definiert man die

Fig. 2. Zur Definition der
Euler-Winkel.

Schnittgerade der Ebene X ¥ (Z =0) des ersten Systems mit der Ebene X' Y’
(Z' =0) des zweiten als Knotenlinie 7', welcher man in willkiirlicher Weise eine
Richtung zuschreibt, so sind die drei sog. EULER-Winkel wie folgt bestimmt:
P=(+T, +X), Y=(+T, +X’) und @=(Z, Z’). Die drei Winkel entsprechen
drei Drehungen, durch welche das eine System in das andere tibergefiihrt wird.
Fiir Einzelheiten sei auf die Lehrbiicher der analytischen Geometrie des
Raumes oder der Mechanik, oder auch auf Burr1 (1956) oder BURRI, PARKER
und WENK (1967) verwiesen. Nimmt man das frither definierte morphologische
Bezugssystem, dessen Achsen den Zwillingsachsen der Gesetze Roc Tourné,
Albit und Karlsbad entsprechen als X ¥ Z und die drei Symmetrieachsen der
Indikatrix (Hauptschwingungsrichtungen) als X' Y'Z’, so ergeben sich fiir
das letztere drei Moglichkeiten der Zuordnung der Hauptschwingungsrichtun-
gen zu den drei Koordinatenachsen X' ¥’ Z’, wie das folgende Schema zeigt.
Die entsprechenden Euler-Winkel werden als Euler-Winkel I-IIT unterschie-
den.
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Euler-Winkel T | A 0 K |
X gl In)  [ny]
Y [Ily] [na:[ [nﬁ]
z [0, gl [n,]

Fig. 4, 6 und 7 zeigen die entsprechenden Verhiltnisse fiir einen Labrador in
stereographischer Projektion auf die Ebene | [001]. Von Burr1 (1956) wurde
anldssiich der erstmaligen Anwendung dieser Betrachtungsweise nur Fall 1
beriicksichtigt, wihrend die Fille II und III in der Folge durch PARKER
(PARKER 1961, BURRI, PARKER, WENK 1967) erstmals in Betracht gezogen
wurden. Besonders Fall I1 erwies sich als wichtig, da es PaArRkER auf diesem
Wege gelang, auch die optischen Achsen mit zu beriicksichtigen. Diese waren
von BURRI zuerst vernachlissigt worden, da das Problem der Darstellung der
optischen Orientierung der Plagioklase mit Hilfe der Euler-Winkel I auch
ohne deren Beriicksichtigung geldst werden konnte. Ihre Einbeziehung wird
jedoch unumginglich, sobald die FreEsNELsche Konstruktion zur Bestimmung
von Auslosungsschiefen angewandt werden soll. Auf Grund der Euler-Winkel 1T
wurde von PARKER auch eine elegante Ausgleichsmethode gegeben, fiir den
Fall, dass die eingemessenen Schwingungsrichtungen nicht genau normal zu
einander stehen. Im folgenden soll gezeigt werden, wie sich die optischen
Achsen auch bei alleiniger Verwendung der Euler-Winkel I beriicksichtigen
lassen.

Von BuURRI wurden seinerzeit fiir die Berechnung der Euler-Winkel I
elementare Vektormethoden vorgeschlagen, welche vor allem den Vorteil
grosser Anschaulichkeit besitzen (Burri 1957). Durch PArkER wurde in der
Folge (PARKER 1961, BURRI, PARKER und WENK 1967) die sphérisch-trigono-
metrische Berechnung vorgezogen, wobei ein detailliertes Formelsystem zur
Berechnung der Euler-Winkel I-I11, sowie zu ihrer gegenseitigen Umrechnung
aufgestellt wurde. Die den Vektormethoden innewohnende Anschaulichkeit,
sowie der Umstand, dass sie im Mathematikunterricht fiir Naturwissenschafter
an den Hochschulen in zunehmendem Masse beriicksichtigt werden, recht-
fertigt es jedoch nach Ansicht des Verfassers, dass sie in vermehrtem Masse
auch fiir kristalloptische Berechnungen herangezogen werden. HEs soll daher
im folgenden gezeigt werden, wie sich auch die Euler-Winkel II und IIT auf
sehr einfachem Wege durch Vektormethoden ergeben, sowie, wie auch die
optischen Achsen durch sie mitberiicksichtigt werden koénnen. Es soll auch
gezeigt werden, wie der notwendige Ausgleich bei nichterfiillter Orthogonalitéat
der Hauptschwingungsrichtungen mit elementaren Vektormethoden ebenfalls
sehr einfach bewerkstelligt werden kann, sowie dass auch gewisse durch PARKER
eingefiihrte Hilfswinkel, welche wertvolle Kontrollmoglichkeiten bieten, eben-
falls auf einfache Weise erhaltlich sind.



504 C. Burri

II. VEKTORIELLE METHODIK ZUR BERECHNUNG DER OPTISCHEN
ORIENTIERUNG VON PLAGIOKLASEN

1. Die Ausgangsdaten und ihr Ausgleich

Zur Formulierung der fiir die optische Orientierung massgebenden Rich-
tungen als Vektoren bendtigt man die Kenntnis ihrer Richtungswinkel bzw.
Richtungscosinus in bezug auf das System X Y Z. Die Richtungswinkel sind
identisch mit den Feporow-Winkeln F,, F,, F, (Kleinkreiskoordinaten auf
der Lagenkugel), wie sie sich bei U-Tischuntersuchungen ergeben, und wie sie
auf besonders einfache Weise, ohne jede Kinmessung von morphologischen
Bezugselementen wie Spaltbarkeiten etc. durch die Halbierung der iiber die
Zwillingsachse gemessenen KOHLER-Winkel fiir die Hauptschwingungsrich-
tungen von Zwillingen nach den Gesetzen Roc Tourné, Albit und Karlsbad
erhalten werden. Man kann sie auch aus eventuell gegebenen (g, p)-Werten
nach GoLpscHMIDT berechnen.

Die Richtungswinkel miissen, wenn erforderlich, auf ) cos?#,=1 ausge-
glichen werden. Hierzu wird der Winkelwert, welcher der Differenz ihrer cos?-
Summe gegen 1 entspricht gleichmaissig, auf die drei Winkel aufgeteilt und zu
ihnen addiert bzw. von ihnen subtrahiert (Burri, PARKER, WENK 1967, p. 143).
Da die Richtungscosinus den Komponenten des betreffenden Einheitsvektors
entsprechen, kann dieser fiir eine beliebige Richtung R wie folgt geschrieben
werden :

Ry = (cos K} i+ (cos F,) i+ (cos F)¥f.

Der diesem Ortsvektor auf der Lagenkugel (Einheitskugel) entsprechende Pol
kann sofort in eine stereographische Projektion eingetragen werden, indem
man die Richtungswinkel F,, F,, F, einer Funktionstabelle!) entnimmt. Diese
entsprechen Kleinkreiskoordinaten in bezug auf die X-, Y-, bzw. Z-Achse,
wobei das Vorzeichen zu beachten ist. Die Kleinkreise miissen sich in einem
Punkte schneiden.

Man kann aus den F, auch die (¢, p)-Werte des der Richtung R auf der
Einheitskugel zugeordneten Pols bestimmen. Man bildet hierzu, zunédchst ohne
Beriicksichtigung des Vorzeichens, cos F,/cos F,=tg 4, wobei 4 ein Hilfs-
winkel, eingeschlossen von Y-Achse und radius vector ist. ¢ ergibt sich dann
wie folgt:

1) Empfehlenswert sind die Tafeln von C. A. Arrwoop, Six-Figure Trigonometrical
Functions of Angles in Hundreths of a Degree. Practical Tables Series No. 2, Pergamon
(1985).
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X Y P

+ + A

+ — 180° -4
— — 180°+ A4
- + 360°-4

Die Zentraldistanz p =arc cos .

Mit dem U-Tisch lassen sich immer mindestens zwei Symmetrieachsen der
Indikatrix direkt einmessen. Falls die dritte der direkten Finmessung nicht
zuginglich ist, ldsst sie sich konstruieren. Liegen nun die Positionen der drei
Symmetrieachsen (Hauptschwingungsrichtungen) vor, so muss zundchst ge-
priift werden, ob sie normal zu einander stehen. Diese Priifung ist besonders
immer auch dann vorzunehmen, wenn Literaturdaten verwendet werden.
Man bildet hierzu die skalaren Produkte von je zwei der drei Vektoren, welche
samtlich den Wert Null ergeben miissen. I'st dies nicht der Fall, so muss ein Aus-
gleich erfolgen, da die Berechnung der Euler-Winkel die Orthogonalitidt beider
Systeme voraussetzt. Eine Ausgleichsmethode, welche den drei Symmetrie-
achsen das gleiche Gewicht zuteilt, wurde von PARKER beschrieben (BURRI,
Parker und WENK 1967, p. 135), Da es jedoch eine jedem U-Tischpraktiker
wohl bekannte Erfahrungstatsache ist, dass die Kinmessung der optischen
Achsenebene mit einem grosseren Fehler behaftet ist als die beiden andern
Symmetrieebenen, empfiehlt es sich nach Burrr (1968, p. 798) die beiden
Bisektrizen bevorzugt zu beriicksichtigen und die optische Normale rein rech-
nerisch durch das Vektorprodukt der beiden Bisektrizen festzulegen. Auf diese
Weise erreicht man, dass die Winkel ([n,], [ng]) und ([n,], [ng]) 90° betragen,
so dass sich fiir sie ein Ausgleich eriibrigt. Fiir den Winkel ([n,], [n,]) muss
jedoch nachgepriift werden, ob dies ebenfalls der Fall ist, was am besten durch
Bildung des skalaren Produktes geschieht. Weicht der Winkel von 90° ab, so
muss ein Ausgleich erfolgen, indem die Differenz gleichmissig auf beide
Bisektrizen verteilt wird.

Hierzu bestimmt man zunichst die Winkelhalbierenden H und K der bei-
den schief zu einander stehenden Richtungen. Bezeichnet man die [n,] und
[%,] zugeordneten Vektoren vorerst mit a’ und ¢’ (indem man die ungestriche-
nen Symbole fiir die definitiven, ausgeglichenen Richtungen reserviert), so ist
(Fig. 3a) H=ag+¢; bzw. & =ay—c¢cy, wobei H und K normal zueinander
stehen. Bestimmt man nun erneut die Winkelhalbierenden von H und K
(Fig. 3b), so stehen diese wiederum normal zueinander und entsprechen den
gesuchten, ausgeglichenen Lagen der Hauptschwingungsrichtungen [n,] und
[#,], wobei die urspriingliche Abweichung vom rechten Winkel gleichméssig
auf die beiden Richtungen aufgeteilt ist. Es ist somit $,+ fy=c bzw. H,— &,
=qa, woraus durch Normierung ¢, und ¢, erhalten werden.

Das skalare Produkt (a,c,) bietet eine Kontrolle iiber das Bestehen der
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Fig. 3. Ausgleich der nichi normal zu einander stehenden Schwingungsrichtungen ¢’ und ¢’
hinsichtlich Orthogonalitit.

a) Konstruktion der Winkelhalbierenden $ und & der beiden Schwingungsrichtungen. Diese
stehen normal zu einander.

b) Die Winkelhalbierenden von § und § stehen ihrerseits ebenfalls normal zu einander und
entsprechen den gesuchten ausgeglichenen Schwingungsrichtungen g und c.

angestrebten Orthogonalitdt und das Vektorprodukt [a,c,]=D0, liefert die
Position von [ng]. Damit verfiigt man iber das hinsichtlich Orthogonalitit
ausgeglichene System X’ Y’ Z’ der drei Hauptschwingungsrichtungen, bezo-
gen auf das morphologische System X Y Z und es kann an die Berechnung der
Euler-Winkel herangetreten werden.

2. Die Berechnung der Euler-Winkel

a) Euler-Winkel 1

Die Knotenlinie ¢ (Fig. 4) ist Schnittgerade der Ebene | [r,] mit der Ebene
1 Z (Projektionsebene). Bezeichnet man die Einheitsvektoren in Richtung
von X, Y, Z mit i, {, {, so ist t =[a, ], woraus durch Normierung der Einheits-
vektor t, folgt. Die gesuchten Euler-Winkel I erhdlt man aus den skalaren
Produkten:
cos D =(t, 1), cos ¥=(t, b,), cos O =(q, f).

Positionen der optischen Achsen.

Wie Fig. 5 zeigt, erhélt man die beiden den optischen Achsen 4 und B ent-
sprechenden Vektoren % und B als a,aF x, wobei g=c,tg ¥, ist. V ist der
Achsenwinkel in bezug auf die entsprechende Bisektriz. Durch Normierung
erhilt man die Einheitsvektoren %; und B,, aus welchen die (¢, p)-Werte oder
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-X

+Y

¢

+ X

Fig. 4fOptische Orientierung von HT-Labradorit Ang,. Stereographische Projektion auf die
Ebene | [001] mit Angabe der Huler-Winkel 1.

"
A tg V ! tg V FA
A
4,
L, 2,
V|V
"f T el | :‘“’f
-7 Y 0 +g=f tqV ‘A

Fig. 5. Zur Berechnung der Vektoren der optischen Achsen ¥ = a®—1 und B = a,-+1.

die sphirischen Koordinaten nach BECKE berechnet werden konnen. Das
skalare Produkt (2, B,) = cos 2V dient zur Kontrolle.

Es ist somit méoglich, die vollstindige optische Orientierung eines Plagio-
klases durch 4 Zahlenwerte eindeutig auszudriicken, ndmlich durch die drei
Euler-Winkel I, @, ¥, @ und den Achsenwinkel V.
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b) Euler-Winkel 11

Die Knotenlinie » (Fig. 6) ist Schnittgerade der Ebene | [ng] mit der
Ebene | Z. Es ist somit u={b, f], woraus durch Normierung u, folgt.

+ X

Fig. 6. Optische Orientierung von HT.Labradorit Ang,. Stereographische Projektion auf die
Ebene | [001] mit Angabe der Euler-Winkel II.

Die gesuchten Euler-Winkel II erhélt man aus den skalaren Produkten:
cos B =(u,1), cos [ =(b, 1), cos L, = (1g ag) .

In bezug auf die optischen Achsen wird wie unter a) angegeben verfahren.

c) Euler-Winel 111

Die Knotenlinie w (Fig. 7) ist Schnittgerade der Ebene | [n,] mit der
Ebene | Z. Es ist somit v =[c, f], woraus durch Normierung i, folgt.
Die gesuchten Euler-Winkel III folgen aus den skalaren Produkten:

cos D = (v, 1), cos N=(c, f), cos K, =(ip, a,).

In bezug auf die optischen Achsen wird wie unter a) angegeben verfahren.

d) Hilfswinkel

Von PArRkER wurden (Burri, PARKER, WENK 1967, p. 124) gewisse Hilfs-
winkel eingefithrt und von ihm einheitlich mit 4 bezeichnet. Sie treten in der
stereographischen Projektion (Fig. 8) am Grundkreis als Seiten von Scheitel-
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-X

Fig. 7. Optische Orientierung von HT-Labradorit Ang,. Stereographische Projektion auf die
Ebene | [001] mit Angabe der Euler-Winkel IIT.

+ X
Fig. 8. Zur Berechnung der Parkerschen Hilfswinkel 4, ¥ und H fiir HT-Labradorit Ang,.

dreiecken zum Grunddreieck [n,]-[ng]-[n,] auf. Sie treten zugleich als Seiten
in Dreiecken auf, deren beide andere Seiten durch je zwei der drei Knoten-
linien gebildet werden. Die Hilfswinkel spielen eine Rolle bei der Umrechnung
der Euler-Winkel I-III nach den von PARKER gegebenen sphérisch-trigono-
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metrischen Formeln und kénnen auch sehr gut zu Kontrollzwecken verwendet
werden. Thre Berechnung gestaltet sich sehr einfach durch Bildung der ent-
sprechenden skalaren Produkte. Nennt man die Winkel gemiss Fig. 94, K, H,
so gilt:

cos 4 = (t, 1), cos KB = (1, tv,), cos H = (uy ).

Von TurRNER (1947) und unabhingig davon durch DeBENEDETTI (1960) wurde
vorgeschlagen, die Winkel zwischen den Symmetrieachsen der Indikatrix und
den Zwillingsachsen haufiger Zwillingsgesetze bzw. zwischen Symmetrieebenen
und Zwillingsebenen zur Bestimmung des An-Gehaltes zu verwenden. Von
beiden Autoren wurden diesbeziigliche Diagramme gegeben. Auch diese Win-
kel lassen sich im Anschluss an die hier beniitzte Darstellung der optischen
Orientierung sehr einfach gewinnen. Die cos der Winkel zwischen den Haupt-
schwingungsrichtungen [n,], [ng] und [n,] und den Zwillingsachsen ergeben
sich fiir die Zwillingsgesetze Roc Tourné (RT) Albit (AB) und Karlsbad (KB)
als skalare Produkte geméss folgendem Schema:

RT AB KB

(7] (ap 1) (a0 1) (ag F)
(7] (by 1) (bo 1) (bo )
(7, ] (o 1) (Co 1) (¢o £)

III. BEISPIEL

Zur Illustrierung der eben dargelegten Methode soll die optische Orientie-
rung des HT-Labradorites Ang, von Khuchiré (Iran) auf Grund von U-Tisch-
messungen berechnet werden. Es handelt sich um das gleiche Vorkommen,
welches bereits frither (BUrRI 1968) untersucht wurde. Da die Berechnungen
damals sphérisch-trigonometrisch durchgefiihrt wurden, koénnen somit die
beiden Methoden schrittweise miteinander verglichen werden. Die bereits w. o.
gegebenen stereographischen Projektionen Fig. 4, 6, 7 und 8 beziehen sich auf
dieses Beispiel und dienen daher auch zur Erlduterung der folgenden Aus-
fithrungen.

1. Die Ausgangswerte und thr Ausgleich

a) Die Messwerte

Mit Hilfe des U-Tisches wurden an je 10 Zwillingen nach den Gesetzen
Roc Tourné, Albit und Karlsbad die K&hler-Winkel fur die Hauptschwingungs-
richtungen [n,] und [n,] gemessen, aus welchen durch Halbierung und Mittel-
wertbildung die folgenden Fedorow-Winkel (Richtungswinkel) erhalten wur-
den:
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F, = —61,70° F, = +72,55°
F, = —71,95° | [n,]. F, = +35,05° { [n)],
F, =+ 35,30° F =+ 59,80°

Nach Ausgleich auf }’ cos? F,=1 erhélt man:

F, =—61,38° l F, =+ 72,87°
F, =—171,63° | [n.], F, =+3537° | [n,].
F =+ 34,98° J F =+60,12°

Den beiden Bisektrizen [n,] und [r,] werden die beiden Vektoren a; und c,
zugeordnet:

ag = — (cos 61,387) i — (cos 71,63°) {+ (cos 34,98°) £,
=~ — 0,478101—0,315151+0,81935 £,

¢y = + (cos 72,87°) 1+ (cos 35,37) {+ (cos 60,12°) §,
= + 0,20454 1 +0,81543 |+ 0,49818 f .

b) Priifung auf Orthogonalitit

Hierzu bildet man das skalare Produkt (ag¢,) = 0,01012 = cos 89,4°. Es
ist somit ein Ausgleich notwendig. Hierzu bildet man die Winkelhalbierenden
der beiden Bisektrizen:

ag+cy =9 =—0,183561+0,50028 1 +1,31753 f,
a;—c) = § =—0,77264 1—1,13058 { +0,32117 ¥.

woraus durch Normierung die Einheitsvektoren folgen:

9o = — 0,12916 1+0,35201 {+0,92704 f,
@, = — 0,549311—0,80377 {+0,22833 f.

Die ausgeglichenen Schwingungsrichtungen erhilt man durch erneute Bildung
der Winkelhalbierenden:

Do+Ro = 0 = — 0,67847 1 —0,45176 j +1,15537 ¥,
Do—Ro = ¢ =+ 0,42015 i+ 1,15578 | + 0,69867 {.

Daraus folgen wiederum die Hinheitsvektoren, aus welchen man die (g, p)-
Werte erhilt:

1, = — 0,47984{—0,31949 | +0,81712f, ¢, = 236,34°, p, = 35,20°,
¢ =+ 0,297051+0,81716{+0,49397f, ¢, = 19,98°, p = 60,40°.

Zur Kontrolle der angestrebten Orthogonalitit bildet man wiederum das
skalare Produkt (a,cy) = 0,00002 = cos 90,0°. Diese ist somit erreicht.
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2. Berechnung der Position der optischen Normale

Ordnet man [ng] den Vektor b zu, so erhéilt man aus by =[a, ¢,]

by = + 0,82555 1 —0,47976 1+ 0,29721 f, ¢ = 120,16°, pg = 72,71°,

3. Berechnung der Positionen der optischen Achsen

Gemessen wurde im Mittel (+) 2V, ="78,8% woraus ¥,=50,6°. Der Hilfs-
vektor ¢ berechnet sich zu =, tg 50,6° zu

r =+ 0,36163 1 +0,99482 | +0,60137 f.

Ordnet man den beiden optischen Achsen 4 und B die Vektoren % und B zu,

s0 wird
AN = g —r = — 0,84147 1—1,31431 j+0,21575 £,

B =aq,+¢ =—0,118211+0,67533 j+1,41849 f.

Normiert: U, = — 0,634111—0,834291+0,13695%, ¢,=212,63°, p, =82,08",
By, = — 0,07513 14 0,42918 + 0,90012 f, ¢5p=1350,07°, pp=25,83°.

Zur Kontrolle: Berechnung von 2V, aus den eben errechneten Achsenpositio-

nen
(Ay By) = 0,19466 = cos 78,8°, wie gemessen.

4. Berechnung der Euler-Winkel I (Fig. 4)

Knotenliniet t = [a,t] = F 0,319491+0,47984 1+ 0¥.
Normiert: t, = ¥ 0,554211+0,83238]+0f.
cos® = (t,1) = 0,55421, D = 56,34°,
cos ¥ = ({,b,) = 0,85680, ¥ = 30,88°,
cos & = (g, ) = 0,81712, 6 = 35,20°.

5. Berechnung der Euler-Winkel 11 (Fig. 6)

Knotenlinie v u = [byf] = F 0,47976 1 F 0,82555 1+ 0 1.
Normiert: 1, = F 0,50246 1 ¥ 0,864601+0 f.
cos B = (u,1) = 0,50246, R = 120,16°,

cosI = (bF) =0,29721, I = 7271°,
cos L, = (ugay) = 0,51734, L, = 58,85°
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6. Berechnung der Buler-Winkel 111 (Fig. 7)

Knotenlinie w 1 = [¢y¥] = £ 0,817161F 0,29705140 §.
Normiert: o, = + 0,9398217F 0,34164 1+ 0 f.

cos D = (m,i) = 0,93982, D = 19,98°
cos N = (¢ f) = 0,49397, N = 60,40°,
cos K, = (wpa,) = 0,34182, K, = 109,99°,

7. Parkersche Hilfswinkel (Fig. 8)
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cos 4 = (Ugty) = 0,44121, cos E = (w,1,) = 0,17683, cos H = (i, ivy) = 0,80524,
A = 63,82°, K =179,82°, H = 36,37°.

8. Zusammenstellung der Resultate

Vektoren der Hauptschwingungsrichtungen (ausgeglichen)

1y = — 0,47984 1 —0,31949 { +0,81712 {,
B, = -+ 0,82555 1 —0,47976 { +0,29721 f,
Cp = + 0,29705 i+ 0,81716 |+ 0,49397 ¥.

Positionen der Hauptschwingungsrichtungen
P, = 236,3°, g =1202°, @ = 20,0
Pa — 35320: Pg = 72:7o: Py = 60340'
Vektoren der optischen Achsen
A, = —0,634111—0,83429{+0,13695 {,
B, = — 0,07513 1+ 0,42918 {+ 0,90012 £.
Positionen der optischen Achsen
¢, = 212,6°, @, = 350,1°,
pa = 82,1°  pp= 268, (+)2V, = 188"

Euler-Winkel I: & = 56,3°, ¥ = 30,9°, ©
Euler-Winkel II: R = 120,2°, I =1727°, L, =
Euler-Winkel III: D = 20,0°, N = 60,4°, K, =1

35,2°,
58,8°,
10,0°.
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