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Uber die Anzahl verschiedener Raumgruppen )

Von Werner Nowack:, Bern

,»1st jedem Element einer Gruppe & ein und nur ein Element einer
zweiten Gruppe &' zugeordnet dergestalt, dass dem Produkt zweier
Elemente von & das Produkt der zugeordneten Elemente von @' zuge-
ordnet ist, so heisst die Gruppe @&’ isomorph mit der Gruppe @. Die
Zuordnung heisst ein Isomorphismus von &' mit @. — Falls bei dieser
Zuordnung zwei verschiedenen Elementen von & stets zwei verschiedene
Elemente von &’ entsprechen, so sind die beiden Gruppen abstrakt
genommen miteinander identisch. Thre Gruppentafeln unterscheiden sich
nur durch die Bezeichnung der Elemente. Man heisst die Gruppen in
diesem Fall holoedrisch (einstufig) isomorph?).” Wir wollen dafiir den
kiirzeren Ausdruck holomorph gebrauchen. Das hier zu l6sende Problem
besteht in der Aufstellung und Charakterisierung aller nicht-holomorphen
kristallographischen Punkt- und Raumgruppen (mit endlichem Funda-
mentalbereich) in ein, zwei und drei Dimensionen.

A. Die kristallographischen Punktgruppen

I. Die eindimensionalen Gruppen

Es gibt zwei nicht-holomorphe Gruppen:

1. C;,—1 abstrakte Gruppe = {1} Ordnung=n=1
2. C;—1 abstrakte Gruppe = {1, 1} mit 12=1, n=2

1) Mitt. Nr. 77, Abt. fir Kristallographie und Strukturlehre, Mineralogisches
Institut, Universitdt Bern.

?) A. SpEISER, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. 2. A., J. Sprm-
ger, Berlin 1927, 8. 33.
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11. Die zweidimensionalen Gruppen

Es gibt 9 nicht-holomorphe Gruppen:

1. ¢; -1

2. C, -2
C, —m

3. Cp,—mm?2

4. C, —4

5. Cy,—4mm

6. C3 —3

7. Cg,—3m

8. Cg —6

9. Cy,—b6mm

{1}
{1, 2} mmit 22 =1 2
{1, m} mit m?2=1

{1, 2, m, m'}

{1, 4,42 (=2), 43}

{1, 4, 4% (=2), 43, (m/, m'), (m", m"}}

{1, 3, 3%}

{1, 3, 3%, (m, m, m)}

{1, 6, 62 (=3), 6% (=2), 64 (=32), 6°}

{1, 6, 62 (=3), 6% (=2), 6%(=32), 65, (m', m", m’),
(m”’ m”’ m”)}
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Die Gruppen Cy—2 und C,—m sind holomorph, denn bei beiden ist
das Quadrat der Symmetrieoperation (2 bzw. m) gleich der Identitit.
Abstrakt geschrieben lauten beide Gruppen {1, A} mit 42=1.

II1. Drie drerdimensionalen Gruppen

Es gibt 18 nicht-holomorphe Gruppen. Sie wurden von E. N. BELowa,
N. W. BeLow und A. ScHUBNIKOW3) abgeleitet. Der Vollstindigkeit hal-
ber seien sie im folgenden in der Nomenklatur der ,,Internationalen

Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen

1935) nochmals zusammengestellt.

(Borntraeger, Berlin

Nr.der | grigtall- Ord-
abatrakten IdEsssh Gruppenslemente nung
Gruppe
1 C;-1 {1} 1
2 C;-1 {1, T} 2
C,—2 {1, 2}
C,—m {1, m}
3 C;—3 {1, 3, 32} 3
4 C,—4 {1, 4, 4% (=2), 43} 4
S,—4 {1, 1, Z =2), 43}

3) E. N BeLowa,

N. W. Berow und A. ScmusNiEOw, Dokl. Akad. Nauk
SSSR. 63 (1948) 669—672; ref. in Zbl. Math. 31 (1949) 249—250, und in Chem
Abstr. 44, 10431D.

11 S8chweiz. Min. Petr. Mitt., Bd. 34, Heft 1, 1954
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{15 (Z’ Z’ Z)r (ZZ =2, ZZ= 2, Zzz 2)9 (ZS’ ZS’ ZB)’
(3, 3, 3, 3), (3% 3%, 3%, 3%), (m, m, m, m, m, m)}

Nr.der | gpopan. Ord-
abstrakten T — Gruppenelemente nung
Gruppe
5 Cyp—2/m {1, 2, m, 1} 4
C,,—mm2 {1, 2, m/, m"}
D, —222 {1, 2%, 2", 2™}
6 Oai_§ {1, 8,32 (=38), 3 (=1), 3% (=32), 35} %) 6
Cy _(_3 {1, 6, 82 (=3), 6% (= 2), 6* (=3?), 6%}
C3p—6 {1, 6, 62 (=3), 6° (=m), 61 (=32), 6%}
7 D, —32 {1, 3, 3% (2, 2, 2)} 6
031,—37”' {1’ 33 32’ ('m" m, m)}
8 D, —422 {1, 4, 42 (=2), 45, (2/, 29), (2", 2")} 8
C,,—4mm {1, 4, 4% (=2), 48, (m’, m’), (m”, m")}
Dzd—z2m {1, 4, 42 (=2), 48, (2, 2'), (m, m)}
9 Dsd—§m {1,3,32(=3),38 (=1), 3¢ (=32), 35, (2, 2, 2), 12
(m, m, m)}*)
Dy —622 {1, 6, 62 (=3), 6% (=2), 6 (=32, 65,
(2/’ 21’ 21), (2”, 211’ 2/1)}
Oy —Bmm {1, 6, 62 (=3), 6° (=2), 64 (=32), 65,
(ml, ml’ ml), (m”, mv’ mll)}
D,;,—6m2 {1, 6, 62 (=3), 6% (=m), 64 (=3?), 65, (2,2, 2),
(m, m, m)}
10 D, , —mmm {1, 2, 27, 2", m’, m”, m", 1} 8
11 Coin—4im {1,4,42 (=42=2), 4%, 4, 4%, m, 1} 8
12 D,y —4fmmm| {1, 4, 4? (=42=2), 4%, 4, 4%, m, 1, (2, 27, 16
(27, 27), (m’, m’), (m”, m”)}
13 Ogp—6/m {1,6,62(=62=3=32),6%(=2),64(=64=32= | 12
34), 65, 6, 6° (=m), 65, 3, 3% (=3°), 1}%)
14 D, —6/mmmy {1,686, 62(=62=3=32),6%(=2),6¢(=64=32= | 24
34), 6%, 6, 6°, 3, 35, (2, 2/, 2), (2, 2", 2"},
(m" m’9 m/)’ (m”’ mﬂ, m”)! m (= 63)’ T ( =§3)} *)
15 T-23 {1, (2, 2, 2), (8, 3, 3, 3), (82, 32, 3%, 32%)} 12
16 T, —m3 {1,(2,2,2),(3,3,3,3),(32=3,32=3,32=3, 24
3:=3), (34=37, 34— 3%, Jo— 37, 3o 3%), (36, 3,
§5: 55), {m, m, m), 1 (=§3)} *)
17 0—-432 {1, (4, 4, 4), (42 =2, 42 =2, 42=2), (48, 43, 43), 24
(3, 3,3, 3), (3% 3% 32, 39), (2,2, 2, 27, 27, 2')}

*) 3 (bzw. 6) und 3 haben entgegengesetzten Drehsinn.
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Nr. der

Kristall- Ord-
abstrakten Kklassen Gruppenelemente nung
Gruppe
18 O, —m3m {1, (4,4,4), (42=42=2,42=42=2,42=42=2), | 48
(43, 43,4%), (4,4, 4), (48, 4%,4%), 3,3, 3, 3),

(32=3,32=3,32=3
3¢= 32, 34=32), (3%, 35, 35, 35), (2, 2/, 2/, 2%, 2,
29, (m', m’, m’), (m”, m”, m", m”*, m”, m"),
1(=3)}%)

*) 3 (bzw. 6) und 3 haben entgegengesetzten Drehsinn.
gegeng

Der eigentliche Grund fir die auftretenden Holomorphien ist die
Holomorphie zwischen (2, 2 = zweizihlige Drehinversion =m, 2 — Zwei-
zihlige Drehspiegelung =T), (4, 4=4) und (6,6=3,6=3), d.h. den
gleichzdhligen, geradzéhligen Dreh-, Drehinversions- und Drehspiegel-

achsen. .

B. Die Raumgruppen mit endlichem Fundamentalbereich

I. Die etndimensionalen Gruppen

Es gibt zwei nicht-holomorphe Gruppen:
1. C1—p1 und 2. C}-—pl.

11. Die zweidimensionalen Gruppen

Es gqibt 17 nicht-holomorphe Gruppen. Sie sind mit den 17 zwei-
dimensionalen Bewegungsgruppen identisch. Von den in Frage kommen-
den Symmetrieoperationen (normal zur Ebene) sind nur 2 und m holo-
morph (1, 3, 4, 6 scheiden aus). Gruppen mit verschiedenen Translations-
. untergruppen oder einer verschiedenen Anzahl von Symmetrieoperationen
pro Elementarzelle oder mit verschiedener Zihligkeit des allgemeinen
Gitterkomplexes kénnen offensichtlich nicht holomorph sein. Man erhilt
die Elemente der abstrakten Gruppe, indem man simtliche Koordinaten-
tripel eines Gitterkomplexes hinschreibt, den Ubergang eines heraus-
gegriffenen Tripels zu jedem anderen mit einem Buchstaben bezeichnet
und die Identitdit sowie die zwei Translationen 7', 7', hinzufiigt. Zur
Charakterisierung sind dann noch die definierenden Relationen aufzu-
stellen (z. B. bei einer Gleitspiegelung A%=17,, oder BA=T,T,, usw.).
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Fiithrt man dies fiir die 17 ebenen Gruppen durch, so erkennt man
ihre Nicht-Holomorphie.

11I. Die dreidimensionalen Gruppen

Gleichzeitig und unabhingig voneinander wurden vom Verfasser in
einer Arbeit iiber euklidische Raumformen?) und von B. N. DELAUNAY,
N. N. PaApurow und A. D. ALEXANDROW in einem Lehrbuche?) die Zahl
der nicht-holomorphen Roauwmgruppen mit 219 angegeben. E. N. BELOWA et
al.3) liessen die Frage, ob diese Losung richtig sei, offen. Wir haben uns
erneut damit beschiftigt, einen anderen Weg zur Losung eingeschlagen
und kommen zum selben Resultat.

Die Sitze iiber die Nicht-Holomorphie zweier Raumgruppen von
B.II gelten auch hier. Es ist bemerkenswert, dass z. B. symmorphe
Raumgruppen mit holomorphen Kristallklassen nicht holomorph zu sein
brauchen. Beispiel: Die Kristallklassen C;—1,C;—2 und C,—m sind
holomorph, hingegen nicht die Radmgruppen C}—P1, C}—P2 und
C!—Pm. Beweis: Sei A=C;-1,C,—2 (/|/T;) bzw. Cy—m (1. T5); T,, T,
T, = Translationen. Da,nn lauten die definierenden Relationen fiir die
drei Raumgruppen: (C! —-P1) 7,7, =TT, (i, k=1, 2,3), A®=1, T A=
AT, T,A=AT;', T, A ATgl, (C3—-P2) T,T,=T,T,, A%=1, T\ A=
AT, T, A=AT}, T, A=AT,, (CL—Pm) T,7,=T,T;, A*=1, T\ A=
AT,,T,A=AT,, T,A=AT3;', d. h. die Gruppen sind nicht holomorph.
Anschaulich geometrisch kommt dies in der verschiedenen Anzahl der
kristallographisch ungleichwertigen Symmetrieelemente pro Elementar-
zelle zum Ausdruck. Bei O} — P1 sind acht C; —1, bei C} — P2 vier Cp—2
und bei O! — Pm zwei C,—m vorhanden; die Beziehung von 1, 2 und m
zu den 7', ist verschieden.

Als Symmetrieoperationen ohne Translationen, die eventuell zu holo-
morphen Raumgruppen fihren kénnten, kommen nach A.II1 einzig
(2, 2=m, 5= 1), 4,4= 4) und (6, 6= 3, 6= 3) in Frage. Enantiomorphe
Schraubenoperationen (3,, 3,—4,, 4;—6;, 8; —6,, 6,) erzeugen natiirlich
holomorphe Gruppen. Die 22 paa,rweise enantiomorphen Raumgruppen
(C:—P3,, C3—-P3,, C?—P4,, Ct—P4,, CL-P6,, Ci—P6;, C;—P6,,
Ci—Pé,, D}—P3,12, D5—P3,12, D;—P3,21, D§—P3,21, D} — P4,22,

4y W. Nowackl, Comm. Math. Helv. 7 (1934/35) 81—93.

5) B.N.Derauxnay, N. N. Papurow und A. D. ALEXANDROW, Mathematische
Grundlagen der Kristallstrukturanalyse. Moskau-Leningrad, 1934; ref. in Zbl.
Math. 13 (1936) 90—91.
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D! -P4,22, Di—P4,2,2, Di—P4,2,2, D:—P6,22, D}—P6;22, Di—
P6,22, D} —P6,22 und 07— P4,32, 05— P4,32) sind daher auch paar-
wetse holomorph. Im iibrigen kénnte nur noch 2; und eine Gleitspiegelung
mit einer zu 2, parallelen Gleitkomponente g zu Holomorphie fiihren,
denn es gilt 22 =g2="7;. Beispiel: Fiir CZ — P2, (mit 2, =4 [/c=T,) lauten
die definierenden Relationen: A2=T,, AT,=T;'A4, AT,=T; A, AT,=
T, A, T,T,.=T,T, (2, k=1, 2, 3); fiir C? — Pc (mit T',, T, als Gleitspiegel-
ebene mit einer Gleitkomponente [/7';, 4 = Gleitspiegelung): A42=T,
AT, =T{A4, AT,=T,A, AT,=T;A, T,7,=T,T; (¢, k=1,2,3), d. h,
die beiden Gruppen sind nicht holomorph. Die Beziehung zwischen
Schraubung und Translation ist von derjenigen zwischen Gleitspiegelung
und Translation verschieden. Geometrisch kommt dies wieder in der
verschiedenen Anzahl ungleichwertiger Symmetrieelemente pro Elemen-
tarzelle zum Ausdruck: bei C%— P2, sind vier 2,, bei C2~ P¢ hingegen
zwei ¢ vorhanden.

Jede Raumgruppe kann eindeutig durch die Gesamtheit ihrer Haupt-
punkte im Sinne K. WEISSENBERGS ¢) charakterisiert werden. Waren zwei
Raumgruppen holomorph, so miissten sie ,,holomorphe Hauptpunkte
in gleicher Zahl und Zihligkeit besitzen. Dabei sollen zwei Hauptpunkte
holomorph heissen, wenn ihre Eigensymmetriegruppen (= Symmetrie-
bedingungen = eine der 32 kristallographischen Punktgruppen) holo-
morph sind. Besiissen sie derartige holomorphe Hauptpunkte, so brauch-
ten die Gruppen dennoch nicht holomorph zu sein, da die Art und Zahl
der Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen noch verschieden sein
kénnte. Es muss daher mittels einer systematischen Durchmusterung
aller Hauptpunkte aller 230 Raumgruppen und unter eventuell notiger
Zuziehung aller Symmetrieoperationen mit Translationen méglich sein,
die Holomorphie zweier Raumgruppen festzustellen. Dabei konnten nur
zwei Raumgruppen @&, die holomorphen Kristallklassen g entsprechen,
selbst holomorph sein, denn es ist g=@/% die Faktorgruppe nach
(= Translationsuntergruppe); anschaulich ausgedriickt: wenn alle Trans-
lationen 7; zweier holomorphen Raumgruppen gegen null streben, so
miissen holomorphe Punktgruppen entstehen (T — 1 = Identitédt). Umge-
kehrt miissen aber aus holomorphen Punktgruppen (z. B. C; -1, C, -2,
C,—m) — wie gezeigt wurde — nicht notwendigerweise holomorphe
Raumgruppen (C}—P1,CZ—P2,C!—Pm) hervorgehen. Die Durch-
musterung kann am besten an Hand der Tabelle 4 (S. 32—41) in ¢) voi-
genommen werden.

%) K. WEISSENBERG, Z. Krist. 62 (1925) 13—-51.
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Beispiele:

1. Holomorphe Punktgruppe Nr. 2, P-Translationsgruppe

Hauptpunkte
Raumgruppe . y Zahl der krist.
Eigensymmetrie- | gy piopei verschiedenen
gruppo ' Hauptpunkte
C¢l-P1 C,—1 1 8
Ci—P2 C,—2 1 4
Cl—Pm C,—m 1 2
C>—Pb c,—1 2 1

Man erkennt, dass nur C2— P2, und CZ— Pb holomorph sein kénn-
ten, was aber — wie oben erwiahnt — nicht der Fall ist.

2. Holomorphe Punktgruppe Nr. 5, P-Translationsgruppe

Hauptpunkte
aum ) ) Zahl der krist.
RENTERpEe Eigensymmietris: Zihligkeit verschiedenen
gruppe Hauptpunkte
CL—P2/m Con—2/m 1 8
C:,—P2,/m C, -1 2 4
C, —m 2 1
Ci,—P2/b c, -1 2 4
C, —2 2 2
C:,—P2,/b c, -1 2 4
D; —P222 D, —222 1 8
D} -P222, c, -2 2 4
D} —P2,2,2 C, —2 2 2
D} —P2,2,2, c, -1 4 1
Cy,—Pmm?2 C,,—mm?2 1 4
usw. bis
n—Pnn?2 C, -2 2 2

Die Gruppen C},—P2/m und D; — P222 kionnten demzufolge holo-
morph sein. Sie sind es aber nicht, da holomorphe Raumgruppen auch
holomorphe Untergruppen besitzen miissten. Nun sind die Relationen
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zwischen den 2 und den 7'; in C}, — P2/m dieselben wie zwischen den 2
einer der drei Richtungen und den 7'; in Dl —P222; hingegen sind die
Relationen zwischen den C; -1 bzw. den C,—m und den T; in C}, — P2/m
von denjenigen zwischen den 2 der beiden anderen Richtungen und den
T; in D} —P222 verschieden (C!—P1, C!—Pm und C}— P2 sind nicht
holomorph; vgl. oben).

3. Holomorphe Punktgruppe Nr. 17, P-Translationsgruppe

Hauptpunkte
Zahl der krist.
SRR Eigensymmetrie- Zahligkeit verschiedenen
gruppe Hauptpunkte
01 —-P432 0 —432 1 2
D, —422 3 2
02 —-P4,32 T —23 2 1
D, —32 4 2
D, —222 6 3
0% —P4,32 D, —32 4 2
{07—P4132 D, ~32 4 2
T;—P43m T, —43m 1 2
D,;—42m 3 2
T —Pd3n T —23 2 1
S, —4 6 2
D, —222 6 4

Die Raumgruppen O%—-P4,32 und 07— PFP4,32 sind als enantio-
morphe Gruppen auch holomorph. 0! — P43 2 und 7'} — P43m kénnten
eventuell holomorph sein (0 —432und 7, —43m, D,—422und D, ;—42m
sind holomorph, in gleicher Zahl und Anordnung vorhanden). 01— P432
weist zwer Scharen von sechs gleichwertigen 2,-Schraubungsachsen,
T:— P43m hingegen nur eine Schar von sechs gleichwertigen b-Gleit-
spiegelebenen auf. Die beiden Gruppen sind daher nicht holomorph.

Auf diese Weise wurden alle Hauptpunkte und die anderen Sym-
metrieelemente der 230 Raumgruppen systematisch gepriift. Das Resul-
tat ist: '

Es gqibt 219 nicht-holomorphe Raumgruppen. Darunter sind 11 Paare
enantiomorpher Raumgruppen enthalten, die holomorph sind. Ob man die
enantiomorphen Raumgruppen kristallographisch als gleich oder verschieden
bezeichnen will, ist eine Ermessensfrage. Quantitativ unterscheiden sie sich
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auch rontgenographisch mnicht; nur die Aufeinanderfolge entsprechender

Rontgenreflexe hkl und hlel mit I + 1% = I% % I°  (a,b = optische

hki kkl Rkl
Antipoden) ist entgegengesetzt?).

Dass die 219 Raumgruppen nicht holomorph sind, folgt auch aus
einem allgemeinen Satz von L. BieBErBACH®), der lautet: Isomorphe
Baumgruppen mit endlichem Fundamentalbereich sind immer dquivalent,
d. h. durch Anderung der Koordinaten ineinander iiberfiihrbar, unab-
héngig davon, ob die Determinante der ,,rotativen Teile‘* positiv oder
negativ ist. Die 219 Raumgruppen sind aber eben nicht &quivalent, also
auch nicht (holoedrisch) isomorph.

Unsere Arbeit hat auf elementarem und etwas weiterem Wege diesen
Satz von L. BIEBERBACH bestitigt. Damit diirfte die Frage nach der Zahl
der verschiedenen Raumgruppen mit endlichem Fundamentalbereich in
abstrakt-gruppentheoretischem, bzw. kristallographischem Sinne end-

giiltig gekldrt sein.

Eingegangen, den 23. Dezember 1953.

*) J. M. B1yvoEgT, Proc. K. Ned. Akad. Wet. 52 (1949) 313—314; A. F. PEER-
'DEMAN, A.J.van Boumer and J. M. BiyvoEer, ibid. [B] 54 (1951) 16—19; J. M.
Brivorer, A. F. PEERDEMAN and A. J. vaAN BommEeL, Nature 168 (1951) 271—272;
A. F. PEERDEMAN en A. J. vaN BoumEL, Chem. Weekbl. 48 (1952) 988—991.

%} L. BieBERBACH, Math. Ann. 72 (1912) 400, § 4; und freundliche briefliche
Mitteilung von Herrn Prof. L. BIeBERBACH im Dezember 1953.
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