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Symmetrie und physikalisch-chemische
Eigenschaften kristallisierter Verbindungen

V. Uber Ellipsenpackungen in der Kristallebene

Von Werner Nowacki, Bern

In seinen grundlegenden Arvbeiten zur topologischen Struktur-
analyse hat P. NioaLi (4,5) durch Konstruktion der Symmetrie-
bereiche in allen 17 ebenen Gruppen (EQG) alle 31 Kreispackungen
(KP) abgeleitet und mittels Figuren veranschaulicht. F. Haaa (1, 2)
fiigte zwei weitere hinzu, die man unter bestimmten Voraussetzungen
als von den iibrigen verschieden ansehen kann. Eine Ubersicht iber
Kreis- und Kugelpackungen wurde vom Verfasser in seiner Disser-
tation (6) gegeben. In dieser Arbeit haben wir uns die Aufgabe ge-
stellt, alle Ellipsenpackungen (EP), die in der Kristall-
ebene moglich sind, abzuleiten. Dabei versteht man unter einer Ellip-
senpackung (EP) eine Anordnung von Ellipsen, welche beziiglich
einer zweidimensionalen, eigentlich-diskontinuierlichen Bewegungs-
gruppe (mit zwei linear unabhingigen Translationen) [kurz ebene
Gruppe (EG) genannt; Beschreibung in P. NigaLi (3)] gleichwertig
und so gelagert sind, dass man von irgend einer Ellipse ausgehend
iiber die beriihrenden zu allen iibrigen Ellipsen gelangen kanm.
Die zweite Bedingung schliesst insel- oder bandartige Gebilde aus.
Das Problem wurde als Vorstufe zum bedeutend komplizierteren der
Ellipsoidpackungen im Kristallraum in Angriff ge-
nommen. Es ist an sich, rein mathematisch betrachtet, von Interesse;
dariiber hinaus findet es ausserdem in der Kristallchemie organischer
Verbindungen eine unmittelbare Anwendung. Viele, insbesondere
aromatische Molekiile, haben in erster Anndherung die Form von
Ellipsoiden, so dass die Frage nach deren Packungen im Kristall-
raum zu einer zentralen Frage der Kristallstereochemie organischer
Verbindungen wird. Besonderes Augenmerk wird man der dich-
testen Ellipsoidpackung und ihrer Symmetriegruppe-im Hinblick
auf die Selektion unter den Raumgruppen durch die Kristaile orga-
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nischer Verbindungen [C} —P2,, C}, —P2,/c, D§ —P 2, 2, 2, = hiu-
figste Raumgruppen; vgl. W. Nowacki (7)] schenken miissen (even-
tuell gibt es mehrere verschiedene Packungen gleicher maximaler
Dichte,?) (vgl. auch A. KiTaiGoroDsKY (10}).

Schon eine mathematisch exakte Ableitung aller Ellipsenpackun-
gen (EP) ist schwierig und komplex. Um deshalb {iberhaupt einer
Lésung des Problems niher zu kommen, wurde folgendermassen
vorgegangen: a) die Eigensymmetrie einer Ellipse kann nur C.,—2m,
Ci—m, C,—2 oder C,—1 sein, d.h. als Ellipsenzentren treten nur
Punkte der Symmetriebedingung (SB) C,,, C, C, oder C, der 17
ebenen Gruppen auf, welche den expliziten Tabellen dieser Gruppen
(z. B. P. NigoLi (3)) sofort entnommen werden kénnen; b) hierauf
ist zu priifen, ob diese Punkte als Ellipsenzentren aufgefasst wirk-
lich zu Ellipsenpackungen (EP) Anlass geben, ob bei gegebener
Symmetriebedingung eine einzige oder mehrere verschiedene EP re-
sultieren und ob sich EP ergeben, die mit schon abgeleiteten iden-
tisch sind. Zu diesem Zwecke wurde eine Ellipse mit vollkommen
beliebigem Achsenverhiltnis aus Karton ausgeschnitten und nach-
gesehen, ob und wie sie sich symmetriegemass an den verschiedenen
Cov-y Cs-, Cy- und C,-Punkten der 17 EG derart placieren lasst, dass
zusammen mit ihren gleichwertigen eine Packung entsteht. Es han-
delt sich also nicht um mathematische Konstruktionen, sondern um
ein Probieren, allerdings unter voller Beriicksichtigung sdamtlicher
Symmetrieverhdltnisse und unter Beachtung vieler geometrischer
Uberlegungen, auf die hier nicht eingegangen werden kann. Auf diese
Weise wurden 54 wesentlich verschiedene Ellipsen-
packungen, welche auf den beigegebenen Tafeln abgebildet sind,
gefunden. Fiir die SB=C,,, C; und C, ist die Aufzihlung voll-
stindig; bei C, in niedrigsymmetrischen EG (C{ z. B.) konnte nicht
streng bewiesen werden, dass weitere EP nicht existieren. Ein der-
artiger Beweis diirfte ziemlich schwierig zu fiithren sein.

In den Figuren 1—54, welche nach. EG angeordnet und fortlau-
fend numeriert sind, wurden aus #dusseren Griinden relativ wenige
Ellipsen gezeichnet; der mit der Materie einigermassen vertraute
Leser wird das Motiv aber ohne weiteres fortsetzen kénnen. Durch
Einzeichnen des Elementarparallelogramms wird dies noch erleich-
tert. Weiter wurde das Koordinationsschema: angegeben, d.h. die
Figur, welche durch Verbinden eines Ellipsenzentrums mit den
Beriihrungspunkten der umgebenden Ellipsen entsteht. Die Zahl
(KZ) dieser Strecken entspricht der ,molekularen Koordinations-
zahl“ mKz in unserer Abhandlung (7, III, S. 46), wenn wir das Ver-



504 Werner Nowacki
Tabelle 1
Nr. |[EGderEP| SB | KZ | KP | Fig. in{1) | EG dor KP
1 c | g 1+14+1=3 | 3N, Ta ol
2 " " 1+14+14+1=4 | 4N, 9a "
3 . " 1+1+1-F141=5 | 5N, 11f "
4 w | Cy 242=4 | 4N 9c cly
5 " . 24+424+2=6| 6N, 11a Ci,
6 o I o 1414143 | 3N Tc Coy
7 ” » 14+14+14+1=4| 4N, 9d g
8 " ” 1+14+14+141=5| 5N, e e
9 (o T 242=4 | 4Ng 0f Chy
104 | ' | ¢ 1+14+1=3| 3N, 7b o/
L . » 1+14+1+1=4| 4Ny | 38in@ID .
12 n ,, 1+14+1414+1=5] 5N, 11d .
13 » ” 1+1414+14+1=5 | 5Nz | 41 in@®W .
14 w | Co 242=4 | 4N 9¢ cly
15 " 5 2+2+2=6 | 6N, 1a Ci,
16 | Cl)| ¢ 14+14+1=3 | 3N, Tc o\
17 oo | o 1+1+1+1=4| 4N, 9d Ciy
18 . - 1+14+14+14+1=5 | 5N, e cly
192 | , | C 2414+1=4 | 4N, 9b ci!
20 w | Co 242=4 1 4N, 9f &l
21 | CY | g 1+14+1=3 3N 71 ey
2 | | . T4 14+1+1=4 1 4N of cl
23,a*) , | C, 241=31 3N, Tc Ciy
4,2 | " 242+1=5"! 5N, 1le 3
25 s | Co 24+2=4 | 4Ng 0f Cle
26 s | Coy 4 | 4N, 9c cly
27 ” ” 44+2=6 | 6N 11a Cs,
28 | Cl | C 1+1+1=3 | 3N 7d G
*) Nach F.Haac (2) = 3N,; = Fig. 2b, C}}
**) Nach F.Haao (2) = 3N, = Fig. 1b, C}¥

EG = ebene Gruppe KZ = Koordinationszahl

EP = Ellipsenpackung KPP = Kreispackung
SB = Symmetriebedingung
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Nr. |EGderfP| SB | KZ | KP | Fig. in@®D | EG der kP
29 | C |G T+1+1+1=4 | 4N; 9e clL
30 w | Ca 242=4 | 4Ng 9f Chy
3| Gy | G 1+14+1=3 | 3IN; 8a el
32,a ¥ B 2+1=3 3N, 8a ¥
33 » | Coy 4| 4Ng 9f "
33 | cll | ¢ 1+1+1=3 | 3N Te c
35 ,, ” 141+14+1=4 | 4N, Oe n
36,a - Gy 24+2=4 4 Ng e s
37,2 | 5 2424+1=5| 5N, e ”
38 » | Cay 2+2=4| 4N, 9f Ci,
39 | C |G 1+1+1+1=4| 4Ng| 10b Ch
s | Cl, |G 1+14+1=3 | 3Ny, 8g cl,
a1, | Cll | ¢ 1+14+1=3 | 3N, 8¢ (ol
42 » » 1+-141+1=4| 4N, | 10d C,
43,a| , | Cg 2+2=4 | 4Ng 10b Ci,
44,a |, 9 2+242=6 | 6N, 11a Gk,
5 | CE | G 1+14+1=3| 3N 8b o}
46 N . 1+14+1=3 | 3Ng, Be "
47 ” ,, 1+14+14+1=4| 4N, 10c "
48 ” , 1+14+14+14+1=5] 5N 11b ,
49 w | G 24+2=4| 4N 10a o
50,a | Cg, | C, 1+1+1=3 | 3Np 8f »
5,2 | , | C, 24+1=3 | 3Ny 8d "
52,2 | y 24+2=4 | 4Ng 10d ”
53,a " ’ 241:=3 3 Nj3 8g ”
34,a |, Cy, 4 | 4N, 10a i

binden durch kiirzeste Bindungsabstinde dem Berithren der Ellip-
sen gleichsetzen. Bei den SB = C,, oder C, sind einzig die KZ =
4,6, bei SB = C, oder C, auch die KZ = 3,5 méglich. Sechs ist die
maximale KZ.

Tabelle 1 gibt “eine Zusammenstellung von Figurennummer,

ebener Gruppe (EG) der Ellipsenpackung (EP), Symmetriebedin-
gung (SB) und Koordinationszahl (KZ) der Einzelellipse. Wenn das
Achsenverhiltnis der Ellipse gleich 1 wird, geht die EP in eine
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Kreispackung (KP) iiber, was u. U. mit einer Anderung der Metrik
oder der Symmetriegruppe (EG) verkniipft ist. In der 5. Kolonne
der Tabelle 1 ist diejenige KP, in welche die EP iibergeht, zusammen
mit der Bezeichnung (xN,), der Angabe der Figur von P.NiaoLI
(4, I, II) und der EG aufgefiihrt. Die Figuren wie z. B. 19 und 19a
beziehen sich auf die beiden Félle: m //der langen bzw. der kurzen
Hauptachse.
Nach der KZ geordnet, ergibt sich folgende Ubersicht:

. KZ=3: Nr. 1, 6, 10, 16, 21, 23(a), 28, 31, 32(a), 34, 40, 11(a),
45, 46, 50(a), 51(a) und 53(a) [17 EP].

.KZ=4: Nr. 2, 4, 7, 9, 11, 14, 17, 19(a), 20, 22, 25, 26, 29,
30, 33, 35, 36(a), 38, 39, 42, 43(a), 47, 49, 52(a)
und 54(a) (25 EP].

. KZ=5: Nr. 3, 8§, 12, 13, 18, 24(a), 37(a) und 48 [8 EP].

. KZ=6: Nr. 5, 15, 27 und 44(a) [4 EP].

Dtie Anzahl der EP ist der niedrigeren Symmetrie der Ellipse
wegen grosser als diejenige der KP. Folgende EP gehen in dieselbe
KP iiber (vgl. Tabelle 2):

In einer folgenden Arbeit sollen verschiedene metrische
Probleme behandelt werden: u.a. Abhidngigkeit der Form, speziell
des Achsenverhiltnisses des Elementarparallelogramms vom Achsen-
verhiltnis der Ellipse, Untersuchung der Packungsdichte o (== Ver-
hdltnis der von den Ellipsen eingenommenen Fliche zur Gesamt-
fliche), der dichtesten Packungen (Nr. 3, 15, 27, 44, 44a;
0 = 7/2y3 = 0,907 = Dichte der dichtesten Kreispackung 6Ny ; vgl.
auch L. Fejes (8, 9)), der diinnsten Packung (= Nr. 531) und der
gleichen.

Pk,

o

=

Die Arbeit wurde in Pasadena (USA.) begonnen, als der Verfasser Qast
der Gates and Crellin Laboratories of Chemistry des California Institute of
Technology war. Er méchte auch an dieser Stelle Herrn Prof. Linus PauLinNg,
der American-Swiss Foundation for Scientific Exchange, der Stiftung zur Fér-
derung der wissenschaftlichen Forschung an der Bernischen Hochschule und
der Regierung des Kantons Bern fiir Einladung, Unterstiitzung und Urlaub den
besten Dank aussprechen.

Summary

In the previous paper a deduction of 54 essentially different packings of
ellipses in the crystal plane is given. A packing of ellipses is an arrangement
of ellipses which are equivalent with respect to one of the 17 plane groups
and which show positions such that, starting from a given ellipsis and passing
by the surrounding ones, one may reach any other ellipsis. The symmetry of
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Tabelle 2
Nr.mit EG . — KP mit EG | Nr.mit EG | — KP mit EG
! cl 3N, C} 22 Cay 4N, Cle
10 CYL |3Nybzw.3N;;| CI | 25 Ciy i i
6 C" [3Ngbzw.3Ny | ClY | 30 Ci , ”
16 Cay » . 33 Ciy . o
v II
23 (a) C2v » 2] 38 C4\r ” "
28 Ci 3N, ck 49 G 4N, Cj,
34 gl 3N; cll 54(a) | Cg, » "
21 Gl 3 N, cl¥ 39 Ci 4 Ng cil
31 cl, 3N, cl, 43(a) | clt ., N
32 (a) " - " 47 Gl 4N, or}
45 cl 3 Ng ch 42 cn 4Ny, G
41(a) | clt 3N, cll 52(2) | Cf, . .,
51(a) | Ciy 3Ny Chy n Ciy 4Ny Cay
46 cl 3N ') '
s X N“ 6 3 c} 5N, !
50
40 Csy 3Ny3 Cév 1
l 18 C-zv ” ”
53(a C ” »
@ 1 Cev u@ | Y . ,
2 cl AN, c! 37(a) | Cl 5Ng Civ
19(2) | cl! 4N, Gl 12 Cl, 5N, Ci.
I I
4 c} 4 Ny cw 48 Cs 5 Nj; Cs
14 Cg, » ”” 13 C;L 3 N6 CI21V
26 L
Cilvl X ';u 3 Ca 6N Co
7 c! 4N, cit I
§1] 15 CZV " ”
17 Cyy » » v
1 1 27 C2v ” ”»
29 C‘:‘ 4 N5 C4V 44 (a) C;[v ., Y
35 C4v ” n
36(3.) 2 ” 1
9 C;v 4 NG Cnllv
20 C;{Il »” ”
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an ellipsis being C,,—2m, C,—m, C,—2 or C;—1, one has to pick out all points
with these symmetries in all 17 plane groups and to look whether a packing
is possible or not. The results are illustrated by the figures and summarized
in Table 1. — The problem is a preliminary one, the main problem being the
deduction of all packings of ellipsoids in crystal space, which is important
for the crystal stereochemistry of organic compounds, because the shape of
many organic molecules is about ellipsoidal.
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Tafel |

Ellipsenpackungen in der Kristallebene

Nowacki

w.
Ober

Anmerkung za Fig. 5. Die Richtung der langen Achsen der Ellipsen ist

von der Richtung der langen Achse des Elementarp:

In der Figur ist dies vielleicht infolge des Ausziehens des Originals mit Tusche

nicht ohne weiteres sichtbar.
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