Zeitschrift: Schweizerische mineralogische und petrographische Mitteilungen =
Bulletin suisse de minéralogie et pétrographie

Band: 28 (1948)

Heft: 1: Festschrift P. Niggli zu seinem 60. Geburtstag den 26. Juni 1948

Artikel: Uber einige Beziehungen bei den kristallographischen
Symmetrieoperationen

Autor: Wojno, Tadeusz

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-23026

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 31.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-23026
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

Uber .
einige Beziehungen bei den kristallographischen
Symmetrieoperationen

Von Tadeusz Wojno, Warszawa (Polen)

Samtliche Symmetrieoperationen und Symmetriegruppen (Zyklen)
der geometrischen Kristallographie sind in zwei héchstsymmetri-
schen einfachen Formen, dem Hexakisoktaeder (hkl) und der dihexa-
gonalen Dipyramide (hkil) enthalten. Alle anderen Symmetriefille
sind Untergruppen davon, je nachdem das Achsenkreuz drei- oder
vierachsig ist.

Jedes Einzelsymbol der Gruppe (hkl) bzw. (hkil) ist mit jedem
anderen Symbol durch eine besondere Symmetrieoperation verbun-
den. Rein zahlenmaissig betrachtet, beruhen diese Operationen auf
Stellungs- und Vorzeichenwechsel der Indizes, wobei bekanntlich in
der (hkl)-Gruppe 6 Permutationen mit 8 Vorzeichenvariationen kom-
biniert 48 Fille ergeben, dagegen in der (hkil)-Gruppe zwar auch
6 Permutationen der ersten drei Indizes vorkommen, aber die Anzahl
der Vorzeichenvariationen auf bloss zwei beschrinkt ist, weil h und k
stets das gleiche Vorzeichen haben, welches demjenigen von i ent-
gegengesetzt ist. Mit den beiden méglichen Vorzeichen am Index 1,
welcher an den Permutationen nicht teilnimmt, ergibt das 24 Falle.

Man bekommt eine anschauliche Ubersicht iiber alle méglichen
Bezichungen zweier Symbole zu einander, wenn man, wie ich es
frither vorgeschlagen habel), graphische Zeichen -einfiihrt, be-
stehend aus Verbindungsstrichen zwischen den beiden untereinander
aufgeschriebenen Symbolen; diese Striche weisen darauf hin, an
welche Stelle der betreffende Index des oberen Symbols bei der
Symmetrieoperation hingeht. Der punktierte Strich bedeutet Vor-
zeichenwechsel. So wird z. B. der Ubergang vom hkl zu khl mit
> bezeichnet, weil die Beziehung

hkl
khl
1y Archive du Lab. de Min. de la Soc. Sc. de Varsovie 1 (1923), 153—-62.
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besteht, bei welcher h und k ihre Plitze wechseln und 1 zwar am
gleichen Platz bleibt, aber das Vorzeichen dndert.

Samtliche Zeichen der Symmetrieoperationen sind in der Tabelle
S. 123 zusammengestellt. Sie haben sich recht gut bewahrt, wenn man
z. B. alle Symbole aufschreiben will, welche zu einem Zyklus ge-
horen, also durch Wiederholung der gleichen Operation bis zur Iden-
titat erhalten werden. Auch kann man sie dazu benutzen, um alle
Flachensymbole einer einfachen Form aus dem gegebenen Symmetrie-
minimum einer Klasse abzuleiten. Man kann z. B. leicht zeigen, dass
zwei dreizahlige Achsen [-:—;—][111] und l%][ﬁl] geniigen, um das
tetraedrische Pentagondodekaeder abzuleiten. Man erhidlt namlich
zuniachst aus (hkl) mit Hilfe des entsprechenden Zeichens fiir

l g] [111] aus der Tabelle 2):

1. hkl, — 2. klh, — 3. lhk

Nochmalige Wiederholung gibt wieder das Ausgangssymbol hkl.

Die drei erhaltenen Symbole werden durch den Zyklus der

[g] [111] Achse folgendermassen umgewandelt:

(1) hkl, — 4. kih, — 5. Thk
(2) klh, — 6. Ink, — 7. hkl
(3) Ihk, — 8. hkl, — 9. klh

Davon sind die Symbole 4. bis 9. noch weiterer Umwandlung
durch[g—l [111] fahig, wobei z. T. bereits abgeleitete Symbole ent-

stehen konnen:
(4) klh, — 10. Ihk, — (7) hkl
(5) Thk, — (8) hkl, — 11. klh
(6) lnk, — 12. hkl, — (9) kih

was drei weitere Symbole 10. bis 12. ergibt. Hier wird die Ableitung
abgebrochen, weil in den letzten Zyklen die Symbole 7. bis 9. bereits
aufgetreten sind.

Nimmt man jetzt aber der Reihe nach alle Symbole vor, deren
Beziehung zu hkl noch nicht aus den obigen Operationen hervorgeht,

?) Auf die Benutzung der Zeichen im laufenden Text muB ich wohl aus
typographischen Riicksichten verzichten.
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also 6., 7., 8., 9., 10., 11. und 12,, so erhdlt man mit Hilfe der Ta-
belle alle anderen Symmetriecelemente, und zwar

aus 1. mit 6., 9), 10. und 11. — die beiden anderen dreizidhligen
Achsen [111] und [111] mit doppeltem Drehungssinn, -

aus 1. mit 7., 8. und 10. — drei zweizdhlige Achsen [100],
[010] und [001].

Diese letzte Ableitung lisst sich aber auch ohne Flichensymbole
direkt mit Operationszeichen ausfithren, wenn man
sie paarweise unter einander setzt,das Endresul-
tat beider Operationen ermittelt und zu neuem
Zeichen zusammensetzt. So folgt aus den beiden Zeichen

fiir [g][lﬂ]—» und [3] [111]— (mit rechtem Drehungssinn, — be-

zeichnet) die ebenfalls rechte [111] Achse, aus [111]« (links) und
[111]— (rechts) — die zweizihlige [100] Achse, usw.
Ebensoleicht lassen sich auf diese Weise alle Aufgaben losen,
die bei der Ableitung der Kristallklassen aus den Teilspiegelebenen
(P. NiggLi, Das Universalsymmetrieelement, N. J. f. Min. BB. LVII,
Abt. A. 1927, S. 617—630; G. WuULFF in seiner russischen Anleitung
zur Kristallographie 1904) vorkommen. Nimmt man z. B. an, im
kubischen System seien die Ebenen (001), (110) und (011) Teilspie-
gelebenen, die nur zu dreien spiegeln, so folgt, wenn man ihre Zei-
chen in dieser Reihenfolge unter einander setzt, dass ihre Gesamtwir-

kung der Spiegelinversionsachse l—g—] [111]«— gleichkommt. Andert
man die Reihenfolge, so bekommt man dazu auch [g][lil]. Fithrt

man aber die Ableitung weiter bis zum Ende, so folgt daraus die
Symmetrie der kubisch paramorphen Klasse.

Die Zahligkeit der Symmetrieoperationen ist an den gra-
phischen Zeichen leicht abzulesen, wenn man iiberlegt, nach wie-
vielen Einzeloperationen jeder Index in seine Ausgangsstellung mit
seinem urspriinglichen Vorzeichen zuriickkehrt.

Unar ist nur die Identitét[

1], bei der weder Platz- noch Vor-
zeichenwechsel stattfindet.

1

Binir sind diejenigen Operationen, bei denen

a) bloss Vorzeichenwechsel, aber kein Platzwechsel stattfindet,
also — mit (hkl) bzw. (hkil) als Ausgangssymbol — zweizihlige
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Achsen, z. B.[;][IOO]... (hkb), [-2][0001]... (hkil); Symmetrie-

ebenen [ 2] (100) ... (hkl), [ 2] (0001) ... (hkil) und Symmetrie-

H
zentrum 5
b) zwei Indizes Platz wechseln und entweder kein Vorzeichen-

— - —2
wechsel stattfindet, wie bei den S.E. [_;] (011) ... (hlk), [_2]

(0110) ... (hikl), oder derjenige Index sein Vorzeichen andert, wel-
cher an derselben Stelle bleibt, wie bei den Achsen {%] [011}...
(hlk) [ ][9110] (h_iki), oder schliesslich beide verstellbare In-
dizes gleichzeitig ihre Vorzeichen dndern, gleichgiiltig, was mit dem

dritten Index geschieht, wie bell ](011) (hlk),[g][oilj...
(hlk).

Fiir hexagonale Symbole ist ein ausreichendes Anzeichen dafiir,
dass die Operation bindr ist, wenn kein Platzwechsel, oder zwei
Platzwechsel vorkommen, da alle terndren und sendren Operationen
dreifachen Platzwechsel erfordern, Dabei wechseln in allen Opera-
tionen die ersten drei Indizes ihre Vorzeichen entweder gar nicht, oder
alle drei gleichzeitig; der vierte Index bleibt stets an demselben Ort
und kann deshalb den sonst biniren Charakter nicht storen.

Terndar sind diejenigen Operationen, bei denen alle drei, bzw.
erste drei Indizes Platz wechseln und ihre Vorzeichen dabei ent-

weder unverindert bleiben, wie bei [;] [111]... (klh und 1lhk),
I§] [0001]... (kihl und ihkl), oder zwei Vorzeichen geindert wer-
den und das dritte nicht, wie bei [gl[lil] g (lﬂl; und -l-('lh). (Letz-

terer Fall ist bei den Bravais’schen Symbolen nicht méglich.) Es
muss namlich, damit nach drei Operationen eines Zyklus das Sym-
bol seine urspriingliche Gestalt bekommt, jeder Index, welcher ein-
mal sein Vorzeichen geidndert hat, es nachher noch einmal dndern.
Das bedeutet aber, dass im terndren Zeichen zwei punktierte Striche
vorkommen. Dagegen kann der Platzwechsel aller drei Indizes un-
ter gleichzeitigem unpaarigen Vorzeichenwechsel erst nach sechs
Operationen zum Ausgangssymbol fithren: die Operation ist seniér,

wie ben[g][lll] .(klh und Ihk), [ }[111] (Ihk und klh),
0001] fitr alk 21 1=21, |19
[0001] fiir alle drei Fille [6]’ [—6]’ [6]
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Schliesslich quaternidr sind diejenigen Operationen, bei
welchen zwei Platzwechsel mit einem Vorzeichenwechsel an einem
der Platz wechselnden Indizes verbunden ist. Der an seinem Platz
bleibende Index kann dabei entweder das urspriingliche Vorzeichen

T . 4
behalten, wie bei [:][IOO], oder dndern, wie bei [;] [100]; nach

vier Operationen ist sowieso das Ausgangssymbol erreicht. Nach
zwe i Operationen dieser Art aber kehren zwar die beiden verstell-
baren Indizes an ihre urspriinglichen Pliatze, haben aber ihre Vorzei-
chen gedndert, was einer Drehung um eine zweizidhlige Achse gleich-
kommt, die im Zyklus der vierziihligen Achse enthalten ist.

Die Symbole der Symmetrieoperationen leitet man auf fol-
gende Weise ab,

Fiir jede von ihnen ist charakteristisch, dass sie ein bestimmtes
(,,spezielles*’) Symbol entweder unverindert lisst, oder in ein Sym-
bol mit entgegengesetzten Vorzeichen iiberfiihrt. Diese beiden Arten
von Spezialsymbolen werden zur Symbolisierung der Operationen
gebraucht, d. h. zur Ermittlung der L a g e der Symmetrieelemente im
Koordinatensystem, wihrend die Wirkung der Symmetrieelemente
daraus hervorgeht, wie sie ein Symbol von ganz allgemeinem Cha-
rakter (hkl bzw. hkil) umindern. Geometrisch miissen die Sym-
metrieelemente, da sie auch Koordinatenachsen in sich selbst oder
in einander iiberfiihren, symmetrische Lagen gegen dieselben haben.

1. Fiir die [dentitéat ist charakteristisch, dass alle beliebigen
Symbole unverindert bleiben, dass also das unverinderliche Sym-
bol ganz allgemein bkl bzw. hkil ist und alle mehr oder weniger
speziellen Symbole mit einschliesst. Hingegen kommt bei dieser
Operation «ie Bildung von entgegengesetzten Symbolen gar nicht vor.

Nun wird das unverdnderliche Symbol auf solche Weise erhalten,
dass man das allgemeine Ausgangssymbol dem nach der Operation
resultierenden Symbol gleichsetzt und die dabei erhaltenen Beziehun-
gen zwischen den Indizes in eines von den Symbolen einsetzt. Wir
werden das als I. Gleichsetzung bezeichnen. Ebenso erhidlt man das
Gegensymbol, wenn man im Ausgangssymbol alle Vorzeichen dndert
und das erhaltene Symbol dem aus der Operation resultierenden
gleichsetzt: wir werden das II. Gleichsetzung nennen. Fiir idie
Identitdt sind diese beiden Gleichsetzungen ganz trivial, weil ja die
Operation selber ganz formell ist. Wir bekommen als
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1

I. Gleichsetzung: h

h, k, | =1, und i = i, also hki, bzw. hkil
II. Gleichsetzung: = h, k

, 1 =1, und i = i, also 000, bzw. 0000

:rl?i'

woraus die volle Unbestimmtheit der unverinderlichen Flache und
die Nichtexistenz der Gegenfliche bei der [dentitit ausgedriickt wird.
Diese Zusammenstellung ist fiir die Identitit charakteristisch.

2. Fir die gewohnlichen Drehachsen ist charakte-
ristisch, dass eine einzige Fliache, ndmlich die zur Achse senkrechte,
als Einzelfliche mit unveranderlichem Symbol bestehen bleibt. Dabei
wandelt nur die zweizihlige Achse nach einmaliger Operation jede
zu ihr parallele Fliache in ihre Gegenfliche um; alle anderen Dreh-
achsen tun dies nicht. Demnach erwarten wir aus der I. Gleich-
setzung ein spezielles Symbol, welches als Symbol der Achse gelten
wind. Aus der II. Gleichsetzung muss im Falle der zweizdhligen
Drehachse ein mehrdeutiges Symbol eines zur Achse parallelen
Flaichenkomplexes hervorgehen; im Falle der drei-, vier- und sechs-
zihligen Drehachse muss das Resultat hier 000 bzw. 0000 sein. Wir
werden das an einigen Beispielen zeigen.

Beispiel 1. Ausgangssymbol
A.S. hkl
Resultierendes Symbol
R. S. hkl
Kein Platzwechsel, zwei Vorzeichenwechsel, Operation binir.

I. Gls. I =1, also 001
IL. Gls. = 1, also hk0.

I

l
=1 =
ol

I

[
Fala
—

h
h

Die Operation ist also [2] [001]; der zur Zone der Achse gehérende

Flachenkomplex ist (hk0).

Im Falle der zweizdhligen Achse erhdlt man das Symbol eben-
falls durch blosse Addition (Komplikationsregel) der beiden Sym-
bole hkl und hkl, das Symbol hk0 — durch Subtraktion.

Beispiel 2.
A.S. khl
R. S. lhk

Zwei Platz- und drei«Vorzeichenwechsel: Operation binir.

LGs. k=1 h=
IL Gls. k=1,

Fl o=

, 1 = k, also 101
s 2
, | == k, also khk, was[ ] [101] ergibt.

=1
i
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Das Gleiche aus der Komplikationsregel:

Addition: k41,0, k+1..... 101
Subtraktion: k—1, 2h, k—1. .. .. k'h'k'
Beispiel 3.
A.S. hkl
R.S. Ihk

Drei Platzwechsel mit zwei Vorzeichenwechsel, Operation ternir.

I.Gls. h =1 k=h,1 =Kk, daraus 111
_ o 3 —
Il. Gls, h =1 k = h, I = k, daraus 000, also [§] {111]
Beispiel 4.
A.S. hx
R.S. hlk

Zwei Platzwechsel, wovon einer mit Vorzeichenwechsel, Operation

gquaternar.
I.Gls. h=h k=11= k, daraus 100
R 4 o
. Gis. h = h, k = 1, | = k, daraus 000, also lz] [100]
Beispiel 5.
A. S. kihl
R. S. ihki

Platzwechsel der ersten drei Indizes, kein Vorzeichenwechsel, Ope-

ration ternir,
.Gls. k=1,i

l

h, h

|

k1=1

Da h 4 k=1 ist und i >h >k, kann fiir keine von Null verschiedene
Zahl h=k =1 sein. Das ergibt das Achsensymbol 0001.

II.Gls. k=1i=hh=k =1, also 0000.
. 3
Es ist also die Achse [§~] [0001].
Beispiel 6.
A.S. kihl
R. S. hkil

]
Platzwechsel der ersten drei Indizes mit drei Vorzeichenwechsel, also
eine senire Operation. Das unverinderte Vorzeichen bei 1 zeigt an,
dass es sich nicht um eine Inversion bzw. Spiegelungsachse handelt.
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.Gls. k=h,i=k h=1,1=1, also 0001
II.LGls. k=hi=k h=1il=]1 also 0000

woraus, l—g—] [0001] folgt.

3. Die Spiegelungen sind den Drehungen um zweizahlige
Achsen in Bezug auf Vorzeichenwechsel entgegengesetzt, weil die
Symmetrieebene einer zweizidhligen Inversionsachse gleichkommt.

Das hat zur Folge, dass die Zeichen fur Spiegelungen l:;] in der

Tabelle durch Vertauschen der ausgezogenen Striche in punktierte
und umgekehrt hervorgehen, der Zeichentypus aber sonst unveran-
dert bleibt. Infolgedessen werden bei den Symmetrieebenen im Ver-
gleich mit den entsprechenden zweizihligen Achsen die Gleichsetzun-
gen umgestellt, so dass nun die erste Gleichsetzung ein mehrdeutiges
Resultat ergibt, die zweite aber das spezielle Symbol der Ebene.

Analog dem Beispiel 1. wird die Spiegelung [E%] (001) folgender-

massen ausfallen:

A.S. hkl

R. S. hkl (dem hki des Beispiels 1 entgegengesetzt)
. Gs. h=h, k =k, | = I, daraus hkO

Il. Gls. h=h, k =k, | =1, daraus 001

Geometrisch ausgedriickt, bedeutet das, dass bei der Spiegelung
alle Flachen derjenigen Zone in sich selbst als Einzelflichen gespie-
gelt werden, welche bei der Drehung um die gleichnamige zwei-
zdhlige Achse in Gegenflichen umgewandelt werden, und dass nur
eine einzige Fliche in ihre Gegenfliache iibergefithrt wird, ndmlich
diejenige, welche zur Spiegelebene parallel ist und bei der Drehung
Einzelflache bleibt, in unserem Falle (001).

Direkte Addition und Subtraktion geben auch hier die Opera-
tionssymbole, und zwar die Addition das mehrdeutige Symbol der
zur Spiegelebene senkrechten Flichen, die Subtraktion das Symbol
der Spiegelebene. Aus diesen Griinden ist eine besondere Betrach-
tung iiber die Symmetrieebenen wohl iiberfliissig.

4. Ebenso ist die Inversion l%] der Identitat entgegenge-

setzt, Die erste Gleichsetzung und die Addition geben 000 bzw. 0000,
die zweite und die Subtraktion hkl bzw. hkil.

5. Die gleiche Beziehung besteht zwischen den drei-, vier- und
sechszihligen Drehachsen und den Drehinversions-und Spie-
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gelinversionsachsen. Durch Anderung aller Vorzeichen bei
unverdndertem Zeichentypus entstehen:

aus der dreizdhligen Drehachse [;’] die sechszihlige Spiegel-
inversionsachse [€] und zwar ebensowohl im kubischen, als auch
im rhomboedrischen System,

aus der sechszihligen Drehachse [E] die sechszadhlige Dreh-

_ 6 6
inversionsachse [3]
aus der vierzihligen Drehachse [T] die vierzihlige Spiegel-

inversionsachse [féf]

In allen diesen Fillen gibt die erste Gleichsetzung 000 bzw.
0000, die zweite das Symbol der Achse.

Auf Grund der beiden Gleichsetzungen ergibt sich also folgende
Unterscheidung der Operationstypen:
st das Resultat

so ist das betreffende

der I. Gleichsetzung

der [I. Gleichsetzung

Symmetrieelement

speziell
speziell
hkl, hkil
000, 0000
000, 0000

O e 03 b9

6. mehrdeutig

mehrdeutig
000, 0000
000, 0000
hkl, hkil
speziell

speziell

zweizihlige Drehachse
3, 4, 6-zihlige Drehachse
Identitiat

Inversion

4 und 6-zdhlige Drehin-
versions- oder Spiegel-
inversionsachse

Symmetrieebene

Nur bei den allgemeinen Symbolen (hkl) bzw. (hkil) ldsst sich
eindeutig bestimmen, durch welche von den 48 bzw. 24 Operationen
das eine Symbol aus dem anderen entsteht. Sind die Symbole mehr-
deutig oder ganz speziell, wie (hkk), (hk0), (110), (hki0), (0001)
usw., so gibt es auch mehrere Operationen, die das gegebene Paar
verbinden kénnen. Je weniger Flichen die dem Symbol entsprechende
einfache Form im Vergleich mit (hkl) bzw. (hkil) besitzt, desto
mehrdeutiger wird diese Beziehung sein.

So kann man z. B. hkk in hkk auf zweierlei Weise umwandeln:
einmal durch die Spiegelung in der Symmetrieebene (010), dann
auch durch die Linksdrehung um die vierzihlige Drehachse [100].
Schreibt man die beiden Symbole iibereinander, so sieht man, dass
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Tabelle 1

Zeichen fiir Symmetricoperationen an kristallographischen Symbolen

N s
[4]| woa | 1% X 2]| noo |1
(4) [010] > K 2) | [o10] |
H:M. [001] A1 X [001] o
2] . ol X
1 (100] [ ./\ [011] LNy
W ol AL o] | >
[001] i X fiol] e
2] o 2L 3K 0] | X
@ | [ 2 nio] | X
[111] P D o [:g] aooy | i1
[T11] W K @ | ©10) E
[%] [111] e i (001) | ]
@ | [ NN oK (o11) | X
[111] X X (011) | X
[111] XN K (101) o 5
1 (To1) KK
[T] (1) 11 (110) |
HONEEEE ato) | X |

die beiden h nur durch den senkrechten Strich verbunden werden
kénnen, hingegen die k entweder durch senkrechte Striche oder
kreuzweise. Fiithrt man aber diese beiden Operationen mit hkl als
Ausgangssymbol aus, so iiberzeugt man sich, dass daraus als resul-
tierende Flichen hkl und hik entstehen. Dieselben R.S. bekommt
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Tabelle 1 (Fortsetzung)

6 ] ! ‘\..? ;:'\:
o] © ‘ [0001] B |
_:g (6) " [oo01] >X i AKX
g (3) [0001] A XX
(6] 5 = % | Hume d
B | [0001] Al NS
2 L1 2 :
|2] | oo | iiir [2]| oo |y
@ | o i ™ e ]
[1210] > (1210) oS
[1120] X (1120) >
[0170] I (0110) | X |
[1070] L (1010) >
[1100] R (1700) X |1
o o Sl | i

In [] Symbole nach Niaawl, in () Symbole nach HermANN-MAUGUIN

man aber auch aus hlk als A.S. und zwar in umgekehrter Reihen-
folge. Also kommen dem Symbolenpaar hkk und hkk dieselben zwei
Operationen zu, wie zweien Paaren hkl, hik und hkl, hik. Nun wissen
wir, dass der Flache (hkk) auf der Kugel ein deltoides Gebiet ent-
spricht, welches aus den beiden Dreiecken (hkl) und (hlk) besteht.
Die Summe beider Symbole ergibt 2h, k-1, 14k, woraus h'k’k’
folgt. Um also alle zwischen zwei Symbolen speziellerer Formen
bestehende Beziehungen abzuleiten, kann man entweder die Symbole
selber vergleichen, wie es oben vorgeschlagen wurde, oder aber die
entsprechende Fliache in Teilgebiete zerlegen und die entsprechenden
Beziehungen ableiten. Die Zahl der Operationen wird der Anzahl
dieser Teildreiecke gleich sein, im Falle von (hkk) also 2.
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Die Symbole des Rhombendodekaeders ergeben fiir jedes Paar
48:12 = 4 Operationen. Fiir den Ubergang vom A.S. (110) zum R. S.
(101) sind es Rechtsdrehungen wm die Spiegelinversionsachsen [100]
und [111], Linksdrehung um die Drehachse [111] und zweizihlige
Drehung um [011]. Stellt man diese Operationen als zuverschiedenen
(hkl) gehorend auf, so zeigt es sich, dass (110) die Flichen hkl, khi,
hkl und khl reprisentiert, welche tatsichlich im Pol 110 den gemein-
samen Punkt haben.

Fiir den Ubergang vom A.S. 1010 zum R.S. 0110 taugen: die
Linksdrehung um die sechszihlige Achse [0001], Rechtsdrehung um
die gleichnamige Spiegelinversionsachse, Spiegelung nach (1100)
und zweizidhlige Drehung um [1120], also vier Operationen, entspre-
chend der Flichenzahl 6 des Prismas und den 4 im Punkte 1010
zusammenstossenden Fliachen hkil, hkil, ikhl und ikhl, deren-Summe
2h--2i, 0, —2h—21i, 0 betrigt, entsprechend dem Symbol 1010.

Besondere Beachtung verdienen schliesslich alle mehrfachen
Operationen, die ein mehrdeutiges oder spezielles Symbol unver-
andert lassen. Fiir allgemeine Symbole ist es nur die Identitit, in
den Spezialfillen sind es diejenigen Operationen, welche die hdchste
mogliche Flichensymmetrie angeben. Nimmt man z. B. das Symbol
(100) und sucht in der Tabelle alle Zeichen aus, welche an erster
Stelle den ausgezogenen vertikalen Strich fithren, welcher die Un-
veranderlichkeit des Index 1 anzeigt, so findet man als Flichensym-
metrie: die 4-zihlige Achse [100] mit zweifachem Drehungssinn, die
gleichnamige zweizihlige Achse und die Spiegelebenen (010), (001),
(011) und (011). Im tetragonalen System miissen fiir die Fliche
(100) alle diejenigen Zeichen wegfallen, welche den Platzwechsel
des zweiten und des dritten Index erfordern, weil in diesem System
der auf die c-Achse bezogene Index nicht permutiert. Es bleiben
also nur die zweizihlige Drehachse [100] und die Spiegelungen (010)
und (001), deren Zeichen bloss vertikale Striche enthalten. Diese
Operationen konnen aber fiir die Flache (100) auch im rhombischen
System gelten, weil in ihnen kein Platzwechsel vorkommt. Das tun
sie auch.

Anders bei dem Symbol (110), wo im kubischen System ausser
der Identitit alle diejenigen Operationen das Symbol unverdndert
lassen, bei welchen Zeichen mit zwei vertikalen ausgezogenen Strichen
bei den ersten zwei Indizes, oder mit ebenfalls ausgezogenen Kreuz-
chen am Anfang stehen. Es sind dies: Drehung um die zweizdhlige
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Achse [110] und Spiegelungen nach (001) und (110). Im rhombischen
System kann davon nur die Spiegelung nach (001) bestehen, die
keinen Platzwechsel (Kreuzchen) erfordert. Im tetragonalen Sy-
stem dagegen kann die kubische Flichensymmetrie in diesem Falle
bestehen,

Der Verfasser glaubt, in dem beschriebenen Verfahren ein niitz-
liches Hilfsmittel fiir manche Zwecke der theoretischen Kristallo-
graphie vorgeschlagen zu haben. Manche Aufgabe ldsst sich an Hand
der Operationszeichen schneller 16sen als durch geometrische Kon-
struktion. Einen weiteren Schritt wiirde das Ausarbeiten eines Ver-
fahrens fiir Punktsysteme der Raumgruppen bilden.

Summary

A graphical procedure is proposed to bring out clearly the relation-
ship existing between the 48 crystallographic symbols (h k 1) or the 21 sym-
bols (h k i1 1) respectively. The ideographs represented in the chart on page 123
when placed beneath a given symbol indicate the effect of the corresponding
symmetry operation. Thus the directions of the lines in the ideographs show
the displacements (if any) of the symbols from their original position while
dotted lines signify in addition a change in sign. :

Symbols of every symmetry operation may be found by two equations
(c. f. examples 1—06 p. 122). The first (,,I Gls* in the examples) between the
original symbol (AS) and the resulting symbol (RS); the second (,,Il Gls®)
between the inverted original symbol and the resulting symbol. The first
equation gives an invariant definite symbol in the case of the symmetry axes,
the second a definite symbol for inversion axes and symmetry planes. The
indefinite results 000 and 0000 signify the non-existence of identity as of in-
version in the given operation.

In the case of special face symbols as (100), (1010) etc. the relationship
is multiple as several transformations may give the same resulting symbol.
The result is as though the face consisted of a number of general faces, e. g.
the face (110) of (h k 1), (k h 1), (h kT), (h k ). In such cases the number of
operations is equal to 48 (or 24) divided by the number of faces contained in
the form (for (110) it is 48:12:=4).

Finally the highest possible face symmetry and the symbols of its sym-
metry elements may be found by seeking with the aid of the chart those
operations which leave the original symbol unchanged.

Eingegangen: 25. November 1947,
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