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Uber eine graphische Auswertung der
Achsenwinkel-Gleichung
Von Hans Waldmann, Basel
Wissenschaftliiche Laboratorien der F. Hoffmann-La Roche & Co., A.-Q.

Der Zusammenhang zwischen dem Winkel V, der optischen
Achsen und den drei Hauptbrechungsindices n., ns, n, optisch zwei-
achsiger Kristalle wird eindeutig dargestellt durch die bekannte Be-
ziehung:
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Fiir andere trigonometrische Funktionen des Winkels V lassen sich
ganz idhnliche, fiir den praktischen Gebrauch aber ebenso umstind-
liche Formeln aufstellen. Die Schwerfilligkeit dieser Ausdriicke zeigt
sich vor allem bei serienmissigen Berechnungen von Achsenwinkeln,
wie diese bei petrographischen oder chemisch-kristallographischen
Untersuchungen, z. B. in einer Mischkristallreihe, vorkommen kdnnen,
oder aber, wenn es sich zu Kontrollzwecken darum handelt, rasch
zu tberpriifen, ob voneinander unabhingig ermittelte Werte der
Hauptbrechungsindices und des Achsenwinkels miteinander vereinbar
sind. In den zahlreichen Fillen niedriger Doppelbrechung lasst sich
der komplizierte Ausdruck I erfolgreich durch eine Niaherungsformel
vom Typus Il (siehe unten) ersetzen; fiir héher doppelbrechende
Kristalle vermag jedoch nur die vollstindige Gleichung 1 brauchbare
Werte fiir den Achsenwinkel zu liefern. Doppelbrechungen iiber 0,15
sind allerdings unter den natiirlich vorkommenden Mineralien seltent),
dagegen treten solche und noch viel grossere Differenzen der Haupt-
brechungsquotienten bei Kristallen organischer Verbindungen iiber-
raschend hiufig auf; in Tabelle 1 sind einige typische Beispiele zu-
sammengestellt.

Bei den einfachen, sog. MaLLARD’schen Nidherungsformeln sind
als bestimmende Faktoren die Differenzen der Hauptbrechungs-

1) Die Gruppe der Karbonate von Mg, Ca, Fe, Zn, Mn, Pb, ferner Hiamatit,
Lepidokrokit, Malachit, Rutil und Schwefel sind die bekanntesten.
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indices aus der exakten Gleichung herausgeschilt worden. So er-
hilt man den der Gleichung (I) entsprechenden Ausdruck:

tg®V, =8l (1)

Diese Niherungsformeln liefern zu niedrige Werte fiir den Achsen-
winkel, wobei die stirksten Abweichungen bei 2V um 9090 liegen.
Man kann zeigen, dass der Fehler des so berechneten Achsenwinkels
mit sinkender mittlerer Lichtbrechung einerseits und mit steigender
Doppelbrechung andererseits rasch anwichst2). Fiir niedrige Doppel-
brechungen bis hochstens 0,10 geben die Niherungsformeln den
optischen Charakter im allgemeinen richtig wieder und man erhilt
auch brauchbare Werte fiir den Achsenwinkel. Sie haben daher in
der Praxis der petrographischen Mikroskopie ihre Bedeutung, be-
sonders auch deshalb, weil an Stelle der Doppelbrechungen die
direkt gemessenen Gangunterschiede eingesetzt werden konnen
(NigoL, 4).

Es fehlt nicht an Bestrebungen; diese in verschiedener Form hiufig wieder-
kehrende Berechnungsaufgabe sowohl nach einer der exakten wie nach einer
der Niherungsformeln durch graphische Auswertung zu vereinfachen:

Wrignt (8) hat auf der Naherungsformel sin?Vy = (nz—n)/(ny—nq)
ein recht einfaches Diagramm fiir V aufgebaut. Als bestimmende Gréssen
erscheinen nur Doppelbrechungswerte. Durch die Verwendung der sin-Formel
wird fiir das Achsenwinkelfeld ein etwas unsymmetrisches Strahlenbiischel er-
halten, das zudem ungewohnterweise zwischen schiefwinkligen Koordinaten
liegt. Im Rahmen der Anwendbarkeit der Niherungsformel ist das Diagramm
brauchbar fiir Doppelbrechungen bis 0,09.

Das von BorLpirew (1) 1911 fir den Gebrauch bei Messungen mit dem
Universaldrehtisch ausgearbeitete Diagramm ist ebenfalls ausschliesslich auf
der Verwendung der Hauptdoppelbrechungen aufgebaut, jedoch unter Anwen-
dung der exakten Formel 1. Im Schnittpunkt der rechtwinkligen Koordinaten-
achsen (ny-— ng) und (ng— n.) entspringt das Strahlenbiischel der Achsen-
winkel 2V, das mit zunehmender Doppelbrechung allmahlich gegen die Ab-
szissenachse (ny— ng) hin abbiegt. Die Anwendung der genauen Formel setzt
voraus, dass der Absolutwert eines Hauptbrechungsindex bekannt ist. Boti-
DIREw wihlt hierfiir ng. Um den verschiedenen Méglichkeiten Rechnung tragen
zu konnen, sind die Achsenwinkelkurven fiir die 3 Werte nsz = 1,50, 1,65 und

?) Das von Rosch und StUrensurc (6) angefithrte Zahlenbeispiel ist nicht
richtig durchgerechnet. Die Abweichungen betragen ungefahr das 3fache und
zwar im entgegengesetzten Sinne. Die nach der exakten Formel berechneten
Achsenwinkel sind firr dieses Zahlenbeispiel wie folgt zu berichtigen (Secite
590, 5. Zeile von oben):

V = 46039’ 4699’ 45041’ 145029’ 535046’ T4°12’, (gegeniiber 45°0’ nach
der Naherungsformel).
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2,00 berechnet und in verschiedener Signatur eingezeichnet. Dadurch ldsst sich
in einfacher Weise interpolieren. Der Messbereich dieser Tafeln erstreckt sich

bis (ny—ng) oder (ng— ne) = 0,125,
RoscH und STURENBURG (6) verwenden fiir ihr auf Grund der genauen
Formel 1 abgeleitetes Diagramm die einzelnen Hauptbrechungsindices nq, ng
ng ny

und ny, und zwar setzen sie diese in der Form der Quotienten i und =
o o

zum Achsenwinkel in Beziehung. Die genannten Quotienten der Brechungs-
indices werden ebenfalls auf graphischem Wege in einer Vortafel bestimmt.
Die nicht besonders iibersichtliche Haupttafel stellt zwei Scharen sich iiber-
schneidender Buischel S-férmiger Kurven dar. Diesem Diagramm kann ausser
dem Winkel V, der optischen Achsen (dem Binormalenwinkel) auch noch
der Biradialenwinkel B, entnommen werden. Aus der Differenz zwischen dem
Achsenwinkel und dem Biradialenwinkel erhdlt man Aufschluss {iber die Grosse
der konischen Refraktion. '

SmitH (7) legt seinem Diagramm die oben angefithrte Niherungsformel
II' zu Grunde, die, wie alle 12 moglichen, einander gleichwertigen Formeln
auf Differenzen der Brechungsindices aufgebaut ist. Durch die Auswahl eines
die Hauptdoppelbrechungen (n, —n3) und (ng — n.) enthaltenden Ausdruckes
ist es dem Autor méglich geworden, die einzelnen Hauptbrechungsindices
seibst zu beniitzen. Diese werden auf einem verschiebbaren, linear geteilten
Masstab verwendet. Das zwischen rechtwinkligen Koordinaten liegende, durch
ein Strahlenbiischel nach tg2V geteilte Achsenwinkelfeld ist auf die Spitze
gestellt. Der die Brechungsindices enthaltende Masstab wird senkrecht zur
459-Linie mit dem Wert ny, an die Spitze des Diagrammes angelegt und die
Stellen ny bzw. n, auf die Koordinatenachsen des Achsenwinkelfeldes proji-
ziert, wodurch dort die Abschnitte (n,-——ng) und (ng— n,) auftreten. Diese
bestimmen den Achsenwinkel. Das Diagramm weist die theoretisch bedingten
Fehler auf, die bei Achsenwinkeln um 90¢ und bei hohen Doppelbrechungen
am grossten werden,

Lane Jr. und SmitH (2) haben noch ein weiteres Diagramm verdffentlicht,
das weder auf der Niaherungsformel noch genau auf der Achsenwinkelgleichung
beruht. Der Grundgedanke der mathematisch einwandfreien Konstruktion ist
die Ermittlung des Winkels zwischen der stumpfen Mittellinie und der Spur
des Kreisschnittes nz im Ellipsenhauptschnitt ny-n.. Die recht originelle Losung
erfolgt unter Zugrundelegung der 3 Hauptbrechungsindices rein geometrisch
nach dem Prinzip des sogenannten Ellipsenzirkels, wobei aber nur der eine
gesuchte Punkt der Ellipse bestimmt wird. Das Verfahren eignet sich beson-
ders filr hohere Doppelbrechungen und Achsenwinkel zwischen 60 und 1209,
ist aber fiir die Erkennung der Zusammenhinge in der Indicatrix nicht sehr
anschaulich.

Im Nachfolgenden wird auf Grund allgemeiner Uberlegungen
iiber die Zusammenhinge im Indexellipsoid eine weitere graphische
Auswertung firr die Achsenwinkelgleichung entwickelt. Diese steht
gegeniiber den besprochenen an Einfachheit in der Handhabung nicht
zuriick, iibertrifft dieselben aber sowohl im Messbereich (Licht- und
Doppelbrechung) und in der Mannigfaltigkeit der Anwendungsmog-
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lichkeiten als auch in der Anschaulichkeit der dargestellten Zu-
sammenhinge.

Als Grundlage kommt hierfiir nur die exakte Gleichung (I) in
Frage. In dieser sind vier an und fiir sich unabhingige Gréssen zu-
einander in Beziehung gesetzt, nimlich die drei Hauptbrechungs-
indices n,, np, ny und der Winkel V, zwischen einer optischen Achse
und der Richtung von n,. Durch je drei dieser Gréssen in beliebiger
Kombination wird die vierte eindeutig bestimmt. Es kann gezeigt
werden, dass an Stelle der drei Hauptbrechungsquotienten auch zwei
Doppelbrechungen zusammen mit einem Brechungsindex, z.B. nj;,
treten konnen. In dieser Hinsicht weist das neue Diagramm eine ge-
wisse Ahnlichkeit mit den BoLpirew’schen Tafeln (loc. cit.) auf.

Die bildliche Darstellung des Zusammenhanges von vier Va-
riablen erfordert ein riumliches Diagramm; fiir eine Darstellung in
der Ebene miissen die vier Bestimmungsstiicke auf deren drei redu-
ziert werden. Dies ist moglich durch die Aufteilung des Diagrammes
in zwei Teile. Wir nennen sie hier:

Feld der Brechungsindices und

Feld der Achsenwinkel.
Die Verbindung der beiden Teile erfolgt iiber eine mathematische
Transformation, die wir als , Achsenverhilinis der Indicatrix‘ be-
zeichnen. Dieses ist ganz analog dem in der Kristallmorphologie ge-
briauchlichen Achsenverhiltnis aufgebaut, indem der mittlere Bre-
chungsindex ng, entsprechend dem Achsenabschnitt der Einheitsflache
auf der Querachse b, zur Einheit gewihlt wird.

Das Achsenverhidltnis der Indicatrix liefert die re-
lativen Brechungsquotienten A und C, bezogen auf die optische Nor-
male np, ndmlich:

Ne:Ng:n, = A:1:C,
wobei A= E: immer < 1 und (i)
C=" immer ~ 1 jst.
Ng

Aus dieser Formulierung ergibt sich ohne weiteres die relative
Doppelbrechung zu

n,—ng,
(C— A) = J’n;”’ .

Die neu gewonnenen Grossen A und C setzt man in die reziprok-
quadratische Form der exakten Achsenwinkelgleichung (I) ein und
erhilt:
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L o_q
2

(1V)

Diese Form IV der Achsenwinkelgleichung enthilt nur noch den Zu-
sammenhang zwischen drei Gréssen, Vy, A und C; sie ist also fiir
eine ebene graphische Darstellung geeignet. Bevor auf das Achsen-
winkeldiagramm selbst eingegangen wird, sollen zuerst noch einige
Gesichtspunkte besprochen werden, die sich aus dem Achsenverhalt-
nis der Indicatrix ergeben.

Das Achsenverhaltnis der Indicatrix hat, wie aus den Formeln I11
deutlich hervorgeht, die Eigentiimlichkeit, dass der relative Brechungs-
index A stets kleiner 1, C dagegen immer grosser als 1 sein muss.
Aus dieser Tatsache ergeben sich zwanglos die sog. optisch positiven
bzw. negativen Formen der Indicatrix. Durch die Analogie in der
Ableitung der Achsenverhiltnisse findet man weiter eng iiberein-
stimmende Beziehungen zwischen Kristallmorphologie und Kristall-
optik:

1. Dem kubischen Kristallsystem entspricht die optische Iso-
tropie mit dem Achsenverhiltnis der Indicatrix = 1.

2. Die wirteligen Kristallsysteme, Tetragonal, Hexagonal und
Rhomboedrisch mit dem Achsenverhiltnis a:c stimmen mit der op-
tischen Einachsigkeit {iberein. Hier lautet das Achsenverhiltnis der
Indicatrix entweder 1:C fiir die optisch positiven oder A:1 fiir die
optisch negativen Kristalle, wobei die Richtungen A bzw. C immer
mit der mehr als zweizihligen morphologischen Hauptachse zu-
sammenfallen. BeimVergleich der Konsequenzen des morphologischen
und des optischen Achsenverhiltnisses zeigt sich — gewissen Ge-
dankengingen von NioGLI (3) iiber die extrem planaren bzw. stenge-
ligen Typen in den wirteligen Kristallsystemen folgend — eine ge-
wisse, wohl im wesentlichen durch die Massenverteilung in der
Struktur bedingte Parallelitit der Erscheinungen. Infolge der ver-
schiedenartigen Definition der miteinander zu vergleichenden Phino-
mene ergibt sich zahlenmissig ein reziprokes Verhalten 3) : Dem pla-
naren oder (001)-Typus kommt das morphologische Achsenverhiltnis
a:¢c = 1:> 1 zu, wihrend im optischen Verhalten solche Kristalle
vorwiegend negativ sind, also das Achsenverhiltnis der Indicatrix

%) Dié Parallelitit kime auch in der mathematischen Formulierung zum
Ausdruck, wenn in der Achsenwinkelgleichung an Stelle der Brechungsindices
mit Licht-Fortpflanzungsgeschwindigkeiten operiert wiirde.
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1:A = 1:<C1 lautet. Fiir den achsialen oder [001]-Typus gilt das
Umgekehrte. ‘

3. Bei den niedrig symmetrischen Kristallsystemen, Rhombisch,
Monoklin und Triklin, tritt mit dem dreiachsigen Indexellipsoid auch
der vollstindige Ausdruck A:1:C fiir das Achsenverhiltnis der In-
dikatrix in Erscheinung. Fiir jede gegebene Kombination der relativen
Brechungsindices A, 1 und C wird ein eindeutig bestimmter Achsen-
winkel festgelegt. Die Grundgleichung (I) gibt den Winkel V,, d.h.
der Achsenwinkel wird stets zwischen einer optischen Achse und der
Richtung n,, der grossten Symmetrieachse des Indexellipsoids, ge-
messen. Im Gegensatz zu dieser eindeutigen Definition bezeichnet
man im allgemeinen als Achsenwinkel 2V den spitzen, von den beiden
optischen Achsen eingeschlossenen Winkel. Diese auf experimentelle
Gegebenheiten zuriickzufithrende Bevorzugung des spitzen Achsen-
winkels erfordert eine erginzende Charakterisierung der Achsenbilder
als ,,positiv‘* bzw. ,negativ‘‘, je nachdem, ob als erste (oder spitze)
Mittellinie die Richtung n, oder n. auftritt. Die Bezeichnungen ,,0p-
tisch positiv® und ,,optisch negativ‘‘ sind aber in der Achsenwinkel-
gleichung gar nicht enthalten und ihre Einfithrung bildet die Ursache
haufiger Unklarheiten, besonders bei 2V um 909, welche durch die
Bezeichnung der Winkel von O bis 180¢ ohne weiteres unterdriickt
werden '). Bei konsequenter Anwendung der strengen mathemati-
schen Formulierung, wie sie beispielsweise auch im Lehrbuch von
PockEeLs (5) angestrebt, sonst aber kaum angetroffen wird, eriibrigt
sich jede weitere Beschreibung eines zweiachsigen Achsenbildes wie
,»positiv oder ,negativé?),

Durch Spezialisierung der Gleichung IV kann man die Bedin-
gung ableiten, durch welche sich die sogenannten ,,optisch positiven*
und ,,optisch negativen‘ zweiachsigen Kristalle voneinander unter-
scheiden:

Achsenwinkel Indicatrix Bedingung
2V, = 0— 90° »Opt. positiv¢ 1/A% + 1jC2 <2
2V, — 90— 180° ,Opt. negative 1/A? + 1)C2 => 2.,

1) Vergl. z.B. in LanpboLT-BorNsteIN, Physikalisch-chemischie Tabellea
(5. A.), Tabelle 172: ,Brechungsexponenten und Achsenwinkel zweiachsiger
Kristalle; in den Fillen, wo nicht alle drei Hauptbrechungsindices mitgeteilt
sind, kann man mit den Angaben dieser Tabelle gar nichts anfangen.

%) Fiir einachsige Kristalle muss zugegeben werden, dass die Unterschei-

dung von ,positiven’* und ,negativen Achsenbildern einfacher ist als die
Angabe der Achsenwinkel 0° bzw. 1800,



Uber eine graphische Auswertung der Achsenwinkel-Gleichung 333

Und fiir den Achsenwinkel 2V = 0090, d.h. fiir den optisch zwei-
achsig-intermediidren Typus, ergibt sich nach Gleichung (1V) die Be-
dingung:

1/A% + 1/C* = 2.

Nach diesen theoretischen Erorterungen wollen wir uns wieder
dem Achsenwinkeldiagramm zuwenden (siehe Tafel).

Der obere Teil desselben ist das Feld der Brechungs-
indices. Es stellt den Zusammenhang dar zwischen den Haupt-
brechungsindices und dem Achsenverhaltnis der Indicatrix. Die Or-
dinatenachse N ist von unten nach oben geteilt nach steigenden
Werten von n2. Die Abszisse weist eine sog. reziproke Teilung 1,x%
auf mit von links nach rechts steigenden Werten von x2 = A2 bzw.
C2. Der Bereich C2 erstreckt sich von der Null-Linie ganz rechts
aussen bis zum Abszissenpunkt 1,00, dort beginnt der Bereich AZ.
Der Nullpunkt dieses Koordinatensystems befindet sich am rechten
Rande im Schnittpunkt der Abszisse 1/C2 = 0 (also C2 = oo) mit der
Ordinate n2 = 0. In diesem Punkt entspringt ein Strahlenbiischel;
jeder Strahl entspricht einem konstanten Brechungsquotienten inner-
halb einem verdnderlichen Achsenverhiltnis der Indicatrix, ausge-
driickt durch 1/C2 bzw. 1/A2. Von diesem Nullpunkt aus ldsst sich
aus zusammengehorigen Kombinationen von Hauptbrechungsindices
n., ng und ny sehr einfach das Achsenverhiltnis der Indicatrix auf-
stellen: Man findet den Wert A links von der Ordinatenachse N auf
der Héhe ng im Schnittpunkt mit dem Strahl vom Nullpunkt durch
den Punkt n. auf der Ordinatenachse N, Der Wert C wird ganz analog
gefunden rechts von der Ordinatenachse auf der Hohe nz im Schnitt-
punkt mit dem Strahl durch n,. Im Diagramm ist als erlduterndes
Beispiel der rhombische Schwefel dargestellt, vgl. dazu auch die
Tabelle 1.

Der untere Teil des Diagrammes, ein auf der Hypothenuse
stehendes, gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck darstellend, istdas
eigentliche Achsenwinkelfeld. Dieses hat seinen Null-
punkt bei der Abszisse 1 des Feldes der Brechungsindices. Aus dieser
Lage des Nullpunktes ergeben sich als Teilungen der Koordinaten-
achsen dieses Feldes die Ausdriicke (1/A2 — 1) bzw. (1 — 1/C2). Im
Nullpunkt entspringt wiederum ein Strahlenbiischel, welches das
Achsenwinkelfeld nach tg?V unterteilt und zur Winkelhalbierenden,
die 2V = 909 darstellt, symmetrisch angeordnet ist. Fiir die Be-
stimmung des Achsenwinkels wird das nach den vorangehenden An-
gaben ermittelte Achsenverhiltnis der Indicatrix auf die Koordinaten-



334 Hans Waldmann, Basel

achsen des Achsenwinkelfeldes iibertragen. Die Lage des Schnitt-
punktes der entsprechenden Koordinaten im Achsenwinkelfeld er-
gibt sofort die Grosse des gesuchten Winkels; vgl. auch hier das im
Diagramm eingezeichnete Beispiel Schwefel. — Ganz dhnlich ge-
staltet sich bei Kenntnis von n; die Berechnung des Achsenwinkels
aus den gemessenen Werten von zwei Hauptdoppelbrechungen: Man
gewinnt daraus durch Division durch ns die relativen Hauptdoppel-
brechungen. Mit diesen Grossen wird im Achsenwinkelfeld genau
gleich operiert wie oben beschrieben.

Das Gesamtdiagramm besitzt zwei Eigentiimlichkeiten, auf die
noch besonders hingewiesen werden muss: Gemaiss Gleichung (IV)
ist das ganze Diagramm nur aus quadratischen bzw. quadratisch-
reziproken Ausdriicken aufgebaut, namlich n2, tg2V, 1/A2 1/C2 bzw.
(1/A? —1) und (1 — 1/C?). Infolge dieser Einheitlichkeit kann das
ganze Diagramm anstatt nach den genannten quadratischen Grossen
ohne Nachteil fiir die Anwendbarkeit nach den linearen Grund-
einheiten n., n, ny, A, C, 2V (an Stelle von V), ferner (C — A) =
(ny—n.),/n3 beschriftet werden; ja die Ubersichtlichkeit wird durch
diese Bezeichnungsweise sogar erhoht. Der Aufbau aus quadrati-
schen Ausdriicken bringt weiter mit sich, dass alle wesentlichen Be-
zugselemente der Darstellung streng geradlinig sind $). Auch dies
ist fiir die Ubersichtlichkeit von grossem Vorteil. Die einzigen nicht
geradlinigen, aber nur dusserst schwach gekriimmten Bezugselemente
sind die weniger wichtigen Kurven gleicher Doppelbrechung (C—A).

Das im Vorstehenden erliuterte Achsenwinkeldiagramm enthilt
ausser dem allgemeinen Fall der optisch zweiachsigen Indexellipsoide
~ alle anderen Mdglichkeiten, nimlich die Isotropie und die Einachsig-
keit als Spezialfille in folgerichtigem Zusammenhang und veran-
schaulicht damit die Uberlegungen, die aus dem Achsenverhiltnis
der Indicatrix abgeleitet worden waren: Der Nullpunkt des Achsen-
winkelfeldes entspricht der Isotropie. Die optisch einachsig-positiven
bzw. -negativen Rotationsellipsoide werden durch die vom Isotropie-

8) Selbst die Aufteilung des Achsenwinkelfeldes ist streng geradlinig,
denn die Formel IV (Seite 331) enthilt in versteckter Form die lineare Glei-
chung fiir ein Strahlenbiischel mit den Koordinaten x= (1 — 1/C2) und y=
(1/A2 — 1). Der Nullpunkt liegt bei 1/C2 = 1/A2 =1, und der variable Rich-
tungskoeffizient der Strahlen hat den Wert w = tg?V. In dieser Tatsache
liegt der Unterschied gegeniiber dem sonst sehr dhnlichen Achsenwinkeldia-
gramm von Bowprew (loc. cit.). In seiner Darstellung haben die Koordinaten-
achsen linearen Masstab, was bewirkt, dass die Aufteilung des Achsenwinkel-
feldes durch zunehmend gekriimmte Linien erfoigt; dagegen sind die Linien
gleicher Doppelbrechung bei BoLpirew wiederum Geraden.
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punkt ausgehenden Koordinatenachsen dargestellt. Das von diesen
beiden Geraden eingeschlossene Feld enthilt alle Moglichkeiten op-
tisch zweiachsiger Kristalle und zwar geht das ,,zweiachsig-positive
Feld von der einachsig-positiven Geraden aus, das ,zweiachsig-
negative Feld“ von der entsprechenden einachsigen Geraden aus;
dort, wo die beiden Felder zusammenstossen, liegt der optisch zwei-
achsig-intermediire Typus mit 2V == 900. Im Achsenwinkeldiagramm
tritt auch die Doppelbrechung (n, —n.) — (C —A)-np als selb-
stindige Grosse auf. Hier zeigt sich nun sehr deutlich, dass der
Achsenwinkel in keinem Zusammenhang mit der Gesamtdoppel-
brechung steht; fiir jede gegebene Doppelbrechung sind a priori alle
Achsenwinkel 2V von O bis 1809 moglich.

Uber die Ablesegenauigkeit ist folgendes zu sagen: Da das Dia-
gramm auf der exakten Formel aufgebaut ist, sollte jede Ablesung
frei von prinzipiellen Fehlern sein. Im Feld der Brechungsindices
wird die Ablesegenauigkeit mit steigender mittlerer Lichtbrechung
giinstiger, entsprechend dem progressiven Ansteigen von n2, Im
Achsenwinkelfeld ist die Ablesegenauigkeit am grossten bei Achsen-
winkeln 2V zwischen 50 und 130° sowie bei hohen Doppelbrechun-
gen; gegen den Isotropiepunkt hin wird sie immer schlechter. In
diesem Bereich hingt sie im Wesentlichen vom Masstab der Zeich-
nung, genau genommen vom Masstab der reziprok-quadratischen Tei-
lungen A und C ab. Auf diesen fiir den Anwendungsbereich des Dia-
grammes wichtigen Punkt kommen wir noch zuriick. Bei Achsen-
winkeln in der Nachbarschaft der Einachsigkeit, d. h. unter 20? oder
iiber 1609, ist die Ablesegenauigkeit ebenfalls gering. Die Griinde
hiefiir sind — im Gegensatz zu oben — in der Natur der Erscheinung
zu suchen: In diesem Gebiet wird die Achsenwinkelfunktion dusserst
empfindlich auf geringe Anderungen in den Brechungsindices ?) (auch
auf kleine Fehler bei deren Bestimmung), da bei kleinen positiven
Achsenwinkeln der Zihler, bei kleinen negativen Winkeln der Nenner
in Gleichung IV gegen Null hinstrebt.

Zur Vervollstindigung sind in Tabelle 1 einige Mineralien und
organische Verbindungen mit hoher und hochster Doppelbrechung
zusammengestellt. Die Beispiele sind nach steigendem (11,--n.) ge-
ordnet. Die Tabelle enthilt ausserdem die Achsenwinkel und die re-
lativen Brechungsindices A und C. Diese wenigen angefiihrten Bei-

") Der Ubergang der Ebene der optischen Achsen in eine zur Ausgangs-
lage senkrechte Ebene unter Durchlaufen der Einachsigkeit [(ny—np) oder
(1 —ng) = 01] in Abhingigkeit von der Lichtwellenlinge ist ein Beispiel
hiefiir (Brookit).
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spiele zeigen schon, dass zwischen der mittleren Lichtbrechung (ny),
der Grosse der Doppelbrechung oder des Achsenwinkels keine ein-
fachen Zusammenhinge bestehen.

Von den Anwendungsmoglichkeiten dieses Achsenwinkeldia-
grammes sind in der Einleitung schon zwei kurz gestreift worden,
namlich: '

1. An Hand dieses Nomogrammes sind Kontrollbestimmungen
rasch durchfithrbar, wenn es sich darum handelt, ob eine zahlen-
missig durchgefithrte Berechnung fehlerfrei ist oder aber, ob unab-
hingig voneinander gemessene Werte der Hauptbrechungsindices
oder -doppelbrechungen und des Achsenwinkels miteinander im Ein-
klang stehen.

2. Die serienmissige Ermittlung von Achsenwinkeln, wie sie bei
petrographischen oder chemisch-kristallographischen Untersuchungen
vorkommen kann, wird durch das graphische Verfahren sehr einfach.
Als Beispiel fiir eine derartige Studie sei die Ermittlung der Ab-
hingigkeit der optischen Charakteristika in einer Mischkristallreihe
von der kontinuierlichen chemischen Verianderung ihrer Zusammen-
setzung genannt.

3. Dieses Achsenwinkeldiagramm erscheint auch fiir eine Ver-
wendung im Unterricht sehr geeignet. Das aus den relativen Brechungs-
indices nach n; abgeleitete Achsenverhiltnis der Indicatrix lisst einer-
seits die Zusammenhidnge zwischen den verschiedenen kristallopti-
schen Erscheinungen, wie isotrop, einachsig (positiv oder negativ)
und zweiachsig, recht anschaulich werden, andererseits auch eben
diese optischen Verhiltnisse mit der Kristallmorphologie in Parallele
setzen.

Fiir die Anwendung im einzelnen seien noch einige Beispiele gegeben:

Die den Hauptbrechungsindices entsprechenden Punkte n n3 und n,
werden auf der Ordinatenachse aufgesucht. Durch den Punkt ng tegt man
eine Parallele zur Abszissenachse und zieht von ny und n, aus die Strahlen
nach dem Nullpunkt des Feldes der Brechungsindices. Den Wert A des Achsen-
verhiltnisses der Indicatrix findet man links von der Ordinatenachse auf der
Hohe ng im Schnittpunkt mit dem Nullpunktsstrahl; der Wert C wird rechts
von der Ordinatenachse auf ganz analoge Weise ermittelt. Die Punkte A und
C werden anschliessend auf die Koordinatenachsen des Achsenwinkelfeldes
iibertragen und ihr Schaittpunkt innerhalb des Feldes festgestellt. Dieser
Schnittpunkt ergibt den gesuchten Achsenwinkel und zwar 0—90° fiir ,,optisch
positive‘ bzw. 90—180¢ fiir ,negative Kristalle. Oder:

Man bildet auf rechnerischem Wege aus den bekannten Werten der
Brechungsindices das Achsenverhiltnis der Indicatrix und sucht im Achsen-
winkelfeld den diesen Achsenabschnitten entsprechenden Winkel auf.
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Auch die einer Messung leicht zuginglichen Hauptdoppelbrechungen
lassen sich — wie z.B. in den BovLbirew’schen Tafeln — direkt fiir dic Be-
stimmung des Achsenwinkels verwenden, allerdings unter der Voraus-
setzung, dass np bekannt ist. Gegeben seien beispielsweise (ng— ng),
(ny—ne) und ng. Man bestimmt mittels Division durch ng die relativen
Doppelbrechungen (ng—nJ)/ng = (1—A) und (n,— n,)/ng = (C— A).
Den Wert A sucht man auf der linken Koordinatenachse des Achsenwinkel-
feldes auf, die Grosse (C — A) innerhalb dieses Feldes auf den von links
nach rechts verlaufenden (punktierten) Kurven gleicher Gesamtdoppelbrechung.
Im Schnittpunkt der Ordinate von A mit der Kurve (C— A) liest man den
gesuchten Achsenwinkel ab. — Ist n3 nicht bekannt, so kann das Verfahren
mit einer als wahrscheinlich angenommenen Zahl fiir den mittleren Brechungs-
index als Niherungsrechnung durchgefiihrt werden. Unter dieser Voraussetzung
erhilt man aber systematische Fehler, welche den bei den MaLLArD’schen
Niherungsformein bekannten ganz analog sind: Bei Achsenwinkeln um 90°
werden die Abweichungen vom richtigen Wert am groBten.

Gegeben sei na, eine Hauptdoppelbrechung, z.B. (ny—n.) und der
Achsenwinkel; gesucht werden n, und n,. Man bestimmt wiederum die rela-
tive Doppelbrechung, in diesem Falle (C— A) und sucht fiir diesen Wert
und 2 V im Achsenwinkelfeld das zugehorige Achsenverhiltnis der Indica-
trix auf. Von dort aus findet man in Umkehrung des im 1. Beispiel beschrie-
benen Verfahrens unter Verwendung des bekannten Wertes von ng die ge-
suchten Grossen n. und n,.

Konstruktionsgrundlage fiir die Aufstellung des
Achsenwinkeldiagrammes in anderem Masstab

Das auf der Tafel dargestellte Diagramm eignet sich zur aligemeinen
Orientierung iiber optische Verhiltnisse sowie zur Verwendung mit sehr hoch
doppelbrechenden Substanzen. Fiir den Gebrauch bei mittel bis niedrig doppel-
brechenden Kristallen miissen sowohl das Achsenverhiltnis der Indicatrix als
auch die einzelnen Brechungsindices wesentlich genauer bestimmt werden
koénnen, als dies hier der Fall ist. Die meisten natiirlich vorkommenden
Mineralien besitzen Doppelbrechungen bis 0,1 absolut, das entspricht 0,05—0,07
relativ. Ausschlaggebend fiir das Kurvenblatt ist die richtige Wahl des Ab-
standes auf der Abszissenachse von C==1 bis C = co. Diese Strecke solite
fitr ein den gestellten Anforderungen geniigendes Diagramm etwa 1000 mm
betragen. Weiter ist es zweckmaissig, den Abstand von n?2==0 bis n?=:4
mindestens gleich gross, eher noch grosser zu wihlen. Fiir den bendétigten
Ausschnitt auf der Abszissenachse, z. B. fiir ein Achsenverhiltnis der
Indicatrix A=0,900 bis C= 1,150, missen die zur Konstruktion des
Diagrammes notwendigen Grossen 1/A2 und 1/C? in Abstufungen von 0,016
berechnet werden. Die Art dieser Berechnung sei hier angedeutet unter der
Annahme, dass der Einheitsabstand C == 1 bis C =20 1000 mm betrage, siche
Tabelle 2.

Falls der Masstab so gross gewihlt worden ist, dass der Nullpunkt des
Feldes der Brechungsindices nicht mehr auf der Zeichnungs-
fliche liegt, so muss das nach diesem Punkt zusammenlaufende Strahlen-
- biischel gesondert berechnet werden: Fiir jeden dieser einen konstanten
Brechungsindex darstellenden Strahlen ist ein Punkt festgelegt auf der
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Ordinatenachse N. Einen weiteren Punkt muss man durch Rechnung er-
mitteln. Dazu wird fiir einen bestimmten Wert von ng der Schnittpunkt
des gesuchten Strahles mit dieser Horizontalen als Punkt von bestimmtem
Achsenverhiltnis der Indicatrix gesucht. Fiir den Strahl X heisst die

Losung ny2/ng? = 1/C.* oder 1/A.2, je nachdem n, grésser oder kleiner
als ng ist. Der so gefundene Wert des Achsenverhiltnisses der Indicatrix
wird in die oben abgeleitete Reihe von 1/C? und 1/A? eingeordnet. — Die
nach n? geteilte Ordinatenachse kann fiir den praktischen Gebrauch insofern
Tabelle 2
| Abstinde in Millimetern
a) von der | b) von der .
Null-Linie Ordin.-Achse r]é)l;ﬁe;:
aus A=C=1 aus?®) 2
A =0,900 1/A%=(1/0,900)% = 1,2346 1234,5 -2345
0,950 (170,950)2 = 1,1080 1108,0 -108,0 23.0
0,960 (1/0,960)2 = 1,0851 1085,0 - 85,0 29’5
0,970 (1/0,970)2 = 1,0628 1062,5 - 625 215
0,080 (1/0,980)2 =1,0412 1041,0 - 41,0 21°0
0,990 (1/0,990) = 1,0203 1020,0 - 20,0 200
A=C=1,000 |1/A%=1]C%=(1/1,000)2=1,0000 1000,0 0,0 200
C=1,010 1/C2=(1/1,010)? = 0,9803 980,0 + 20,0 190
1,020 (1/1,020)2 = 0,9612 961,0 + 39,0 185
1,030 (1/1,030)2 =0,9426 | 942,5 + 57,5 18°0
1,040 (1/1,040)® = 0,9246 G24,5 + 75,5 175
1,050 A (1/1,030)2=0,9070 907,0 + 0830 ’
1,100 (1/1,100)% = 0,8265 826,5 +173,5
1,150 (1/1,150)2 = 0,7561 756,0 +244,0
oo (1/e)?  =0,0000 0.0 +1000,0

in ihrer Linge verkiirzt werden, als dieselbe Brechungsindex-Skala n, prinzi-
piell auch fiir Werte von n, =— 2.n, verwendbar ist. Dies ist bedingt durch
die Ubereinstimmung der Ausdriicke (2n,)? = n,% Hierbei muss allerdings
fiir die hoheren Brechungsindices eine auf die Hilfte reduzierte Ablesegenauig-
keit in Kauf genommen werden; die Bestimmung des Achsenverhiltnisses der
Indicatrix wird dagegen nicht beeinflusst. Will man diese doppelte Skala be-
niitzen, so empfiehlt es sich, die Ordinate des Brechungsindex-Feldes von
n == 0,9 bis 2,0 zu berechnen, sie ist dann auch verwendbar fiir n = 1,8 bis 4,0.

Die Unterteilung des Achsenwinkelfeldes bietet keine Schwie-
rigkeiten; sie bleibt immer genau gleich. Man trigt in einem passend gewéihlten
Abstand d vom Isotropiepunkt auf einer Senkrechten zur Koordinatenachse die
Werte fiir d-tg2V in den gewiinschten Abstufungen von V ab und zieht vom
Nullpunkt aus die Strahlen. Man benotigt nur die Werte von tg? fiir V==0
bis 45° da rechte und linke Hilfte des Feldes symmetrisch eingeteiit sind.

8) Minuszeichen bedeutet links von der Ordinatenachse oder (1/A2—1),
Pluszeichen rechts davon = (1—1/C2).
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Vom Feld der Brechungsindices wird noch die Einteilung der Abszissenachse
auf die Koordinatenachsen des Achsenwinkelfeldes iibertragen.

Die Kurven gleicher Gesamtdoppelbrechung missen
nachtraglich konstruiert werden. Jede derselben ergibt sich als konstante
Summe der auf den Koordinatenachsen vom Punkt der Isotropie aus abge-
tragenen Abstinde (1—A) und (C—1), nimlich (1—A) -- (C—1) =
(C-— A) = konstant.

Zusammenfassung

Aufbau und Handhabung eines Kurvenblattes werden beschrie-
ben, welches gestattet, die Gleichung fiir den Winkel der optischen
Achsen
1/ne% — 1/n,?
1/ng% — 1/n,2

'[g‘" V;, =

auf graphischem Wege zu losen. Als konstruktive Grundlage sind
unter der Bezeichnung ,,Achsenverhiltnis der Indicatrix® die rela-

) . e n n, . .

tiven Brechungsindices A = n{f und C = —né’ eingefiihrt worden. Dar-
B B

aus ergében sich einerseits enge Beziehungen zwischen der kristall-

morphologischen und der optischen Betrachtungsweise, andererseits
entsteht daraus ein fiir die Erliuterung der Zusammenhinge in der
Indicatrix sehr anschauliches Diagramm. Die vielseitige Verwend-
barkeit desselben wird an einigen Beispielen hoch doppelbrechender
anorganischer und organischer Verbindungen erliutert.

Herrn Prof. Dr. P. Nigari danke ich fiir seine wohlwollende For-
derung dieser Untersuchungen,
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