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ZUR PRAXIS DER VOLKSSCHULE

Beilage zur Schweizerischen Lehrerzeifung

Februa

TNr.i

Zur Einfithrung ins Einmaleins. von 0. Frohlich.
Ubungslehrer, Kreuzlingen.

Der neue Rechnungsunterricht sorgt fiir eine griind-
liche, vor allem anschauliche Einfithrung der Einmaleins-
Reihen. Das Malnehmen ist ein Zusammenzihlen glei-
cher Posten. Die Aufgabe: Wieviel ist 2 X 2? will feststellen,
wieviel Einheiten sich ergeben, wenn einmal 2 und noch ein-
mas 2 zusammengefaBit werden. Sie ist darum der Aufgabe
2+ 2 gleich, und aus diesem Grunde ist das Zuzdhlen gleicher
Zahlen die beste Vorbereitung der Multiplikation. Ein voll-
stiindiges Beherrschen dieser Rechnungsart kann indessen nur
durch die Kenntnis der Aufreihen erzielt werden. Die Reihen
fisent 000054 16 - o100 14 0. . 100; 2,55:8.. .1 98
3,6,9....99 etc., auf- und abwirts, miissen daher wahrend
des ganzen Sommersemesters im 2. Schuljahr Gegenstand fort-
wihrender Ubung und Priifung sein, sollen wir beim nach-
herigen Vervielfachen auf eine erfolgreiche Arbeit zihlen kon-
nen. Allerdings ist bei der Einfiihrung ins Malnehmen noch
zwei andern Faktoren weitgehende Aufmerksamkeit zu schen-
ken. Fiirs erste gebiihrt dem Wort «Mal», das den Kindern
vom Gesamtunterricht her bekannt ist (1, 2, 3 mal aufstehen,
aufhalten, klatschen) erneute Auffrischung, und zweitens ist
das Kind durch geeignete Ubungen im Auffassen der sog. Mal-
zahlen als Einheiten rtestlos zu befihigen. Die erste Vor-
iibung zur Multiplikation ist daher die Gewéhnung der Schii-
ler, die Zahl, welche multizpliziert werden soll, als Ganzes
aufzufassen und das erreichen wir, indem wir von den Schii-
lern gleiche Posten aus Zweien, Dreien, Vieren, Fiinfen etec.
bilden und zusammenzihlen lassen. Dabei leistet uns die
Doppelfirbung der Kugeln an Schneiders Zihlrahmen gute
Dienste. Die Arbeitsschule — die bekanntlich nicht nur in
der Rechenstunde rechnet — 148t die Kinder auch hantieren
mit verschiedenfarbigen Kartonmiinzen, Kartontifelchen, Stib-
chen, Knopfen u. drgl., die auf dem Rechenbrett zu 2er-, 3er-,
4er- etc. Gruppen zusammengestellt werden. Daf die Wand-
tafelskizze auch in den Dienst dieser Voriibungen — des Rech-
nens iiberhaupt — gestellt werden kann, liegt auf der Hand.
So veranschaulichen beispielsweise gestielte Kirschen, Pflau-
men, Eicheln zu Zweien an einem Zweig gruppiert, Schwalben-
paare auf dem Draht, Viogel im Nest Zweiergruppen fiir die
Zweierreihe.

Die starke Betonung der Handbetitigung 1dB8t es wohl als
selbstverstindlich erscheinen, daf vorgehende Zweiergruppen
von den Schiilern nicht nur nachgezeichnet, sondern in Ton
oder Plastilin modelliert oder in Naturpapier ausgeschnitten
und aufgeklebt werden; denn die Losung «Durch Selbsttitig-
keit zur Selbstindigkeit> gilt auch im Rechenunterricht der
Kleinen!

‘Als zweite vorbereitende Ubung zum Multiplizieren ist im
Hinblick auf die Tatsache, daR das Malnehmen ein Addieren
gleicher Posten bedeutet, das Zuzéihlen von gleichen Summan-
den anzusehen, was iibrigens bereits einleitend betont wurde.
Die innige Beziehung zwischen Multiplikation und Addition
dem Schiiler zum klarsten Verstindnis zu bringen und ihm
slets in Erinnerung zu rufen, ist und bleibt eine grundlegende
Aufgabe des Lehrers hei der Einfiihrung 'der Einmaleinsreihen.
Erstens ist es nicht belanglos, ob sich der Schiiler bei der Mul-
tiplikation einer neuen Rechnungsart oder alten Bekannten
gegeniibersieht, und zweitens vermag der Schiiler das verloren
gegangene Einmaleinsresultat rascher wieder aufzubauen,
wenn er es nicht als mechanisch eingeprigte Zahl, sondern
als denkend gefundenes Ergebnis kennen lernte. Der Schrei-
ber dieser Zeilen veranschaulicht unter Beteiligung der Schii-
ler den Zusammenhang zwischen Zuzihlen und Malnehmen
seit Jahren auf folgende Weise:

1 2 3 4 5 Multiplikand
— X —X——X——KX——X

22 242 + 2 Multiplikator

2 4 6 8 10 Produkt

Der Aufbau wird mit 2 4+ 2 begonnen. Das Produkt = 4
wird unten angeschrieben. Hierauf folgt die Frage: Wie-
viel X 2 ist also 4? Nun wird iiber den obern Strich das 2
und in den Strich das X gesetzt. Wieviel ist — unter
Hinweis auf die erste Reihe — 44 2? Wieviel X 2 war 4?
Wieviel X haben wir 2 zugelegt? Wieviel X 2 ist also 6?
etc. Bei dieser Entwicklung ist mit Vorteil Farbkreide zu
beniitzen und zwar dergestalt, daf Multiplikand und Produkt
z. B. mit roter Kreide angeschrieben werden, wahrend der
Multiplikator weill auftritt. Das 1 X 2 wird erst zuletzt
hinzugefiigt; denn der Multiplikand 1 will dem Schiiler der
1. und 2. Klasse erfahrungsgemil nie recht als Menge er-
scheinen, obwohl er’s ja selbstverstindlich ist. Ihm bietet
1 %X 2, 1 X 3 nichts zu rechnen; denn das Resultat ist immer
dem Multiplikator gleich. Der Schiiler spricht also ohne
Gedanken — aus dem Gleichklang heraus — Sitze wie
1 X2=2 1X3=3 oder 2 X1=2 3 X1=3. Darum
sind derartige Aufgaben ganz ungeeignet, die Multiplikation
verstindlich zu machen und haben deshalb auch erst am
Schlufl der Operation als Ergidnzung der Multiplikationsreihen
aufzutreten.

Nach dieser Entwicklung werden in einer néchsten Re-
chenstunde Additions- und Multiplikationsreihe in der Form
an der Tafel vorgefiihrt, wie sie sich im zweiten Stocklin vor-

findet: 9 i 1o
2:4-2 =:2:X 2
24242 = 3 X2 ete.
Daraufhin werden an der Malreihe Ubungen vorgenommen;
wie: Wieviel ist 3 X 2, 8 X 2; wieviel X 2 ist 12, 18,

14, 16 ist wieviel X 2 ete. Ist die Einmaleinsreihe so durch-
gearbeitet so werden die Kinder darauf hingewiesen, dafi
die Produkte der Reihe eine gewisse Kette bilden, in welcher
die Einzelglieder sich gegenseitig stiitzen. Weill das Kind
z. B. wieviel 6 X 2 ist, so soll es sich in der Nachbarschaft
umsehen. Vielleicht weill es, dafl 5 X 2 = 10 ist. Aus diesem
Wissen sollte es leicht schliefen konnen, wieviel 6 > 2 und
wieviel 4 X 2 ausmacht. Auch ist dem Schiiler zum Be-
wulltsein zu bringen, daf nicht blof die Nachbarglieder sich
gegenseitig stiitzen, sondern dali sich auch iiber die nédchsten
Glieder hinaus festigende Fiden ziehen lassen. 2 X 2 =4,
Das Doppelte von 2 X 2 ist 4 X 2. Das Doppelte von 4 ist 8.
So mufl 4 X 2=8 sein. Von 2 X 2 kann auch auf 6 X 2,
von 4 X 2 auf 8 X 2 ete. geschlossen werden. Dabei ist
sehr zu empfehlen, dal neben die oben notierte Zweierreihe,
die mehr die Bindung von Glied zu Nachbarglied kenn-
zeichnet, eine weitere Zweierreihe gesetzt wird, in welcher
die vorerwihnten Zusammenhinge durch Farbkreide hervor-
gehoben werden. Es sind in Nachachtung dieser Forderung
die Zeilen 2 X, 4 X, 8 X in ein und derselben Farbe zu
schreiben. Daselbe gilt auch von den Reihen 3 X, 6 X, 9 X.
Zur Erginzung der Reihe ist in besonderer Farbe noch
nachzutragen 5 X, was aus der Halfte von 10 X resultiert
und 7 X, was von 8 X oder 6 X 2 abgeleitet wird. 1 X 2
wird ohne weiteres erginzt.

Nachdem die Einmaleinsreihen — das Einfiihrungsverfah-
ren ist im Grunde genommen bei jeder Reihe das gleiche —
mehrmals verschieden aufgebaut worden sind, gilt es, die Pro-
dukte — Einmaleinszahlen — dieser anschaulich und wenn
immer moglich selbsttédtig erarbeiteten Reihen dem Geddcht-
nisse der Schiiler bleibend einzuverleiben; denn elementare
Aufgaben miissen jederzeit aus dem Gedichtnis heraus beant-
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wortet werden. Das heillen wir Rechenfertigkeit. Solange der
Schiiler beispielsweise die Aufgabe 4 X 2 durch wiederholte
Addition lost, oder solange er sich auf die Frage, wieviel ist
4 % 22 erst Kugeln, Stibchen, Knopfe, Finger vorstellen mubB,
ehe er Bescheid zu geben vermag, solange werden wir ihm
keine Rechenfertigkeit zusprechen konnen. Und diese Rechen-
fertigkeit 1iBt sich nur durch immerwihrende Ubung er-
reichen.

In der Aneignung der Einmaleinszahlen erwies sich nun
in meiner Schule von den verschiedenen Rechenlehrmitteln
eines als besonders wertvoll. Es ist «Mein Einmaleins> von
A. Reinl, Verlag A. Hase, Prag, auf das ndher einzutreten
sich wohl verlohnt.

Reinl’'s Einmaleins besteht aus 6 Pappsireifen, 1m ><0,17m,
die bequem an jeder Wandtafel befestigt werden konnen. Auf
denselben finden sich folgende 8 cm hohe Ziffern, von denen
diejenigen der Produktenreihe (Mitte) rot gedruckt sind:

Vorderseite Riickseite Vorderseite (Riicks. leer)
2 4 2 4 20 5 5 40 | 8
2 6 3 3 21 % 6 42 7
2 8 4 4 6 5 455 1829
3 9 3 3 24 8 6 48 ; 8
2 10 5 5 25 3 7 49 7
2 12 6 3 27 9 6 54 9
3 4 4 28 7 75 56 8
2 14 7 5 30 6 7 63 9
3 15 b 4 32 8 8 64 8
2 16 8 5 35 7 8 72 9
4 4 6 36 6 9 81 9
2 18 9 4 9
53 6 ‘

die vollkommene Beherrschung des Einmaleins in verhéltnis-
miilig kurzer Zeit ohne grofle Miihe erreicht wird. Das ein-
tonige Einmaleins-Aufsagen ist durch eine abwechslungsreiche
Einpréigungsweise ersetzt, die kein mechanisches, gedanken-
loses Sprechen gestattet, sondern zum Denken zwingt. Der
oft an Schulkindern beobachtete Gedichtnisfehler, dal sie das
Einmaleins nach der Reihe flieBend aufsagen koénnen, beim
Abfragen auller der Reihe aber versagen, kann hier nicht auf-
kommen, da keine Reihen, sondern Zahlengruppen zu je 3 zu-
sammengehorigen Zahlen eingepragt werden. Dabei tritt das
Produkt als Beherrscher der Faktoren auf den Tabellen durch
rote Farbe hervor, was bewirkt, dall diese Zahlenbilder durch
das immerwahrende Anschauen sich im Ged#chtnis der Kin-
der so fest verankern, dafll sie ihnen jederzeit zur Verfiigung
stehen, ob man nun Vervielfachen, Enthaltensein oder Teilen
von ihnen verlangt. DafB némlich das Enthaltensein und das
Teilen, welche Operationen erwiesenermafien mit Vorteil dem |
Malnehmen direkt angeschlossen werden (es gibt Methodiker, |
die empfehlen, an die Additionsreihe der 2 unmittelbar ihre
Multiplikationsreihe zu schlieBen und der Subtraktionsreihe
die Divisionsreihe der 2 folgen zu lassen) an Hand von Reinls
Einmaleins-Streifen auch geiibt werden konnen, versteht sich
von selbst. Ebenso diirfte aus den Zahlenreihen ersichtlich
sein, daB sich dieselben auch fiir die obern Klassen verwenden
lassen, sei es, dal an der vordern oder an der hintern oder
an beiden Faktorenreihen eine Null oder in derselben Reihen-
folge zwei Nullen- oder Nullen in ungleicher Zahl bei beiden
Faktorenreihen hinzugedacht werden. Endlich ist noch zu be-
merken, daB sich alle angefiihrten Ubungen auch als schrift-
liche Beschéftigung eignen.

Reinls Einmaleins-Streifen, die zur Zeit im Pestalozzia-
num aufliegen, sind darum zur Anschaffung bestens zu emp-
fehlen.

Durch Weglassung des Malnehmens mit 1 und 10, sowie
der sich wiederholenden Einmaleins-Sitze verbleiben 31 — ge-
geniiber 80 im gewohnlichen Einmaleins, wenn das Einmaleins
von 1 und 10 auBer acht gelassen wird — einzuprigende Sitze.
In der Einiibung (Stirkung des Memorierwillens!— hat der
Schreiber folgenden Gang eingeschlagen:

a) Simtliche Sireifengruppen werden der Klasse vorge-
zeigt; die Kinder sprechen:

2 X2 =4 ¢
2X3 =6 oder 3 X2=6
2 X4 =8 oder 4 X 2=28 etc.

b) Die Reihen der Produkte
Kinder sprechen:

(rot) werden entfernt; die

DG 0
D503 —i2 oder 32— 2
2.4 — 2 ader 4 >G2 — 4 etc.

Durch fleiBiges Ablesen dieser Einmaleins-Reihen ent-
wickelt sich im Gedéchtnis des Kindes ein Bild der 31 Zahlen-
gruppen — Produkte mit 1—2 Faktorenpaaren —, das durch
nachfolgende Ubungen, denen ganz besondere Bedeutung zu-
kommt, vollkommen befestigt wird.

c) Die vordere Fakiorenreihe wird entfernt:

4=2X7? oder 4 =2 X2
6=3X? oder 6 =2 X3
8 =4 X ? oder 8§ =7 X 4 etec.

&) Die hinfere Faktorenreihe wird entfernt:

4 =2X? oder 4 =2 X 2
6=2X? oder 6=°? X2
8=2X? oder 8=7? X 2 etec.

e) Die beiden Faktorenreihen werden entfernt:

4 =9?X?
6-— 232 oder ? X 2
— 2 X ? ‘ader ? X 2 ete

Anfinglich wollte mir die Vertauschung der Faktoren bei
obigen Ubungen fiir Schiiler der 2. und 3. Klasse etwas ge-
wagt erscheinen. Die Befiirchtung erwies sich indessen wohl
infolge der vielen Voriibungen, bei denen das Kind befdhigt
worden ist, jede zu multiplizierende Zahl als Einheit aufzu-
fassen, als durchaus unbegriindet. Im Gegenteil kann {fest-
gestellt werden, daB bei der Verwendung dieses Lehrmittels

Zur Behandlung des Kettensatzes.

Aufgabe: Es soll berechnet werden, auf wieviele Mark
2000 deutsche Pfund zu stehen kommen, vorausgesetzt, daf
112 englische Pfund mit 63 Schillingen zu bezahlen waren,
daB 100 deutsche Pfund — 110 englische Pfund und daf 20
Schillinge — 20,4 Mark waren.

Darbietung: Wir wollen die gegebene Grofie durch einen
kleinen Kreis, die gesuchte durch einen Punkt veranschaulichen.

e Mark

o Deutsche Pfund
Da keine direkte Beziehung zwischen deutschem Pfund
und Mark angegeben ist, so gilt es, den Raum durch gedank-
liche Zwischenglieder zu iiberbriicken. Eine solche besteht
jedoch zwischen deutschem Pfund und englischem Pfund.
Durch Dreisatz gelangen wir von den deutschen Pfund zu den
englischen Pfund, von hier zu den Schillingen und von den
Schillingen zu Mark. Damit ist der ganze Zwischenraum iiber-
briickt und wir erhalten folgendes Bild fiir den Gedankengang:
e Mark
A Schillinge
Englische Pfund
O Deutsche Pfund
Der zu begehende Weg liegt nun klar vor uns. Wir hit-
ten demnach: 1. Deutsche Pfund in englische Pfund, 2. eng-
lische Pfund in Schillinge, 3. Schillinge in Mark zu ver-
wandeln.
Wir wollen die Gleichungen, die zwischen diesen GroéfBen
bestehen, zusammenstellen.
1. 100 deutsche Pfund
2. 112 englische Pfund 63 Schilling
3. 20 Schilling 20,4 Mark.
Nun verwandeln wir zunichst 1 deutsches Pfund in Mark,
hernach 2000 deutsche Pfund. Nach der 1. Gleichung ist
110 englische Pfund
1 deutsches Pfund — 100
Ein deutsches Pfund ist somit in englisches Pfund ver-
wandelt. Nach der 2. Gleichung ist

110 englische Pfund

IR




Schilli
1 englisches Pfund — f’i_‘;_l;*lﬂg

110 - 63 Schillin
110 englische Pfund = 15 g
110 englische Pfund 110 - 63 Schilling
100 : 100 - 112
Ein deutsches Pfund ist in Schillinge verwandelt. Die
dritte Gleichung erlaubt die Verwandlung der Schillinge in

Mark. .
4 110 . 63 - 204 Mark
S 100 - 112 - 20

Die Zahlen iiber dem Bruchstrich stehen rechts, die unter
dem Bruchstrich links vom Gleichheiiszeichen.

2000 - 110 - 63 - 20,4 Mark
110 - 112 290
Setzen wir x Mark 2000 deutsche Pfund als oberste Glei-
chung hin, so haben wir die Darstellung des Kettensatzes.
x Mark 2000 deutsche Pfund
100 deutsche Pfund | 110 englische Pfund
100 englische Pfund | 63 Schilling
920 Schilling | 20,4 Mark
2000 - 110 - 63 - 20,4 Mark
100 - 112 - 20

Bildung: 1. Die erste Grofe enthélt die unbekannte Gréfe
x und deren Bezeichnung als Maf-, Miinz oder Gewichtsein-
heit. 2. Jede folgende Gleichung beginnt mit der Benennung,
mit der die vorangehende geschlossen hat. 3. Die letzte Glei-
chung hort mit der Benennung auf, welche x trigt.

Ausrechnung: Alle Zahlen rechts der Gleichheitszeichen
kommen iiber, alle links unter den Bruchstrich.

In den nichsten Stunden wird man zwei oder drei Bei-
spiele an Hand des Kettensatzes durch Dreisatz schrittweise
vollstindig durchverwandeln. Es mufl mit Klarheit zum Be-
wubltsein gebracht werden, dal es sich hier um eine schema-

tische Darstellung mehrerer miteinander verketteter Dreisitze
handelt. W. Ernst, Illnau.

1 deutsches Pfund

2000 deutsche Pfund — -

Geomefrische Progressionen.

Bei Behandlung von Scherziragen ist der eine und andere
der Kollegen gewill schon auf das Wetirennen zwischen Achil-
les und der Schildkréte zu sprechen gekommen.*) Die Auf-
gabe ist dankbar, zumal sie einen hiibschen Ausblick in das
Reich des unendlich Kleinen gestattet und Anregung gibt zu
Andeutungen und Erlduterungen iiber die interessanten Eigen-
schaften der fallenden geometrischen Progression. Die Pro-
gressionen begegnen uns ja im Laufe der drei Jahre ohnehin,
so bei den periodischen Dezimalbriichen und bei der Zinses-
Zins-Rechnung. Die Losung des Problems «Achilles und die
Schildkréte> kann sich etwa folgendermaRen gestalten, nach-
dem die Aufgabe, so wie sie unten aufgeschrieben steht, den
Schiilern vorgelegt worden ist:

Bekannt:

1. Achilles macht in einer Sekunde 10 m.

2. Die Schildkréte in einer Sekunde 1 dm.

3. Die anfiingliche Entfernung beider zu Beginn des Ren-
nens betrigt 100 m. Was konnen wir mit diesen Angaben an-
fangen? : :

«Ausrechnen, wie weit Achilles in 1, 2, 3, 4 Sekunden
kommt, dasselbe auch fiir die Schildkréte.»

Achilles Schildkrite
in 1 Sekunde 10 m 1 dm
in 2 Sekunden 20 m 2 dm
in 3 Sekunden 30 m 3 dm
in 4 Sekunden 40 m 4 dm

Was meint ihr dazu?

*) In Anlehnung an die historische Form geben wir hier das Sophisma
des Zenon von Elea (450 v. Chr.) in etwas veriindertem Gewande wieder: <Achilles
verfolgt eine Schildkrite, welche vor ihm einen Vorsprung von 100 m hat. Achilles
kommt in einer Sekunde 10 m weit, die Schildkrote Yo m. Kommt Achilles an
die Stelle, wo die Schildkrdte gewesen ist, so hat diese einen Vorsprung von
1m; hat Achilles diese Strecke zuriickgelegt, so ist die Schildkrite wiederum
ein Stiicklein weitergekommen; also holt Achilles die Schildkrote gar nie ein!»
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«Jetzt glaube ich doch, der Achilles wird die Schildkrite
einholen!»

«Und ich glaube es trotzdem nicht; denn immer, wenn der
Achilles ein Stiick Weges gemacht hat, ist auch die Schildkrote
ein Stiicklein weiter gekommen, und bis Achilles dieses zuriick-
gelegt hat, ist die Schildkréte abermals von ihm wegge-
rutscht . . .»

Wie weiter?

«Wir konnen die Tabelle fortsetzen und werden es ja
sehen!»

«In 5 Sekunden . . .»

«Nein, in 10 Sekunden, denn die ersten 100 m muf} er ganz
sicher zuriicklegen!» Gut! Nun los!

Achilles Schildkrite
in 10 Sekunden 100 m 1 m
in 11 Sekunden 110 m 1,1m

«Jetzt hat er sie ja schon iiberholt, also dauert es nicht
einmal 11 Sekunden, bis er sie eingeholt hat.»

Ja, aber nun?

«Wir wollen doch wissen, wann er sie eingeholt hat, ganz
genau wie viele Sekunden nach Beginn des Wettrennens.»

Vorschliage!

«Wir rechnen mit Zehntelsekunden.»

Wie meinst du das?»

Es entsteht nach und nach folgende Tabelle:

Achilles Schildkrote
10 Sekunden 100 m 10 dm
101/;, Sekunden 101 m 10 dm + 1 em
102/;, Sekunden 102 m 10 dm + 2 cm

«Jetzt ist er ja schon wieder iiber die Schildkrdte hinaus-
gesprungen.»

«Ich glaube, wir finden es so nicht.
Gliick haben!»

Ja, aber wir miissen es doch finden?
Spruch! «Wenn ich weil nix,

dann setz’ ich x.»

Gar nicht iibel.

«Die Elsa E. hat gesagt: Wir wollen wissen, nach wie vie-
len Sekunden Achilles die Schildkrote einholt.»

«Wir sagen jetzt, nach x Sekunden hat Achilles sie ein-
geholt.»

Wir miillten schon

Denkt an euren

In x Stunden macht Achilles x-10 m
und die Schildkrote x .1, m
«Ja, und Achilles mufl 100 m mehr machen als die Schild-
krote, darum mulB man zu ihrem Weg von X/;; noch 100m ad-
dieren und erh#lt dann den Weg des Achilles von x-10 m.»
«Also konnen wir die Gleichung aufsetzen:

= - 10 = 100 + x/q9
99x = 100
Probe! X = 1000/5q =10'0/9q Sekunden

Nun will ich euch noch helfen, die Aufgabe auf andere
Art zu lésen. Der neue Weg wird euch Freude machen.

fiir 100 m braucht Achilles 10 Sek.

in 10 Sek. macht die Schildkrite 1m
s 1m = 2 Y., Sek.

in 1/,, Sek. 3 o 2 e}
» oo m » » 1 000 Sek.

in 1406 Sek. » » » Y vos 0

usw.
Also legt Achilles zuriick:
a=100+1+ Y100 T V10000 T Y100000 +
und die Schildkrote:
S 1+ Y5p +
Schaut das an!
«Wir sehen ganz gut, dall der Weg der Schildkréte um
100 m kleiner ist als der des Achilles.»
«Gut. Ich kenne noch andere Moglichkeiten der Verglei-
chung zweier Grofen!»
«Wir konnten auch untersuchen, wie manchmal groRer
der Weg des Achilles ist als der der Schildkrite!»
«Das sieht man von Auge!! Der Weg des Achilles ist
100 mal grofer. Vielleicht sehen es nicht alle, wir wollen die
Eechnung machen!»

/10000 T 1000000 +



g

100 - s = 100 - (1 + Y300 + 10000 T 1000000 + - - - )
also 100 s = 100+ 1+ Y190 + V10000 + - - - - - und das ist
gleich a!

Nun ist der Weg des Achilles, némlich 100 s, um 100 m

grofer als der Weg der Schildkrote; daraus folgt
99 s 100 m
s = 100/99 m

«Wir wissen jetzt, daB der Weg, den die Schildkréte zu-
riicklegen kann, bis sie von Achilles eingeholt wird 190/, m
o 11/9g m milit.»
fir 1 m braucht sie 10 Sek. |
fiir 1/go m braucht sie 10/yq Sek. J

Was geféllt euch an diesem 2. Weg?

Was fiir einen Ausdruck muften wir bilden?

Was ist Eigentiimliches an der zu bildenden Summe?

«Die Summe hat unendlich viele Glieder und doch haben
wir sie berechnen konnen.»

Dieser ersten Begegnung mit der fallenden geometrischen
Progression folgt in der Geometrie eine zweite. Nach der Be-
rechnung des rechtwinkligen Dreiecks aus den beiden Kathe-
ten folgt gelegentlich (vielleicht in einer Algebrastunde!) eine
3 Bestitigung der Formel durch die
B in der Figur 1 angedeutete Zer-
legung des Dreiecks in lauter Recht-
ecke. Aus den Figuren ist die hier
folgende Ableitung ohne weiteres
verstandlich.

D=F+2.F,+4 F/ig+8 Fg

also zusammen 1010/y Sek.
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Fig. 1.

D=2F=2.a/,-bly

Der Gedanke einer Ubertragung dieser Berechnungs-
methode auf rdumliche Verh#ltnisse liegt nahe. Man hat sich
dann anstelle des Dreiecks die Pyramide zu denken und statt
der Rechtecke sind in die Pyramide Prismen einzulagern. Es
gelingt so tatsichlich, die Formel fiir den Rauminhalt der Py-
ramide herauszubekommen. Die Ableitung selber ist nicht
ganz einfach, so daB sie fiir Durchschnittsklassen wohl kaum
in Betracht fillt. Da sie aber eine hiibsche Anwendung zum
Kapitel der geom. Progressionen darstellt, mag sie dem einen
und andern Leser vielleicht doch willkommen sein. Die Fi-
ouren 2 und 3 deuten an, wie man durch Einlagerung von
Prismen in den Pyramidenraum (Grundfliche G, Hohe h)
diesen schlieflich ausfiillen kann. Zuerst wird einzig das

Fig. 2.

Fig. 3.

grofe Prisma (P) mit der Grundiliche G/, und der Hoheh/,
Lineingelegt (Figur 2). Dann folgen als Prismen zweiter
GroBe solche mit 4-mal kleinerer Grundfliche und halb so
groBer Hohe; ihr Rauminhalt ist somit !/, von dem des ersten
Prismas. Solche Prismen sind ihrer 6 an der Zahl, nimlich
eines oben auf der Deckfliche des ersten Prismas, und wei-
tere 5 vor ihm auf der Grundfliche der Pyramide stehend, an-
gelehnt an eine seiner Seitenfldchen (siehe Figur 3).

Die derart entstandene Treppe hat nun 4 Stufen (die
Stufe in der Grundfliche eingerechnet), die ihrerseits wie-
derum mit Prismen belegt werden.

Die oberste Stufe erhélt 1 Prisma von der Griofie P/g,

Die zweitoberste 5 Prismen ., s 1 D/e
Die zweitunterste ., » 9 Prismen ., ot Py
und die unterste |, » 13 Prismen ., % Pley

Die Zahlen 1, 5, 9 und 13
ergeben sich leicht aus dem
Grundrif (Figur 4). " Durch
diese 3. Einlagerung ist die
Treppe 8-stufig geworden, die
4. Einlagerung macht sie 16-
stufig usw. Denken wir uns
diese Einlagerungen von Pris-
men fortgesetzt, so nahert sich
die Summe aller eingelagerten
Prismen immer mehr dem
Rauminhalt der ganzen Pyra-
mide.

Welche Raumzahlen sich ergeben, wenn die Raum-
inhalte (alle ausgedriickt durch den Inhalt P des ersten grofien
Prismas) aller Prismen von der gleichen Grofle, also von der
gleichen Einlagerung addiert werden, zeigt die folgende Zu-
sammenstellung:
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1. Einlagerung 1 Prisma

vom Rauminhalt P = P
2. Einlagerung (54 1) Prismen

vom Rauminbalt P= ¢, P
3. Einlagerung (1834+9+45+1) Prismen

vom Rauminhalt P/, = 2/, P

4. Einlagerung (29425421 4+ 17413+ 94 5+ 1) Prismen
vom Rauminhalt P/, = /., P

Bezeichnet man nun das Volumen der Pyramide mit V,
so ergibt sich nach Kiirzung der Ausdriicke in der letzten Ko-
lonne folgender Ausdruck fiir dieses Volumen:

V=B S PRal b B P

Schon diese ersten 4 Glieder lassen das Gesetz, nach wel-
chem diese Summe fortschreitet, mit aller Deutlichkeit er-
kennen:

Das Verhiltnis der aufeinanderfolgenden Nenner ist */,,
ferner ist jeder folgende Zidhler um 1 grofler als das Doppelte
des vorhergehenden. So 148t sich also in groferer Ausfiihr-
lichkeit ‘setzen:

V=Pl Pt et Bl B 3L, Pt Shge bt 0.

Was aber in aller Welt hat dieser Ausdruck mit einer
geometrischen Progression zu tun?! Nun, eine kleine Um-
formung macht die ganze Summe der Berechnung zuginglich!

Fiigt man nidmlich zur obigen Gleichung beiderseits die neue
Summe P/, + P/ + Plgy + Posg + also die geom.

Progression mit dem Summenwert

= P/3 hinzu, so

=1
erhilt man folgenden Ausdruck: 5
Vit Bls = P 3ty Beb 8o A8 D88 o R Lo
odler=P+ P+ P/ + P/, + Plg + P/ig +
P/s
=1 — 2P L P3P
also folgt weiter V-—=3 P — P/3 = 22/3 P —8/; P.
Nun ist die Grundfliche des Prismas P !/, von der Grund-

flaiche G der zu berechnenden Pyramide und seine Hohe die
Hilfte der Pyramidenhéhe, somit ist sein Rauminhalt

G-h
PG b= =

setzen wir diesen fiir P gefundenen Ausdruck in die Gleichung

und das ist =2 P +

ein, so erhalten wir < G-h G.h
Vi 8 =l
8 3
Grundfliche - Hohe
also Volumen der Pyramide — e 3

Ergebnis: Die Rawmmapzahl einer Pyramide ist gleich
dem 3. Teil des Produktes aus den Mafzahlen von Grundfliche
und Hohe. R W.
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