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Schnelle Messdatenverarbeitung in der Chemie
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werden. Es wird ein schneller und flexibler
Algorithmus fiir polynomiale digitale
Glattungsfilter des Savitzky-Golay Typs
vorgestellt. Dieser Algorithmus ist beson-
ders fiir die on-line-Messdatenverarbei-
tung geeignet.
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1. Einleitung

Um aus verrauschten Messwerten die ent-

sprechende Nutzinformation zu extrahie-

ren, werden digitale Filter eingesetzt. Poly-
nomiale glittende Filter wurden durch SA-

VITZKY und GOLAY (1964) besonders fiir

die Spektroskopie populidr gemacht. Diese

Savitzky-Golay-Filter sind durch ihre feste

Glattungsweite, ihren Polynomgrad und

ihre Ableitung eindeutig bestimmt.

Ihre mathematischen Eigenschaften als
Tiefpass-Filter, in bezug auf Verdnderung
der Signalform, Rauschverminderung und
Erhaltung der Momente sind weitgehend
untersucht worden, z.B. von BROMBA et
al. (1979). Verbesserungen wurden von ver-
schiedenen Autoren vorgeschlagen, z.B.
TURTON (1992), BROMBA et al. (1981)
und STERLINSKI (1975).

Die Rechenzeit der Savitzky-Golay-Fil-
ter fiir einen gefilterten Punkt steigt linear
mit der Glattungsweite. Daher werden
diese Filter meist nur in Batch-Anwendun-
gen eingesetzt.

Die on-line-Anwendung wurde erst
durch eine rekursive Formulierung
(BROMBA et al., 1981) moglich. Die Re-
chenzeit fiir einen gefilterten Messwert
steigt nicht mehr linear mit der Glattungs-
weite, sondern sie hidngt nur noch von Po-
lynomgrad und Ableitung ab.

Beim neuen Rechenverfahren bleiben
alle mathematischen Eigenschaften unver-
dndert. Fir praktische Anwendungen
bringt es folgende Verbesserungen:

1. Mehrere Ableitungen konnen gleichzei-
tig ermittelt werden.

2. Die Gléattungsweite des Filters kann zur
Messzeit an die Messdaten angepasst
werden.

3. Fiir langere Glittungsweiten sind Er-
gebnisse schon nach wenigen Messwer-
ten verfiigbar.

4. Durch die Implementierung aller rekur-
siven Zwischenresultate mit ganzen
Zahlen arbeitet der Algorithmus run-
dungsfehlerfrei.

5. Dadurch wird kein numerischer Kopro-
zessor bendtigt.

6. Eine Angabe iiber die Qualitdat der An-
passung des polynomialen Modells an
die Originaldaten wird zur Laufzeit mit-
gerechnet.

2. Ergebnisse

2.1 Definitionen

Fiir eine lokale Approximation von n+1
Messpunkten (X;,y:); i = 0...n, durch eine
Parabel dritten Grades

y(x)=ao+a - x;+a,-x +as-x} (1)

sind die Koeffizienten a, bis a; zu bestim-
men. Dazu wird das Gleichungssystem

Ao Yxi+a, - Xxj+a, - Xxi+as 'ZX?ZZXPM
ay-Yx}+ay - Sxt+a, Sxi+as-Yx) =3xly,
Ao  2X+a)  2X+ay DX +a, -ZX?=ZX?yi
ap Yxita; - Xxita, ‘ins+a3 -szZX?y,- (2)

aufgestellt und nach den Koeffizienten a,
bis a; aufgeldst. Die Summen laufen von
i=0..n.

Damit koénnen auch die Ableitungen
leicht berechnet werden:

y' =
yn — 2a2

a, + 2a,x + 3asx?
+ 6asx (3)

Eine Vereinfachung kann durch eine Ko-
ordinatenﬁransformation der x; erreicht
werden. Aquidistante x; mit konstantem

dx =X;—Xi (4)
werden zu
_ 2 Xo+ X, — :
=% (x; =Xt Xn)=—p + 2§ 3
- ( 5 ) (5)

transformiert (LUDWIG, 1969). Das Glei-
chungssystem (2) geht dann in das Glei-
chungssystem (6) iiber. Dabei ergeben sich
auf der linken Seite alle Summen {iber
mit ungeraden Exponenten zu Null. Man
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erhélt so zwei unabhéngige lineare Glei-
chungssysteme mit je zwei Unbekannten:

ag- Xt} +a, - 2] = Zt,"y,-
X +a;- Zt? =>4y

ay - 2t} +a, Xt} = Zl‘,-zy,'
+ay - Xt +a3'zti6:Zfi3)’i (6)

Als Losung resultieren

dl =G -3 -3¢ -3)

ap =Xy, -2t =Xty -X)/dl

a, = (Zf? : Zt,-zy,- -2 -Zt,»z)/dl (7)

und

d2 = -3 -3t -Xr)

a; =Sty 2t =S8y - Sth/d2

a; =X -Xy; -2ty - Zt)/d2 (®)

Die rekursive Rechnung erstreckt sich nun
auf die Ermittlung der acht Summenterme

S10, S12, St4, St6, St0y, Stly, St2y, S3y

die mit

i=-n+2-1i; i=0...n 9)

wie folgt definiert sind:

S0 =218 =n+l

S22 =XF =n-(n+1)-(n+2)/3

St4 =3t =n-(n+1)-(n+2)
(3n*+6n-4)/15

St6 =Xt =n-(n+1)-(n+2)/21
-(3n*+12n°-24n+16)

St0y = Vi

Stly=3(-n+2i) yi= -n Xyi+2 iy

S22y =3 (-n+2i)’y;= n® Yy,—4n iy,
+4 Yy,
SB3y=Y(-n+2i)y;=-n> Xy +6n’Liy,
—12nY 2y,
+ 8 ﬁ3y,- (10)
Aus diesen Definitionen werden alle be-
notigten Rechengidnge abgeleitet.

Die Giite der Anpassung des Modells an
die Originaldaten wird anhand der Fehler-
quadratsumme beurteilt. Diese kann aus

Syy = 2)’:‘)71 (11)

berechnet werden.

2.2 Strukturierung der Glittung

Fiir eine gut angepasste Glittung ist es
notwendig, dass die Gldttungsweite zur
Laufzeit variiert werden kann. Dazu sollen
unterschiedliche Phasen der Gléttung be-
trachtet werden, siche Abb. 1.1-1.4.

1. Verlangerungsphase

Zu Beginn der Glattung sind alle Summen-
terme auf Null zu initialisieren. Eine Ver-
langerung wird direkt nach dem Initialisie-
ren der Glidttung benétigt. Die Anzahl der
in die Glittung einbezogenen Messwerte
ist zuerst kleiner als die vorgegebene Stan-
dardweite des Gléttungsintervalls. Bei
stark verrauschten Messwerten kann eine
starkere Glédttung durch ein verldngertes
Intervall erwiinscht sein. In beiden Fillen
wird das Intervall mit jedem neuen Mess-
wert um genau einen Punkt verldngert.

2. Verkiirzungsphase

Bei scharfen Peaks kann eine zu starke
Gliattung das Originalsignal iiberméssig
verfialschen. Dann muss die Gléattungs-
weite verkleinert werden. Auch am Ende
eines Signales muss das Intervall verkiirzt
werden. Dabei wird der jeweils édlteste
Wert eliminiert.

3. Gleiten des Gléttungsintervalls

Bei konstanter Liange des Intervalls wird
gleichzeitig der neuste Messwert in die
Gléttung einbezogen und der idlteste elimi-
niert. Nur diese Phase wird von den her-
kommlichen digitalen Filtern beherrscht.

4. Uberschreiben von Messwerten
Sollen zwar immer der aktuelle Messwert
aber nicht alle alteren Messwerte in der
Glattung beriicksichtigt werden, wird der
Messwert (x;, y;) zu (p;, X;, ;) mit p;=0...n
parametrisiert. Zwei Glattungen x(p) und
y(p) werden simultan durchgefiihrt. Der
aktuelle Messwert iiberschreibt den vor-
hergehenden Messwert.

Wihrend der Phasen 3 und 4 bleibt die
Anzahl der Punkte im Glittungsintervall
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Abb. 1.4: Uberschreiben von Messwerten

konstant. Deshalb brauchen die Summen
St0, S12, St4, St6 und damit die Determi-
nanten d1, d2 nicht neu berechnet werden.

2.3 Detaillierte Rechenginge

Um den Zugriff auf die n+7 letzten Mess-
werte zu ermoglichen, werden sie in einem
zyklischen Puffer (FIFO, First In First Out)
gespeichert. Der édlteste Messwert aus dem
Puffer wird im folgenden mit y,,, der neu-
este wird mit y,,, bezeichnet.

1. Verldngerungsphase .
In der Verldngerungsphase wird zuerst n
inkrementiert und mit den Hilfsvariablen

hR2«n:-(n+1)
h4 < h2 - (h2 -1)

werden die t-Summen

S0 « St0 + 1

S22« S22+ h2

Std « St4 + h4

St6 < St6 + h4 - (h2 -2) + h2

die Determinanten

dl < St0 - St4 — St2 - S12
d2 < S12 - St6 — St4 - St4

und die y-Summen

St3y « St3%) -3 (S2y — Stly) — St0y +
+ 7 Vuew
S22y « SRy =2+ Sty + St0y + 1" * Yyer
Stly « Stly — SOy + 1 - yyen
S0y < S0y + Yiew
Syy < SYY + Yuew" Ynew (12)
in genau dieser Reihenfolge neu berech-

net. Damit stehen alle Zwischenresultate
fiir die Koeffizientenberechnung bereit.

2. Verkiirzungsphase
Entsprechend werden bei der Verkiirzung
des Intervalls um den iltesten Punkt y,,

h2—n-(n+1)
h4 « h2 - (h2 -1)

die t-Summen
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St0 « S0 -1

St2 « St2 —h2

Std « St4 -h4

St6 «— St6 —h4 - (h2 -2) — h2

die Determinanten

dl « St0 - St4 - Sr2 - S12
d2 « S12 - §t6 — St4 - St4

und die y-Summen

St0y < SN0y — Y

Stly < Stly — S0y + n * y,u

SRy « Sy —2-Stly - S0y — 1’ - you

S3y « St3y -3 - (S2y + Stly) — St0y +
+n Yold

Syy < SYY = You Youa (13)

in genau dieser Reihenfolge neu berechnet
und dann n dekrementiert.

3. Gleiten des Glittungsintervalls

In dieser Phase werden y,;,; und y,,, gleich-
zeitig verarbeitet. Dafiir bleiben die t-Sum-
men und Determinanten unverdndert. Mit

Ydiff — ynew - yo[d
h2 « (n+2)

werden die y-Summen

SB3y « S3y + h2'+ Yo + 1 Ype — 6 + S22y
+12 - Stly — 8 - S0y
S22y « Sr2y - K2 Vold + " Voew +
+ 4 - (S00y - Stly)
Stly « Stly + h2 - Ya—2 - SOy + 1 * Yoo
St()y — StOy + Yaifr
Syy < Syy + Yagr* Yot + Ynew) (14)

in genau dieser Reihenfolge neu berech-
net.

4. Uberschreiben von Messwerten

Da die Gewichtung des iiberschriebenen
Punktes y,, und des iiberschreibenden
Punktes y,,, gleich ist, ergeben sich mit

ydiff &~ ynew - yold
die y-Summen

SBy « Sy + 1+ yay
S12y — S[Zy + n2 " Vg

S[ly — St].y +n- Yaifr
StOy — S[O_y + ydiff

Syy «— Syy + Yaifr (yold + ym’w) (15)

2.4 Ganzzahlige Arithmetik

Dies alles kann mit ganzzahligen Daten-
typen berechnet werden, da digitale Mess-
werte immer ganzzahlig formuliert werden
konnen und bei diesen rekursiven Rech-
nungen keine Divisionen auftreten. Ubli-
cherweise liefern A/D-Wandler 14-Bit
Daten, d.h. Zahlen von 0 bis 16383. Bei
den Zwischenrechnungen treten dann
Quadrate dieser Zahlen auf, d.h. 28-Bit
Zahlen. Da tubliche interne Ganzzahlfor-
mate 32 Bit gross sind, konnen dann nur 16
solcher Quadrate ohne numerische Uber-
laufsfehler sicher summiert werden. Ent-
weder muss also diese Arithmetik mit
64-Bit Datentypen implementiert werden
oder man muss die y-Werte skalieren. Vor-
teilhaft ist die Subtraktion eines Schétz-
werts y,., von jedem Messwert y. Beson-
ders eignet sich dazu der ganzzahlige An-
teil des arithmetischen Mittels aller in die
Glittung einbezogenen Messwerte:

Ve & INT (2yi/ (n + 1)) (16)

Dieser Schatzwert wird wahrend der Glat-
tung dynamisch angepasst. Wenn der Be-
trag von St0y grosser wird als (n+1), muss
ein neues y,, berechnet werden. St0y, St2y
und Syy werden angepasst. Wegen der De-
finition der ¢, sind St/y und St3y gegeniiber
dieser Operation invariant.

Vagg < — (St0y DIV St0)

Yest € Yest — Yaiff

S0y « S0y + S0 - yuyr

SRy « S22y + S12 + yuyr

Syy < Syy + Yag* (2 - StOy — S10 - yag) (17)

Erst diese Rechenoperationen erlauben
die effiziente Ganzzahl-Implementierung
der Rechenvorschrift.
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3. Beispiel und Diskussion

Die beschriebene Methode der optimier-
ten variablen Glédttung kann vorteilhaft bei
der driftkontrollierten Messwertiiber-
nahme in potentiometrischen Messungen
eingesetzt werden. Wenn Messwerte nicht

monoton einschwingen, ist die alleinige
Beachtung der ersten Ableitung nicht aus-
reichend.

In Abb. 2.1 und 2.2 wird der Einschwing-
vorgang einer Glaselektrode in isopro-
panolischer Losung bei einer Messfre-
quenz von 5 Hz gezeigt. Nach der Zugabe

A falsches Gleichgewichtspotential
T richtiges Gleichgewichtspotential

Abb. 2.1: Glattungsintervall 1 s
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einer Masslosung durchlduft die gemes-
sene Spannung ein Maximum nach etwa 3
Sekunden. Die gesetzte Driftschwelle von
0.5 mV/s ist zwar unterschritten, aber der
Betrag der zweiten Ableitung ist so gross,
dass keine Messwertiibernahme erfolgt.
Erst nach etwa 22 Sekunden sind die Be-
trdge von Drift und zweiter Ableitung
klein genug, so dass ein Messwert von
28 mV als stabil angesehen wird. In Abb.
2.1 sind die erste und zweite Ableitung
iber 5 Punkte berechnet worden. Wegen
des starken Rauschens wird die Drift-
schwelle von 0.5 mV/s mehrmals gekreuzt.
Erst eine Glattung iiber ein ldingeres Inter-
vall (maximal 21 Punkte, 4 Sekunden)
fiihrt zu weniger verrauschten Ableitun-
gen (Abb. 2.2). Nach den ersten vier Mes-
swerten sind bereits erste und zweite Ab-
leitung verfiigbar. Mit der Verldngerung
des Gléttungsintervalls werden die Ablei-
tungen immer genauer approximiert.

Die Gldttungsweite des Filters kann
wihrend des Verarbeitungsvorgangs vari-
iert und dadurch die Qualitidt der Auswer-
tung optimiert werden, ohne dass lingere
Rechenzeiten auftreten.

Die beschriebene numerische Aufarbei-
tung erlaubt zusétzlich ein rundungsfehler-
freies Arbeiten. Sie hat ausserdem den
Vorteil, gleichzeitig mehrere Ableitungen
ohne Mehraufwand bereitzustellen. Der
welterentwickelte Algorithmus fiihrt di-
rekt zu einer priziseren Darstellung des
Messdatenverlaufs. Damit kann die Ge-
nauigkeit nachfolgender herkdmmlicher
Auswertungen mit Verfahren deutlich ver-
bessert werden. Ein realisiertes prakti-
sches Beispiel dafiir sind Endpunktbestim-
mungen von Titrationen.
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