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Bezichungen zwischen Kugelfunktionen,
deren Parameter sich um ganze Zahlen unterseheiden.
Von

Prof. Dr. U. Bigler.

Herr Heine hat in seinem Handbuche iiber Kugel-
funktionen keinen besondern Abschnitt, welcher von den
Relationen handelt, die zwischen den Kugelfunktionen
(erster und zweiter Art) bestehen, deren Parameter sich
um ganze Zahlen unterscheiden. Seine diesbeziiglichen
Bemerkungen kommen nur vereinzelt vor. In § 20 findet
sich die Relation

a) (m+1)- P"T'—@n+4+1)P"+n.P""'=0.

Dieselbe wird hier aus der Diff’erentialgleichuhg

(1—2ax + a? -Z—’o]:—l—(a—x) T =0,
in Verbindung mit
d i 1 = TP (x)
J1—2ax + a?

abgeleitet. Aus dieser Relation folgt, dass

PP =A.P'+B.P°
ist, wo A eine ganze Funktion (n — 1) - Grades von x ist
und B eine solche vom Grade n. In § 21 findet sich eine
ahnliche Rekursions-Formel fiir die Kugelfunktion Q7
namlich

b)) @+DQRTM_@n+1D)Q +n Q" '=0.
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Heine findet dieselbe aus der bekannten Entwicklung von
%

- nach Kugelfunktionen und bemerkt, dass sich die

Funktion Q" aus den Werten fiir Q' und Q° auf dieselbe
Art ableiten lasse, wie P® aus P' und P’. Diese Bemer-
kung ist allerdings richtig, bedarf aber doch einer niheren
Begriindung. Nach Heine soll Karl Neumann die beiden
Relationen (a) und (b) benutzt haben, um die Gauss’sche

Formel 1 1
Qn—_~§ : Pnlogx_!r _

7,

x—1
abzuleiten, wo Z eine ganze Funktion (n — 1) - Grades
von x 1ist.

Fiir die hier auftretende Funktion Z hat Herr Christoffel
die Reihe

_Pn—1 a—1 2n — b n—3
=T F Wty P 7
5-m=9 = T

angegeben. Eine Ableitung derselben findet sich bei Heine
im § 26 und wird aus der Differentialgleichung fiir die
Kugelfunktionen P und Q abgeleitet. Die von Gauss ein-
gefithrte Funktion Z stimmt allerdings mit der Funktion
A in der Relation P* = A . P'+ B . P’ iiberein. Eine
Bestimmung der Funktion B ist aber bei Heine nirgends
zu finden. Beim Studium der Heine’schen Kugelfunktionen
empfand ich das Bediirfnis, die beiden Funktionen A und B
direkt zu bestimmen und legte meiner Untersuchung die
allgemeine Form

) P**'=_M .P*7'4N, . P

zu Grunde. Ich habe daher den positiven ganzzahligen
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Parameter durch die beliebige Zahl a ersetzt, um die
Formel
pr=E2T. (@'~ @™
gebrauchen zu koénnen. Mein Aufsatz enthilt daher im
Wesentlichen die Bestimmung der beiden Funktionen
M, und N, der Relation (c). Den Rekursionsformeln fiir
die zugeordneten Funktionen widmet Heine den § 63.
Dort findet man die einfachsten Beziehungen. Wenn ich
am Schlusse meiner Arbeit auch auf diesen Gegenstand
eintrete, so geschieht es nicht deshalb, viel neues bieten
zu kénﬂen, sondern weil ich glaube, die Sache einfacher
und natiirlicher behandeln zu koénnen, als es bei Heine
geschieht. In der Programmarbeit aus dem Jahre 1881
des Herrn Prof. Schliafli iber Kugelfunktionen findet sich
auf Seite 17 fur die Heine’sche Kugelfunktion zweiter
Art eine allgemein giiltige Entwicklungsreihe, welche ich
meiner Arbeit zu Grunde lege. Dort steht

1 'S+ ra+14+2) . ..
1, QF = x? ",
() ;0 AL T tatd)

2Q" (x)
ox '’

Aus dieser Forn.ael bestimmen wir zuerst
erhalt

man

A I TS o
;20 A T +atd :
und weil al'(a) =TI (a + 1) ist, so folgt
, 2Q "~=°°P0~+1+“+‘) PA+1+3) s

ox - =10 ()‘_!_a’ )

Wird diese Formel mit x multipliziert und zu (a + 1) - Q"
addiert, so folgt unmittelbar
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a A=

(x - an +@a+D- QY= (a+ ! T4+t
X A=0 2
11 (l _|_ ﬁ:l‘? ) i P (l + 1 + %) . X—a-—?)\—ll
’ MITA+a+-

Nun ist aber T'(h 4+ %) — (o 4+ 2+ .74+ 2+ und
daher auch
a ‘l" 1 a-[- 1

—5— TR+ —Ta+1 42— —2. T +24,
folglich

3 i O i T T TR Y.
(X“@——H&Jrl) Q)Z—E ( kil 29

-2 —1)! 1‘(1+a+%)

—a—2i—1
X i

Ersetzt man in dieser Formel (a + 1) durch a und (A — 1)
durch 2, so ergibt sich

3 - i=oT (A4 14 2 T( 4243
3. i . o 2
(X9X+a) < E M TQA4a+3) %
X—a—2)~—2 L aQa'
=53

Auf demselben Wege erhidlt man auch die andere
Formel

s 2 ra+”“)rg+1+)
. (x——a) :—2
ox = MTQ4a+7)
—a—2—1__ oQa—l
T T 3x

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich, dass man
aQ&—-l

sowohl aa—(i , als auch Ix durch die Funktionen Q" und

Q“~" darstellen kann. Wir schreiben die Gleichungen
(3) und (4) in der Form
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Qi e -

X g —/ag__—a,-Q Hx,l
aQa—l aQu, |

i ot : - A
ax +x ox neQ 1, x

und erhalten aus denselben

5. @—1) -2 — .. xQoQ,

X

6. (x2—1) - °Q_ a - (xQ"—Q' 1),

ox

Ersetzt man in Gleichung (5) den Parameter a durch
(a + 1), so erhdlt man aus dieser Form in Verbindung
mit (6) die Heine’sche Relation fir einen allgemeinen
Parameter in der Gestalt

2a + 1 a
a+ 1 T a1

Es folgt nun die Ableitung der entsprechenden Rekur-

7. Qa—{-l: XQ& Qa—l-

sionsformel fiir die Kugelfunktion erster Art und benutzen

dazu neben den schon gefundenen Beziehungen noch die

(rleichung

tgam
T

8. Pt

. (Q& L Q—a—l).

Aus () und (6) folgt

W) (1) o = (xQ — Q) = (e (@ - x QY
b) (x*— 1) -%%_:; Q= Q =@+D@Q—=xQ;

wird nun die Gleichung (b) von der Gleichung (a) sub-
trahiert, so erhilt man die Gleichung
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0) (Xg . 1) aaX (Qa_ Q—a—l) —q [X (Qa_ Q—a—l) . (Qa—-—l_ Q—a)]
=@+ [Q"FT-Q ") —x@Q"— Q"]

und hieraus

aPﬂ—l L
8. (x2-1). 5= == a(xP*” - P%),
oP? i _
I S i a—li —=a . (xP*=P*7Y),

2a+1- p a
a 4 1 . a—+1

Aus Gleichung (7) erkennt man, dass sich die Funk-

tion Q**" aus den Funktionen Q* und Q*~' aufbauen
lisst, dass es daher erlaubt ist, fir Q" 7" die Form
Q7= M QTN @

anzunehmen, wo M, und N, ganze Funktionen von x sind.
Ebenso folgt aus Gleichung (10) die Relation

12. Prti— _9n, . PATlg, . PR

Wir werden bald zeigen kénnen, dass die Funktionen

10. Pp*ti= . P

M, und N, resp. mit M; und N, iibereinstimmen miissen.
Die obigen Relationen sollen moch zur Ableitung der
Differentialgleichung fiir die Kugelfunktionen benutzt
werden. Man hat

) 3 (@ —xQH=(a—1Q

o GQ—QTY = 1Ay

X

b)

wird in der ersten Gleichung a durch (a 4 1) ersetzt und
Integriert, so erhilt man

1 1

9 [Q - dx=_-@*" —xQ)=_T7 xQ'—Q"Y;
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nun 1st aber
a

EQ*—Q*H= 1 C(x2—1) - Q , folglich

d) a(a.—i—l)]Q dx=(x¥= 1) = aQ
und daher
RN ((xa 1) —Q ): a(a+1) Q"

Dieselbe Gleichung erhélt man auch fiir die Funktion
P*. Wir wollen zuerst den Versuch machen, die Funk-
tionen M, und N, auf empirischem Wege zu bestimmen.
Zunéchst ist

M,=10, N;g=1.
Ferner erkennt man aus der Gleichung (7), dass
a N 2a 41 .

1 —_—

M, = —

-1’ a1
ist. Um Ms; und N; zu bestimmen ersetze man in Glei-
chung (7) a durch (a + 1) und eliminiere aus den beiden
Gleichungen
2a + 1 _
a1 a—1
a‘) Q - a + 1 + 1 Q )
2a + 3 a4+ 1
a42 . a+1 . a

die Funktion Q*1'. Das Ergebnis zeigt, dass

a (2a -+ 3) (2a+ 1) (2a + 3) a1

- w2
A D etd) "N T erD @Y F ar?
ist. Ebenso findet man

a(2a-+ 3) (2a-+5H) 2 a (a + 2)

@+D@+2@+3) ~ ~ (@a+1)(atdy

(2a+1) (2a+ 3) (2a-+5) ey (2a-1-3) (29,2_|_6a.—{—8)
G+DE+2 (@+d) = @rD(al12)@t+s)

M, —

M; =

Ny =
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Der unzerlegbare Faktor (2a? + 6a -+ 3) lasst nicht
hoffen, auf empirischem Wege ein Gesetz in den Koéffi-
clenten zu finden. Wir sind daher gendtigt, auf andere
Weise den Funktionen beizukommen. Zunichst sollen die
Rekursionsformeln fiir die Funktionen M, und N, aufgestellt
werden. Man ersetze in der Gleichung (7) a durch (a 4 2)
und erhilt

a4 h+1 a -+ A atr—1, 2a+2141 a4+
Q t + :—m'Q-l_ -+ a,—{—)\—i—l—.XQ-*- ;

nun ist aber

Qa 'I-}\:—M)- . Qﬂ.-—~1+ N)‘ . Qa, Qﬁ-i-}.—I:_Ml_l' Qﬂ.—l

+Nl—1' a,
folglich hat man auch
atr41_ [ a+A . 2a42i41 ] a—1
Y = M el @
a -+ A 2a 4 2241 } &
+[“a+1+1'N’~—‘+ e pon bl AL

Anderseits hat man auch

b) @' =My QT 4+ Nigy - Q"
und die Vergleichung von (a) und (b) ergibt

U My, =tk ol e L )
15 « _ a -+ A _ 28,—}—21—{—1.
o, NL-+-1 a—'—l—l—l N)\—l—'}_ a;+l+l XN)'

Ganz auf demselben Wege gelangt man auch zu den
beiden andern Relationen

a -+ A 2a4+2A1 41
14:1- ‘JJL+1:—£?_1—_—+_—1 'Sﬁ)\—l‘l' &—I—l—f—l » Xigh,
B o AER g a2l g



280

Diese Relationen zeigen nun, dass ganz allgemein
M,=M, und N, =N, ist. Denn nehmen wir an, die
beiden Gleichungen M, = M, und M, _; = N —; seien
bewiesen, so folgt aus (14) und (141), dass auch die Glei-
chung M, 4 = M, 41 bestehen muss. Nun kann man direkt
zeigen, dass M, = M, und M; = M ist; also muss auch
Mz = M, My — M3 ete. sein. Dasselbe gilt auch fiir die
Funktionen N und . Zur niheren Bestimmung der beiden
Funktionen M und N benutze ich die Rekursionsformel

@+0- QT'=@a+21—1) - xQ* T — (@ 1+ 1)x
Qa+)\m2,

multipliziere dieselbe mit s* und summiere beide Seiten
von A=1 bis A = .

Dadurch gelangt man zu der Formel

16. E (a + )\) S;'. Qﬂ+!72 (2& _,_ 2)\ _|_ 1) . XS}.QEI-+}.—1
A =1 =1
— E(a iy - 1) S).Q&—{-).—Q :
h=:1
wenn nun

5

17. V- ‘Q’ﬂ_l_ SQa+1+ g2 Qa+2+83Qa.+3+...;S S)kQa—}-}.
=0
gesetzt wird, also

a o
174 s% =Ss'Q* T s QT 2:2Q A4 38 Q2 0,

r=1
so kann die linke Seite der Gleichung (16) durch

A=

E (a I 7&) S)‘ Q41+L: 5 2 S).Qa-f-l_}_ElS?.Qu{» 2

=1 =0 A=1

- oV
_’a(V_Q)—}_S -a_S—’
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dargestellt werden. Auch die rechte Seite der Gleichung
(16) erfihrt durch Einfithrung der Funktion V eine starke
Vereinfachung. Man findet

)_‘:1_‘

N@Eat+2r—1) - -x'Q T T =2a+1) - xsQ+
Tl (2at3)xs?Q L Qa4 5 xst Q4.
=Qa+1)sx - [Q +s QT +2Q P4 e3Q M1 ]+
2s?x - [Q' T+ 25Q T2 8:2Q TP 482 Qr AL ]

und daher ist

s o]

Et\Qa—ﬁ—QJ\ﬁl) cxs8 QT T I=(2a 4+ 1)xs - V4 2xs? -

A=1]

oV
e
Ebenso findet man

E (a+A—1) & Qa+).—2 ) asQa—1+ (8 +1)s2Q° +
=1 :
@+ 2)s* Q"'+ (a4 3)s* Q" 4 ...

=asQ" 7'+ (a+Ds? - [Qs QT QT L] 4

. [Q*T 4 2sQ TP 352Q 01 . ]

oV
=asQ" "'+ (at 1) -2V L. =5

daher geht die Gleichung (16) iiber in
- (1 —2xs+ s? 6% +(a—(2a+1)xs+(a+1)s?) .V
—a (Q"—sQ"™Y;

beachtet man noch, dass

A —~Ra+1x-s+(at+1)s?>=a(l—2xs+s?) 4 s —xs,
80 erhilt man fir V die Gleichung

82--XS ).V__a’ .(Qa_—SQ&-—l).

1L —%%x84 8  8(1—2xs 4 s?)
19

18, °Y_+%.(a+

os
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Dieselbe soll nun zur Integration eingerichtet werden.
Zunachst schreiben wir sie in der Form

dVv ds (s—x)-ds aQ"ds
v TR é’+1_2xs+sz T 8- (1—2xs+5s%) .V
aQ" 'ds

(1 —-2xs+s?) .V

und setzen abkiirzend
wl=1—-2x8+ 8% dw?=2(s —x)ds;
dann hat man

dv ds 1 dw? aQ%'ds aQ''ds
7—}-&-4;—{—5' w2 swiV  wiV
Die linke Seite dieser Gleichung lésst sich als ein voll-
standiges Differential darstellen; denn es ist

dlogV + a - dlogs —|—% dlogw? = d logs* wV,

aQ'ds  aQ''ds

also dlogs” wV — WiV T WiV
B a a—1
oder d«(5 wV) — aQ ds %_9____?1_93,
s"wV sw2V w2.V
und daher |
a—1 a

A" wV)=aQ® - S 95 @1, S“f“’;

folglich
& & 7. ds w—1 {8 ds

19. Vs"w=aQ -JT_aQ / T

Der Parameter werde so gewiahlt, dass die untere
Grenze des Integrals zuginglich ist. Um die Integration

" ) 1 :
ausfithren zu konnen, ersetze man — durch die bekannte
w
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Entwicklung nach Kugelfunktionen erster Art, nimlich
L _Serw
= ?Os X).

Man erhialt dann fiir die Funktion V die Entwicklung

A=

1 p=m S&+)\P)
200 V=—. S”P”Ia v S
§* EO - & >§o a—+ A
A=% aad+1 1
A—1 v S : P}
Q. <eat+Ar+1 ,
oder mittelst der Abkiirzungen
p=om k= 349 p=w h=® r41 A
P s - P
TN . ¥ H_Sgp. N
- N> e
20;. V=Q" -aJ—Q*'.aH.

Die entwickelte Form von J ist eine Reihe, die nach
steigenden Potenzen von s fortschreitet; die Exponenten
bilden eine arithmetische Reihe mit der Differenz 1. Es
1st daher

m=

a a a a m

= ] 2 .

J=A +As+A s+, . . =DA s ;
m=20

der Koéffizient Af:l wird dadurch erhalten, dass man in
der entwickelten Form alle Glieder sammelt, welche die
Potenz sm enthalten. Man setze daher A 4 p. — m, also
k= m — A und lasse A von null bis m laufen.

Es 1st daher
r=m

i P?. . Pm—).
A, ‘2 PSR
Ebenso ist

a a a a
- i [ 2 | 3 ] ,,,,V ;
H Bls.st +B,s*+...=2B_-s.
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Um B: zu bestimmen, setze man A + p + 1 — n, also
p=mn—A—1 und lasse A von O bis (n — 1) laufen. Man
erhalt

r=n—1 rL=mn

5 P). ) Pn—}.—l P?.—l . Pn—k
Bn‘E at+ A+l = atfi

+=0 =1

Dass die Entwicklung der Funktion V die in (201)
angegebene Form annehmen wiirde, war zu erwarten.
Denn jede in der Definitionsgleichung (17) auftretende
Funktion Q**" lisst sich nach Gleichung (7) durch die
Funktionen Q"' und Q" darstellen. Andererseits lisst
sich nach Gleichung (11) die Funktion Q**" durch die
Funktionen M und N darstellen und daher ist auch V
selber durch diese Funktionen darstellbar. Ersetzt man
daher in Gleichung (17) die Funktion Q**" durch

(=M - Q"'+ N, -QY, so folgt

A=m =

21. V. Q' E — M 8"+ Q" 2 N, s"

=0 A=0
Da nun die Entwicklung von V in Gleichung (21)
mit derjenigen in Gleichung (20;) tibereinstimmen muss,
so erhalten wir folgende zwei Gleichungen:

=0

22. aH —M,s* + M s'+ M,s* ... =D M s;

=0

23. aJd: NOS°+N151+N28_2+...:EN s

oder
n=—:aw A=
a 5
22, a- OB "~ SM s
n g A
n=1 h=0
nm=— o A=
& m Y A
23,. a- DA "= N\
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Setzt man in diesen Summen die Koéffizienten gleich
hoher Potenzen von s auf beiden Seiten einander gleich,
so erhilt man schliesslich zur Bestimmung der Funktionen
M und N die Gleichungen:

24. M —=a - Ba:E a Cpt! P;__!,_;

h ’ A s a _|_ [ ’

Die Funktion M, ist in Bezug auf x vom Grade (A — 1)

und N, vom Grade A. Fiir Q**" erhalten wir die Ent-
wicklung

a+) g et

26. Q :-—aBQ -raA Q=-Q" Ea+p

LL -1_ k-p

P

a = a v h—p
+ Q * 20 a'iﬁ * P P .
Ej. —

Es mag noch erwihnt werden, dass sich die Funktion
Bj‘ durch die Funktion A darstellen lisst. Weil

=i—1
e i |

S B » it o 1t N, I » 1 = il Gl )
f. ?: a + 3 ;;go a + 13 + 1
p=1r—1 .
ud AT =N PP Y g

=1 a-ap 1

p=0
50 besteht die Gleichung
27, Bl =AY

h Lr—1

Es ist daher auch
o8 Qu.-f‘-}‘_ ( Q _Aa.+1 ) Qa—l),

r—1

29. P'"M'=aA’ P"— AT . P

r—1
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Die beiden Funktionen M, und N, sollen noch auf eine
andere Art durch Kugelfunktionen erster und zweiter Art

dargestellt werden und benutzen dazu die beiden Glei-
chungen '

a) Qd. ) N)\— Qa.—l . M)\: Qﬂ.+).’ H Pn’ PHHI;
b) Pa ) N)ﬁ—— Pu—l . Mk: Pa—f?‘?‘ _sz, ____Qa—l_

Aus denselben ergibt sich

PH.. Qa+l_ PR+.I.‘ Q&

80 M)‘ = —1 4 a a—17
P*='. Q*—P*: Q

a -1 athr a.+)‘_ a—1
31. N, b 9 Pr-Q

P -1 Qa___ P . Qi{;—i'_'

Der gemeinsame Nenner beider Briiche sei mit D
bezeichnet; dann ist

Q'd. . _Qa.—l
P{L . __Pa—l

D =

zur Bestimmung dieser Determinante benutzen wir die
beiden Gleichungen

1) - 0F —a @Q— QY

aPﬂ. B

& —1) - 5= =a-@P*—P"7),

aus denselben folgt, dass

—a - QT =—axQ*+x2—1) - 2Q

o . a—1 . a 92 . Lo
a-P'"" = —axP"+ (x 1) I
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Werden diese Werte in die Determinante eingesetzt,
S0 nimmt dieselbe folgende Gestalt an:

» Q" |
Q- = |

2 __ 3
D=X—Z. | -

Es soll nun zuerst gezeigt werden, dass die Deter-
minante D von x unabhingig ist, also eine Konstante
darstellt. Aus Gleichung (13) folgt, dass

: 0 # oQ* a a
a) E;X-(f_xg—l)-g )—a(a+1)Q == () P
2 2 P*
b o 2 ot L a Or.
) 5g ((x L « ) a(at+1)P*=0 | Q"

wird die erste dieser Gleichungen mit P*, die zweite mit
(— Q" multipliziert und addiert, so erhilt man

a 0 /, ; ) a ¢ aPn
o P w5 - e i) <o

Nun 1st aber

p* . aax((x‘-’_l) - ‘ﬁ) =%-{ - (P“- (x? — 1)3Qa) _

ox ) x

3P* 2Q®

2—-— ¢ @ —— e  —

(x 1) < g’

und ebenso

d oP? 3 . oP?

& 1. % (o k2 1)
(- )= (@ -
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tfolglich
. 0 aQ“) L2 ( 2 aP“)
BQa 2P
- 2 _ L s "
- 2x o L (P X . QX)

Weil nun die linke Seite dieser Gleichung nach (¢) den
Wert null besitzt, so besteht auch noch die andere

°Q"

Q) o |e - (e Qs

P) _ 0

und daher muss D von x unabhéngig sein. Um nun diese
Konstante zu bestimmen, gehen wir auf die urspriingliche
Form zuriick, namlich

Qa . '—‘-Qa—l
Pa . _Pa—l

D=

?

und ersetzen in derselben die Funktionen P* und P* '
mittelst der Gleichungen

Q Qa—l; Pa—I:
(tg(a—1)m—tgan)

a tgarm tgaw e — —a.
pr— £ B @ Qs

durch die Kugelfunktionen zweiter Art. Dadurch erhilt
man

DEM Qa. L Qa—l
- — QT —=QTY |
_tgarc Qa ) Qa 1 ‘

T Q—a—l . Q—a \

Die weitere Berechnung wird nun am einfachsten,
wenn wir uns x positiv sehr gross denken, so dass man
in der Entwicklungsreihe von Q" nach fallenden Potenzen
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von x nur den ersten Term zu beriicksichtigen hat.
Aus der Definitionsgleichung (1) der Funktion Q" erhilt
man dann

% . P (a-;-l) : F (;Jr 1) R

R (Y S

+ ...

und weil allgemein
FOIEx=2"""Tx -+,
s0 1st auch
- - a v a1 N A
Fl@a+1) =2 TEH . T4,

2
und daher

Q' (x) =

1 I ;I @+1)

S |
. : X vy
i I (a+%)

folglich auch
1 T@l(—a+l) a1
2—a.+1 T (_ o + %)

Q" (x) = + ...

Der Anfangsterm in der Entwicklung des Produktes
Q" . Q® ist daher klein von der Ordnung ;12 und ver-

schwindet fiir einen sehr hohen Wert von x. Es ist daher

D — sin (_ tgam Q. Q—a—l).
)

(x=ow T
Nun 1st aber

2

2 T@a+3)

,—a

Qa—l -

1 T (T

und
1 T (T (—a)

—a—1 I .
? 27 F(—a+t2)

a -
X 4+ ...
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und daher
F ()T @I (—a)

e - PG+l HDIT(—a+

ersetzt man noch I (;) durch }= und — aT (—a) durch
I' (1—a), so erhilt man
tgan I'(a) T' (1 — a)

D — 1 1 '
T I‘(a—{—?) F(E_a')

Nun ist aber

P
sinar’

T(a)  T(1—a)= T(a+1) T —a)

" (1

sin (a +

)
Cos a T

folglich D=">"—. _

& sin a7

m
tgam cosamw l
a

Fir die Funktionen M, und N, erhalten wir daher die
Ausdriicke

32. M}, - (Pa-i-)\ . Qa. — Pr. Qa-{-)_),
33. N}‘ —1 (Pa‘"’)' . Qa'—l L Pa—l ) Qa.+}.)

und in Verbindung mit den Gleichungen (24) und (25)
folgt hieraus

Pp.—l P).— 7

34. Pn-i—).. Qa - a. . a+) i

p.:). 1 .
a.-I-)._ a—1 pa—1 a.+}.: s 1 h—p.
B P QUTLRTIQESS P

Man konnte die Berechnung der Determinante auch
an der Form
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@ 29
x?—1 °x
D~ =
! pr . °P"
ox
) .. a P
vornehmen. Zu diesem Zwecke eliminiere man P" und Ix

mittelst der Gleichungen

P tERT (o ey P tgam (2Q7 2077
1"

"dx =@ ox  2x
und erhilt
e
tgaw x2—1 ¢
D=— ' a g1
& QL °Q
| aX

Die Kugelfunktionen sind spezielle Félle der hyper-
geometrischen Reihe.

Man hat daher nach Gleichung (1)

. T (3)F(a+1)
T | 2 -a-1 atl a 8 1).
Q'=2 I' (a + ?[2) : E(2,2+1’a+2, Xz)’

fir einen sehr grossen Wert von x ist daher in tiefster
Anniherung

Q= Ax™ 4 Aix*% .. Q*'=Bx*+Bix**4..;

2 Q" 2Q !
53_2—{a+JJAJK*4+.”;a§ =aBx""' .. ;
folglich
a 9Q7%7) —2 . A—a—19Q"
Q . m :aA.BX +..., Q, K

— —(a+1DABx 4 ...
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und daher ist auch

a aQ_a_—l —a—1 aQai —3 :
Q'g —‘Q ‘5;—(2&+1)‘ABX +....
somit D:——Qa_*_l-tgan-AB.

a ("

Nun ist aber

A =90 1, t e) ! (a—.+— 1), B =9". d (%)1[‘ - a);
I (a+ %) rE—a
folglich
D tgam (aﬂ—%)I‘(a—i—l)F(—a) tgamw
. . _ — X
a I'(z —a)T (a+ 3s) a
Fra+ 1) I'(—a)
F'a+y) F(—a)
und daher 1) == _:;.

Die Gauss’sche Gleichung

m 1 m X+1
Q P 10g;{—:—1~—z

— 2
erhialt man auf folgende Art: Ersetzt man in den Glei-
chungen (28) und (29) den Parameter a durch 1 und
A durch m, so erhdlt man die beiden Gleichungen

“m 1 1 2 0
PPFl—A . P—A  .P,

1

Qm+1:Am . Ql‘ Afn__l . Q

0

und die Elimination von AI:_I fithrt auf die Gleichung

Qm+1 _ Pm+1 . 1 ].Og XA_*__IZ — _A_1 . (Pl s QO_"‘ PO Ql)a
2 - FE | "

wobei schon die Formel Q0=% - log z—j—L—i

wurde. Beriicksichtigt man noch, dass

angewendet



293

QI(X—X( lo +l -

s X), P’(x) 1, P'(x) —x

1st, also P'- Q" — P". Q'= 1, so hat man

1 x4+ 1 1
( m m =+ o )
Q P 2 log X — 1 m—1

Nun ist aber allgemein

p=m

n n m n — n m ﬂ— 1 19 m—u.
A B T P =yt
= P_,Oner.
also fir n =1 und m = (m — 1)
1 m X + 1 m - ]_ m—pL
A, =P 3 g XTI q g e
und daher ist
m m 1 1 pL—l m——p.
36. Q'(x)=P". 5 log 2;7- .

Die Funktion Z der Gauss’schen Gleichung ist daher
=T 5
37, Z=X = . priprr

Die Gauss’sche Gleichung in der Form von (36) soll
hier noch auf einem andern Wege abgeleitet werden.
Wir setzen |

X =oacosf, Y=asinb - cosp, Z=asinb - sing
und p =X +1Y—1=0a- (cosb + isinfcosg) —1; dann

geniigt die Funktion % der Differentialgleichung zweiter

o2 1 22 1 22 1
sxe (5) Faye (5) T o () @

Ordnung




294

Betrachtet man «,6und ¢ als Polarcoordinaten des Punktes

(X, ¥, z), sO muss (%) auch der Gleichung
o

90&( acx()) smH aie(smﬁae())

1 2 /1y 0
sin?f ~ 3g? (E) B
genugen.

Setzt man abkiirzend x — cos 6, y = 1sin 6, also
x? — y? = 1, und beachtet, dass

| d

— und
sinf 20 ox’

1 P o ,1 1 d sin?2 2 /1
sinf 56($n6 aﬁ(p))::__ﬁﬁﬁ “566_ i '_—( ))

: Lo it s
1st, s0 hat man fir — die Gleichung

ax ( aa( )) (/1*X2J;§(—1))+T_ix3.ji(l)go_

P 3¢ \p
Wird dieselbe mit d ¢ multipliziert und integriert, so folgt

Y N

1
1-—x2 [ap (p)] 0
und weil 2. (l) __EysAy ..

- 1st, so geht vorstehende
99 \p p° x B8

Gleichung iiber in

IS IE GRS

30{. acz

sin ﬂ
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Die Grenzen des Integrals sollen so gewihlt werden,
dass der Unterschied auf der rechten Seite verschwindet.
Man ersetze die Variable ¢ durch iy; dann ist

de =1idy, p=a - (cos0 + isinf - cofy) — 1
(x4t yeoiy) —

do . dy
al — Bk - _
S0 joc(x+ycoscp)—l ljcx(x—l—ycnf)(}—l

Ferner ist der Unterschied x. fIIIZX}; weil

a sing] .

.o ]_ e
p ¥

nun fiir einen sehr hohen positiven Wert von y angenihert

cof ¥ durch %e’- und fin ¥ durch %e'/- dargestellt werden

kann, so ist in tiefster Anniherung

lafiny _ 2iet

(oc(x—l—yw])()—l) o e

M

verschwindet daher fiir y — oo. Setzt man daher

38.

ik ja(x—LyCLﬁx)—l)’

s0 muss die Funktion T folgender Differentialgleichung
gentigen :

2 (2?7 g _ 1y 0T\ _
n ) Lo

Setzt man abkiirzend s = x -+ y cof ¥ und nimmt
an, dass as > 1, so lisst sich T nach fallenden Potenzen
von o entwickeln. Denn man hat

_ I_w
1 1 il
. l_____“ mern ;\T'l <« 8
as -—1 oS os o

A= 0




und daher
h=w oo dX A)‘:.o: Q)_ (X)
Tr= ? { ./‘S-,_,pl‘] "\2 eSS
rﬁO 0 =0
Die Funktion T ldsst sich daher durch die Reihe
0 1 3
40. Tg—i—Q——!—QBqL

darstellen. Aus Gleichung (39) in Verbindung mit (40)
erhilt man die Differentialgleichung fiir die Funktion Q.
Man hat

0 —A—1ly —n—2, 2 0 —n—1
s @)= — @ DT e @)
= — m+1a’
also auch
P 2
o 2 Y s,—n—1 An . L —n—1An,
3, \ % 5, (@ Q)) nn+1)a Q"
ferner ist
2 3 _._ 43 (. aQ)
- 2 L n—1 ~An I n 14_ 2
Sx((x 1) ax““ Q )) * EX((X )a

Setzt man daher in Gleichung (39) fiir T die Reihe in
Gleichung (40) ein, so erhélt man

H_Ew 7 Bt (n m+1)Q"— aix ((x2 — 1) aa(jn)) =0

und ;aher
o (= —1)——)—n(n +1)Q* =o.

Um fiir T eine Reihe zu erhalten, die nach steigen-
den Potenzen von o fortschreitet, ersetze man in Glei-

chung (38) « durch (—:—C); dann 1st
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% A=

dx »
41. T _—"/ Zl% == a1Q0+ a? . Ql + a3Q2 +... :2 a).-l-l Q\'
0 =0

Nun ist aber

s—a=x—a+y- cofy=x—a+y- 5@+,
und daher
(s —a)et = 2(x — a) o + ye +y.

Wir setzen nun t — ye" 4+ x; dann lauft die neue Variable
von (x -+ y) bis ins positiv Unendliche, wahrend y die
Positive Realititslinie im positiven Sinne durchliuft. Weil
. t—x t —x dt
(o == — =
8k = v , X = log y , dy "
dy 2dt
s—a t2—1—2a(t—x)

80 hat man auch

und

']3:20&/c£3

o/
z

dt
(t?—1) — 2a(t — x)’

wo z =X + y ist.

Nun soll der Integrand nach steigenden Potenzen
von « entwickelt werden. Man hat

) 1 - (1 2&@~ﬁx“_1_
t'—1 —2a(t—x) (tE—1\ ¥ —1 -

A=

1 ); 2)\ (t — X.))»
. o -
EREP MR

und daher geht die Gleichung (41) in die andere iiber

M=o Fordtl,
1. T-Ngt .2 @)ﬁ-dt
=20 z (t2 - 1) ‘
Die Vergleichung von (41) mit, (42) gibt fiir Q" folgendes
bestimmte Integral
20
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Pon+1 e\
43. Q"= 2" (-3 -dt; z=x+y).

(t2 — 1)*+t

Nun soll das Integral T der Gleichung (41) ausgewertet

werden. Weil auch
0

_ dy
T“a'_lx—kycofx—a

ist, so gibt die Gleichung (41) zunéchst

2 jx—l—ycof,(—cx

und wenn wieder abkiirzend p? =1 — 2ax + a? gesetzt

wird, so hat man
o [t

Wenn u = ‘-—_—-Of, dua= ﬂ, so 1st
e e
T_ % F du o w»_dle fdu
P w—1  2p u—+ 1 v/u—l

und daher 1ist

o u—l—lr_ac x—atp a (x—a—{—g.;)
T2l 1] % Bxma—p T 2 B
¢ (x—atp® a. x—atop
— lo == i— ]
2 5y ¢
also |
44 T:E]ng_“+9_
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Nun soll auch diese Funktion nach steigenden Po-
tenzen von « entwickelt werden. Weil g2 =1 — 2ax | &2
ist, so hat man auch

ap o ap X — 0
ey —-——(X——a)und.dahmraa - _27_?
somit ﬁ(x—a_;_p)ﬁﬁ(l_‘_p___)__ P___,
es ist also auch
‘a—lO X_“+P y .—I-X—Gt%—pi_}_
= BTy s A ) e P
— — (P*+ aPt 4 a?P? 4 .. )
somit :
og T2t - (P 4 2P 1S Py )
¥ 2
0
A=wo
:—Ea‘*-l P)
| ?
A=o )41
=== p x41 5
log — 1 — N . P
: 57y %ul

A=m 43
Iog E__"__l N *

A
7 x—1 ,,_=Ox+1'P'

Wir erhalten daher fir T folgende Entwicklung

T—wl‘l X+1n§w n-l-an_)mw ):T_lp>xzwau+l
T2 %y 1= EH— %

n=~0

In der zweiten Summe dieser Gleichung suchen wir den
Koéfficienten von o' zu bestimmen. Wir setzen daher
A4+ p+2—=n-+1, also p — n — A —1 und lassen
Avon 0 bis (n — 1) laufen. Man erhilt dadurch fiir die

Funktion T folgende Entwicklungsreihe
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n=—ow . t=n—1

X+l n 1 hn-1-2] n41

n=>0

Aus den Gleichungen (41) und (46) ergibt sich nun fiir
die Funktion Q" folgende Darstellung

46. Qn:Pn 2 logX—|—1_$ l ? 1‘ Pn—).

A=1

und daher ist die Funktion Z
Z 2 n )\'

Denkt man sich in dieser Reihe fiir P*~' und P* "
die bekannten Entwicklungen nach x substituiert, so ist
das Resultat wieder eine Reihe, die nach fallenden Po-
tenzen von x fortschreitet, deren Exponenten eine arith-
metische Progression mit der Differenz 2 befolgen. Es ist
daher gestattet, fiir Z auch folgende Form anzunehmen:

)_m
2

47, Z—> A P
r=0
Die Koéfficienten dieser Entwicklung sind bekannt und
wurden nach Heine zuerst von Herrn Christoffel bestimmt.
Ich will aber das angefithrte Material benutzen und auf
diese Koéfficientenbestimmung eintreten. Wir gehen von
der Formel (46) aus und setzen daher |

o 1 A m-A X—l_l m+1 m-{;l
Z_\)goi—_l_—l--P-P —glg —— B e

Die beiden Funktionen Q™ *' und P™*' geniigen der
Differentialgleichung

o o
E]y—é—-x((x“’—l)%)—(m—l—l) (m+2)y -0
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s0 dass also die Gleichungen
- Plll+1: O, ] Qm+l= 0

bestehen. Wenn p — %log z-ii und y=pP"*+!

wird, so soll ] (py) berechnet werden. Man hat

gesetzt

) . @
Ly = :,J—};((x2 -1 ;pxy»)) — (m+1) (m+2)py;

nun ist aber

ap ) 1 ) 1 ___1_
ox Q_(X+1_X—1) x? —1’
und
0 o(py)\ _ ? oy oP\\ _
T (<X2‘1) —a;")—az (2= 1) (P&”a‘x))*
0 . ay y
F lrs® o
SX((X 1)(P X xz—l))’
2 o2 o °
g;(((x -1)p ):(X2 l)p%vt( ? )%-azqt
) 0
2xp 5;{—%,

0 g o2 )
— (x —l)pay 2 y+2xpay p[(x2—1)3—3;+2 ai ~9.

Aus der Differentialgleichung fiir die Kugelfunktionen
folgt aber, dass

02 )
®-1)%42x - —m4 1) (m+2)y

ox?2 ox
ist. Es ist daher
P
D(py)=(m+1) (m+2)py — 25 —(m+ 1) m+2)py
oy
) R

ox’



302

und weil (1% —=[J(py)— IQ",
so erhédlt man die Gleichung

5 m 41
48, e B DR
ox

Es soll nun das Symbol [] auf die entwickelte Form der
Gleichung (47) ausgeiibt werden; man hat daher

:IZ — (EA, . Pm—2l)

A=0

zu berechnen. Die Funktion P™ " geniigt der Gleichung

) aPm—?)_ g

o 2_-_ L _ _ _ i m Lo

3X((x 1) - o= ) (m—22) (m—2%+1). P 0.
Nun i1st

m—2L 0 2 aPm-2}‘ m-2%
1P == (x—l)a—}z —(m+1)(m+2)P ,

und mit Benutzung der Differentialgleichung erhalt man

hieraus

P2 P=(m-2)1) (m—2x+ 1) P™_(m + 1) (m +2) P~

. =—2@A+ 1D (@m—21+1) . P,

folglich ist auch
=2

49. DZ=A -OP""=3-2@1+1)(m—22
=0 r=0 1 I)A)‘ . pm-2h

>
[l A

m
2

I

und daher nach Gleichung (48)

< m

aPm-{-l ;‘=-_2— .
= =2@A+DHEm—2a+14, | S

=0

50.

Um einen Einblick in die Beschaffenheit und den
Aufbau des Koéfficienten A, zu erhalten, sind wir gendtigt,
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m-1 :
noch eine andere Formel fiir B abzuleiten. Wir be-
nutzen dazu die Formeln (a) und (b), Seite 277, und ersetzen
noch a durch (a 4+ 1); dann hat man
2 g
8) (potatl) Q=3%

a a—1
B ko —a )@ —2%

ox ox

und die Subtraktion ergibt die andere

. 3 Qa+1 3 Qa —1
c) (23+1)‘Q:a“x ~3x

Ersetzt man in der Gleichung (c) der Reihe nach a durch

@+ 1), a+3), (a+5)...,, (a+2x—1), so erhilt man

folgendes System von Gleichungen

aQa+2 aQa

a+1 P
aQa.+4 aQa+2

a+3 v

(a4 7)- Q7T =52 e
. aQ&-+6 aQa+4
@a+11) - QM= —5= -,

Endr 1) Qrr-tac > - 1%

Die Summation derselben ergibt nun

A=t . ~ aQa+2r aQa
51. ¥ @a 442 —1QTT - — 2.

ox ox
=1

Auf demselben Wege erhilt man die andere Gleichung
aP“'*'“ aPa 7\:[‘. S ) a4$2)-1 '
2. — '"“a—XZE (2a4+42—-1)-P

ax N=1
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Ersetzt man in den Formeln (51) und (52) das eine Mal
a durch O und das andere Mal durch 1 und beachtet, dass

Po -1, Pl—x, Q°— X+1 Ql’* iii—l,
also
op0 9Pt 2Q 1 1, x4+l  x
ox Uax Dax T x-rax 2%x 1 X1
so erhdlt man die Gleichungen
2n
53, gQ 4n-1)Q ¥ 4n-6)Q ¥ 4n-9Q ¥ ...
1
+ 3Q1 T o8 1’
aQ2n+l an_4
54, @n+1) QY @n-3)Q ¥ @n-70Q ¥ ...
X
2 L
+ 5Q + Q X2 _ 1’
Pgn 2n-5
bb. i = (4n — 1)P + (41:1 5)P F (411 9P + ..+3P,
P2n+1 2n-4
56. % (4n+1)P+(4n 3)P+(4n D+ ..
+ 5 P2 + PO,

Denkt man sich ferner in der Gleichung (51) den Para-

meter r sehr gross und beachtet, dass lim Q*T*"— 0 ist:
(r=w)

dann geht diese Gleichung iiber in

w0

57, _g_g N a4+ 4r—1)Q— a3 Q T Ra+1Q L.

A=1

Die beiden Gleichungen (55) und (56) sollen auf einen be-
liebigen Parameter m tibergetragen werden. Man schreibe
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\p2r+1 A=r gy M=T .
o — > 41+ 1)P¥, g = @r—1)P*!

aX r=20 r=1

und ersetze (r — A) durch A, dann gehen dieselben iiber in

3P2r+1 k=r ) 2r A=r-1 or91 1
r-2) T—-2A=
- = )?.0(41-—414—1P | :20(41'—41—1)1’

In der ersten Gleichung ersetze man ferner 2r durch m
und in der zweiten (2r — 1) durch m. Dadurch erhilt
man schliesslich die Gleichungen

3 m+1 A=? e

8. LN 2m — 414+ 1) P2
X =t
lém_]
) m-+1 2

581 az =¥ (@m—4) 4+ 1) P22

=0

Aus den Gleichungen (50) und (58) erhalten wir nun zur

Bestimmung des Koéfficienten A, die Gleichung
2A+1)(m—22A+1)- A =02m —414 1),

und daher ist

Qo — dik + 1 2 1
@A+ 1) (m—2x+1) 2X4+1 m—21+1

A). —

Fir die Funktion Z erhalten wir daher nach (47)
die Entwicklung

».éi;l
2111———4:1—'—1 m—2)
89, L= . P
):20(21—{—1)(m—2l—|—1)
}é% 2 1 2%
_ N ( _ __._) i -
:}, 224+ 1 m—2A-+1
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Die oben angegebenen Werte von Q° und Q' erhalt
man am einfachsten aus einem Integralausdrucke fiir Q,
den Prof. Schléfli auf Seite 59 seiner Programmarbeit iiber
Kugelfunktionen angiebt. Dort steht

A 1 T N O B
e Y | P M
v f(ogt—l 9 ng—l) 2" (b— x)°

21w
(Der Weg dieses Integrales ist ein kleiner, rechtslaufiger

Kreis um x). Setzt man hier n = 0 und wendet den Satz
von Cauchy an, so erhédlt man sofort
0o 1 X + 1
NS e T
Fir n = 1 folgt zuerst

1 t41 1 x4+ 1 dt
Qi(x)_m f(]ogm—mglogx_1)(t2—-1)(t_x)3

Der Wert dieses Integrales ist gleich dem Koéfficienten von
h in der Entwicklung der Funktion

1{, x+14+h 1 x+1)( ) )
é(logx—1+_h_§l°gx_1 .~

nach steigenden Potenzen von h; also ist

Qx) == log=tl

;. o | i

Man kann diese Werte auch aus der Definitionsgleichung
(1) ableiten.. Nach derselben ist

n P(%)I‘(H‘FI) — n4+1n .. g 1
Q(X):2n+lr_(n+;)'x F(_"2’§+1’n+‘2"x2)’

also fiir n =0

I'(3)
Co=rs -3 Pntg) -1 Pt 3)
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oder in der entwickelten Form

QP PEE) . F+A-1) X1 2 8..(1+Ar-1) 1

S12 8. 0 XEIEE G-
oder
A=w 1 1 1 : 1
QO(X) ‘T*g :—1og }i

-‘,20214—1. X2 x =1

I

Fir n = 1 erhilt man

. 1 1 1
Q1(~X):§'§' F(la ":"7 21 Xg):
|
l f:w1,23 )L)(—:—%% (%_'_141) 1
8 =198, A%t J(EgA—T T
ﬁr:oo 1 1 )‘:Eoo 1 1
o o  _2.+2 Ve
- 2%+ 3 t - 2) 41 2h+1
und daher ist
1
1 N s x+1 1)
Q (X)_x(2logx—lhx_

Die Werte von P’ und P' (x) erhiilt man sehr einfach aus
dem Integral
2 1\®

ol LA R . dlt.
217 3* G-=xyr

(Weg eine geschlossene, rechtliufige Kurve um die Pole
1 und x). Dieses Integral findet sich in der Programm-
arbeit von Herrn Prof. Schliafli, Seite 5. Setzt man in

demselben a = 0, so folgt

PPN dt
Pe=g9m Jt—n
(Weg eine rechtliufig geschlossene Kurve um den Pol x),

also nach Cauchy P’(x) = 1.
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Fir n =1 folgt
(t2—1)dt
P (x) = 217: f2 Th—x2F
Weil 1 kein Mehr-Pol ist, so umgibt der Weg nur noch den
Pol x und der Wert des Integrales ist daher gleich dem

Koéfficienten von h in der Entwicklung von ((x+h —1)

nach steigenden Potenzen von h, also glelch x; folglich
P! (x) = x. Prof. Schlafli gibt folgende Formel an als
erster Niaherungswert fiir eine Q-Funktion mit positivem,
sehr grossem Parameter:

[ 1
lim Q" (x) = vz (yi=x2—1, 2=x ]
Jim Q= |/t @  s=x+y)

Zur Ableitung dieser Formel benutzt Schlifli auf eine
sehr geschickte Art das bekannte Integral

Zu demselben Resultate gelangt man auch ausgehend von
der hypergeometrischen Reihe

. '@+l |/l 1
Q(X): I?(a—}—%)_.z IF('é:a“f"lra’"i"%v?)’

woz=x-+4Yy,y=)x2—1 ist. (KEine Ableitung dieser
Formel findet sich in der schon oft erwiihnten Programm-
arbeit des Herrn Prof. Schlafli, Seite 36). Weil

Blgosteri)-

3 (FFA-DX (a+1) (a+2).. (a+N) 1
8. A X@+yg@ty.. m+x+>z

A=w 1

L\'D w.|r.u

2
=0 1
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und
By 3 La+2)at0).. G+ ==Mn0—l-+“)=L
“=o () (atg) (@) @i tg) asel 2a

Man nimmt also an, dass die hypergeometrische Reihe
Nach Art einer geometrischen Reihe convergiere, damit
man dieselbe bei einem hohen endlichen Werte von 2,
der noch lange nicht mit a zu vergleichen ist, abbrechen
diirfe. In diesem Falle hat man

. I‘lr 1 *0 _1-._3_.—6_-._]; l—l 1
lingr g - TETEED Qi Gy 1
also
I'(zT(+1 ’
llm Qa (X) - —(ZA;(A—_B j ’ Z—a-l — = =
o I'(a+3) l/l_l
72

re):-r@a+1) =z
la+3) |2y

TET(a+1)

Um lim — zu bestimmen, benutzen wir das

a=«) ['(a4 2—)
Euler'sche Integral. Nach demselben ist

re)-Ta+l)
Ta+3)

und es handelt sich nun darum, dieses Integral nach fal-

w[t””(l——@“dt

lenden Potenzen von a zu entwickeln. Der grosste Wert
von (1—t)* liegt in t = O; man setze daher t =1—e™" ;
dann liuft u von null durch alle positiven Werte hin-

dt

durch ins Unendliche. Weil du — -

ist, so hat man



310
1 ®

]t“"’ c(1—t)*dt = /(1ﬁe_“)'.”2- e” TP qu;

o
0 0

i EETINE . ;
wenn wir nun (1 —e™")™" nach steigenden Potenzen von
u entwickeln, also
. =1 =12 1 1 =1 -1/ 1 1
l—e™) "=u"(l—gutzui+.) "=u "+Lu +
' 1 32
96 u + aiits
setzen, so verwandelt sich obiges Integral in die Summe

s} e o]
v

1
V/t"lf' (1—t)*dt :j u e @tE gy 1 i— : /Ll%e'(:""“)l1 du
0 0 0

P
1

g, ® /u%e‘(“_"”“du%—...

0

Y= 1 1, 1 1
*ﬁ(”é'ﬁm'?ﬁ'“)’

und daher ist

lim I'(z F(a+1)_]/_
@—x) I'(a+ )

Einfacher gestaltet sich die Berechnung mit Hiilfe der
bekannten Formel
s 1.2.3.4...(N—1) -
L) =l - T et (a+N-1)
aus dieser Formel folgt fiir ein grosses N

Ta+N)=T(N). N

Daher ist
limF@+1)=I(a)-a; imF (a +5)=T(a) - a
(a=w)
also auch
PR ik L O St F&) =1,

a==)T(a+3 Va
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o7l -
S0 folgt lim G -Fe+l) /E,

@==) (@42 | a
somit
I B e By, B il e el Ty gk
(al:ni)Q (x) ore- X z s (y X 1; z=x-+Yy).

Herr Heine definiert seine zugeordneten Funktionen
P? (x) und Q. (x) durch die Gleichungen
N 1 F@E)m—m)! I
P (x)=—- g - -y D" P"(x),
2 F(n+3)

F(n+2

Qill(x) - (_ 1)m 2n+1 . L ( 2 )
F&F@+mtl)
Fiir diese Funktionen sollen nun die wichtigsten Rekur-
sions - Formeln abgeleitet werden. Fiir die Funktionen

P" (x) und Q" (x) bestehen die beiden Gleichungen
aPn—I—-I aPn_
%) 3z X3z =
aprtt 3p" i

b) X - —a—X:(n+1)P,
(und ebenso, wenn P durch Q ersetzt wird).

. yﬂl Dm Ql’l (X).

(n+1)P";

. o

Wenn nun fortan . D gesetzt wird, also -— = D",
ox gxn

und das Symbol D™ auf die Gleichungen (a) und (b) ein-

wirken ldsst, so erhélt man mit Hiilfe der Formel

A=m

D” (pq) = () D'p -D" g,
=0

die beiden Gleichungen
¢) xD"HPA Lt n+ D PP —-DRtI prti_g,
d) xD™™'P*—(n— m) D"P* —D™T'pP~'—0.



Um aus diesen zwei Gleichungen eine Relation fiir
die zugeordnete Kugelfunktion erster Art mit gleichem
unterem Parameter zu erhalten, ist die Funktion D™ P"
zu eliminieren. Das Resultat dieser Elimination ist die
Gleichung

e) (2n+l)XDm+an_(n_m) Dn]-i—an_[_l‘“
(m+n+1)D™HPr—t =,

Wird diese G‘rleiclr'lung mit y™ T multipliziert und allgemein
B 2" T (n + %) _po
F( @—m)! 7

nm m n

F

gesetzt, so erhilt man die Formel
1. (4n2—1)P 7' —(4n?— 1)x P2 4 (n?—m?) P2 ".

Die Gleichung (e) gilt auch fiir die Q-Funktion. Ersetzt
man daher P durch Q, multipliziert wieder mit y™ ™"
und setzt

CCDPTG) - m)!
= 211+1 . I‘l (n _|__ 3/2)

ym Dm Qn Q,E],

so erhilt man
2. m—m+1)@+m+1)QRLH —@n +1) 2n + 3) X
x-Q —Q™H=0.

Diese beiden Formeln (1) und (2) kann man auch aus den
bekannten Relationen (10) und (7)

m+ DP* ' —@2n+1) - xP*+ nP* = 0;
m+1D)Q* T —2n+1)x-Q"+n-Q* ' =0
auf folgende Art ableiten: Lisst man auf die erste dieser

Gleichungen das Symbol D™ einwirken und multipliziert
mit y™, so erhélt man
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f) mn+1)y™ D"P"*'— 2n+1)xy™ D"P"
—m2n+1) ym pm—1pv 4 nym pm Pt 0
Aus dieser Gleichung ist die Funktion D™ ' P zu eli-
Minieren. Zu diesem Zwecke ersetze man in Gleichung (b)
den Parameter n durch (n — 1) und addiere sie zu Glei-
chung (a); man erhilt
g) DP*T' _DP*'=@2n+1)P"
Auf diese Gleichung werde das Symbol D™ ™' ausgeiibt
und findet
(2n 4 1) D®~!'P* = D" Pt D" P,
wird dieser Wert in die Gleichung (f) eingefiihrt, so geht
diese iiber in
m—m+1)y" D"P*" —@2n+4+ )xy™ D" P* 4
(m+n)y” D"P*" ' =0

und verwandelt sich durch Einfithrung der Funktion P?
In die Gleichung (1). Auf demselben Wege gelangt man
auch zu der Gleichung 2.

Andere Rekursionsformeln fiir die Funktionen P
und Q" erhidlt man aus der Differentialgleichung fiir

D"P" und D™Q". Um diese Differentialgleichung zu er-
halten, lisst man das Symbol D™ auf die bekannte Glei-
chung

2 N OP"

P +2X./P —n{(n+1P"=0

(x2—1) Ix

o x?
einwirken; man findet
h) (x2—1)D*( D" P42 (m+1)xD (D"P*) +
(m(m-+1)—n@m+1)D"P*=0
und ebenso fiir die Q-Funktion, Wird diese Gleichung
mit y™+* multipliziert und die Funktion PP (x) einge-

fl'ihrt, so erhilt man
21
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m—1

3. m—m)P,  +2mxP —(m+n)yP _, =0
und ebenso .
4, (n+4m -+ l)yQﬁwl—vaxQﬁ]—(n;m—i— LHyQ _,=0.

Eliminiert man ferner aus dem Systeme der zwei Glei-
chungen

xD"t'P* 4 (m+n+1)D"P*—D"H' P =,
x PETAPE T (o T DR TP =1
die Funktion Dm"'l1 so erhialt man die Relation
) E—1DT'Pt _(n—m41)x - DP* T4
(m +n+1)D"P*=0;
dieselbe gilt auch fiir die Q-Funktion. Multipliziert man

dieselbe mit y™ und fithrt das eine Mal P:; und das andere

Mal Q) ein, so erhdlt man die beiden Gleichungen

5. @n+1)(yPot, —xPi*)+m+m+1) P =0,

6. m4+m+2yQti+m—m+xQt—
2n+3)Q, = 0.

Eliminiert man ferner aus demselben Systeme der zwei
Gleichungen die Funktion D™ P**' so folgt

k) x2—1)D"* "' P+ m4+m-+1)xD™P* —

m—m-+41)D"P*t=0;

wird dieselbe mit y™ multipliziert und die Funktionen
P) und Q eingefiihrt, so findet man
7. m—m)yP: +(4+m+1)xP—@2n+ 1P =0,
8 @n+38)yQ,,,—@n+3)xQ +@—m+ Q) =0.
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Subtrahiert man ferner die Gleichung (d) von der Glei-
chung (c), so folgt

]) Drr1+an+1 _D111+1Pn—1__(2n+1) DmPnZO.
Wird diese Gleichung mit y™+! multipliziert und in

P* und Q. ausgedriickt, so findet man

9. @nz—1) (P;il -yPl)—(n—m)(n-m-41) an—+11 ==

1
0. a4m+1)@+m+2) QR — 2n+3)2n+ 1) x
Q1 — ¥y Q) =0.
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