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Numerische Berechnung gefiihrter
Wellenausbreitung

Ch. Hafner

Die Mutiple-Multipol-(MMP-)Methode., deren
breite Anwendung in einem friheren Artikel
(1] bereits vorgestellt wurde, hat sich in letzter
Zeit als besonders geeignet zur Berechnung
der Wellenausbreitung auf zylindrischen
Strukturen erwiesen. In diesem Beitrag wird
sie mit anderen heute gebréuchlichen Verfah-
ren verglichen. Zudem werden die gemeinsa-
men Grundlagen all dieser Verfahren skizziert
und die Emwicklung der MMP-Methode kurz
dargestellt.

La méthode des multipbles multiples (MMP),
dont l'application étendue a déja été éxposée
[1], s’est avérée particuliérement appropriée,
ces derniers temps, au calcul de la propaga-
tion des ondes le long des structures cylindri-
ques. Dans le présent article, elle est compa-
rée a d'autres méthodes usuelles. En outre,
les bases communes de toutes ces métho-
des sont esquissées et le développement de
la méthode MMP est brievement expliqué.

Adresse des Autors

Dr. Ch. Hafner, Gruppe fiir elektromagnetische Felder,
Institut fiir Elektronik, ETH Zentrum, 8092 Ziirich.

1. Allgemeine
Bemerkungen iiber
Computer-
Feldberechnungen

Der Ingenieur, der zur Losung sei-
ner Probleme einen Computer ein-
setzt, findet oft, dass die vorhandenen
Programme zu wenig konnen. Auf der
andern Seite stellt der Entwickler sol-
cher Programme fest, dass damit vieles
berechnet werden kann, was technisch
(noch) nicht realisierbar ist. Woher
rithrt diese Diskrepanz?

Der Programmentwickler bemiiht
sich, moglichst wenig Einschriankun-
gen zu machen, um einen mdglichst
grossen Anwendungsbereich zu erhal-
ten. Sein Ideal ist ein Universalpro-
gramm, mit dem sich alles berechnen
ldasst, wenn nur ein geniigend grosser
Rechner vorhanden ist. Da aber ein
solcher oft nicht zur Verfiigung steht,
ergibt sich eine Einschrinkung des
Anwendungsbereichs, die durch die
angestrebte Universalitit noch ver-
schérft wird. Oft gilt deshalb der para-
doxe Satz: je universeller ein Pro-
gramm, desto eingeschrinkter sein
Anwendungsbereich. Trotz der stdndig
wachsenden Leistungsfahigkeit mo-
derner Rechenanlagen sind verein-
fachende Annahmen wesentlich fiir
die Brauchbarkeit eines Programms.

Der Anwender seinerseits denkt
meist erst dann daran, einen Compu-
ter zu beniitzen, wenn ihm die Proble-
me iber den Kopf wachsen. Auch
schétzt er die Stidrken und Schwiachen
von Rechenanlagen oft falsch ein.
Speichergrosse, Rechengeschwindig-
keit und Rechengenauigkeit einzelner
Operationen vermitteln die Illusion,
dass der Computer fiir die genaue Be-
rechnung komplizierter Anordnungen
besonders geeignet sei. Gerade solche
Probleme iiberfordern aber oft die
grossten Rechenanlagen, da der Auf-
wand mit zunehmender Komplexitét
des Problems und mit der gewiinsch-

ten Rechengenauigkeit enorm stark
zunimmt. Anderseits wird die Tatsa-
che, dass der Computer praktisch
nicht realisierte Anordnungen berech-
nen und deshalb bei kreativen Prozes-
sen sehr hilfreich sein kann, gerne
iibersehen.

Gegenwirtig existiert eine grosse
Zahl von Programmen zur Feldbe-
rechnung, die in einige wenige Grup-
pen eingeteilt werden kOnnen. Eine
Gegeniiberstellung ist, der Ubersicht
wegen, sicher erwiinscht. Es muss da-
bei betont werden, dass die Qualitit
von Computerprogrammen weniger
von den Grundideen als von der
numerischen Behandlung abhéngt,
weshalb hier nur grobe Aussagen ge-
macht werden kdnnen.

2. Einteilung und
Vergleich von Methoden der
Feldberechnung

Eine grosse Gruppe von Program-
men beinhalitet im wesentlichen eine
Automatisierung der Titigkeit eines
Technikers, der in Tabellen nach-
schldgt, in Kurvenscharen Arbeits-
punkte bestimmt usw. Diese heuristi-
schen Programme basieren auf Mes-
sungen und daraus abgeleiteten For-
meln. Sie sind praxisorientiert und bil-
lig. Sie kénnen jedoch nicht ausserhalb
eines gewissen Erfahrungsbereichs
verwendet werden, da ihnen das theo-
retische Fundament fehlt.

Theoretisch begriindete Methoden
lassen sich weiter unterteilen. Aus-
gangspunkt fiir alle elektromagneti-
schen Vorgidnge und damit fiir alle
theoretischen Rechnungen sind die
Maxwellschen Gleichungen. Diese
enthalten jedoch keine Aussagen iiber
die Geometrie und die Materialeigen-
schaften einer gegebenen Anordnung.
Die mathematische Formulierung die-
ser Daten fiihrt zusammen mit allf4lli-
gen Umformungen der Maxwellschen
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Gleichungen auf ein Modell, in dem
gewisse Feldgrossen innerhalb be-
stimmter Gebiete den Feldgleichungen
(FG) und auf den Rdndern dieser Ge-
biete bestimmten Randbedingungen
(RB) unterworfen sind. Es ist nicht no-
tig, dass alle interessierenden Grossen
in diesem Modell zum vorneherein ex-
plizit vorhanden sind. Oft wird z.B.
mit Potentialen gerechnet, aus denen
nachtréaglich die elektrischen und ma-
gnetischen Feldstdrken bestimmt wer-
den. Da die FG und die RB analytisch
oder numerisch weiterbehandelt wer-
den konnen, ergibt sich folgende Ein-
teilung:

Analytische Methoden: Sowohl die
FG als auch die RB werden analytisch
weiterbehandelt. Da eine vollstindig
analytische Losung in den seltensten
Fillen gelingt, werden auch jene Me-
thoden als analytisch bezeichnet, bei
denen eine analytische Losung wenig-
stens angestrebt wird, wie z.B. bei den
konformen Abbildungen. Diese Me-
thoden fithren meist nicht auf Glei-
chungssysteme, welche numerisch ge-
16st werden miissen, so dass der
Speicherplatzbedarf relativ klein ist.
Statt dessen sind oft aufwendige
numerische Integrationen durchzufiih-
ren. Da der Anwendungsbereich stark
eingeschrinkt ist, sind die analyti-
schen Methoden in der Praxis von ge-
ringem Interesse. Ihr Vorteil besteht in
der hohen Rechengenauigkeit; sie wer-
den deshalb gerne zur Kontrolle ande-
rer Programme herangezogen.

Semianalytische Methoden: Die FG
werden analytisch, die RB jedoch, so
gut wie moglich, numerisch erfiillt.
Dazu werden die Feldgrossen durch
Funktionenreihen angenéhert. Die in
diesen Reihen enthaltenen Parameter
werden numerisch so bestimmt, dass
die RB mit einer gewissen Genauigkeit
erfiillt werden. Beispiele sind das Bild-
ladungsverfahren und die Teilfldchen-
methode der Elektrostatik, die Point-
Matching-Technik und die MMP-Me-
thode [2]. Diese Verfahren haben fol-
gende Eigenschaften: Die Matrizen
sind relativ klein und dicht, die Re-
chengenauigkeit ist recht hoch, nur der
Rand wird diskretisiert, der Fehler
wird in der Ndhe des Randes maximal,
die Feldgréssen sind durch Reihen
analytisch gegeben. Da diese Metho-
den nur bei eher einfachen FG brauch-
bar sind, ist der Anwendungsbereich
etwas eingeschrankt. Vorteile ergeben
sich vor allem dann, wenn eine relativ
hohe Rechengenauigkeit gewiinscht
wird, die Rinder eher einfach sind,
Fernfeldrechnungen angestrebt wer-

den, offene Gebiete vorhanden sind
und, vor allem, wenn aus den Feld-
grossen andere Grossen abgeleitet
(oder integriert) werden miissen. Sind
nichtlineare Materialien vorhanden,
so versagen diese Methoden.

Seminumerische Methoden: Hier ist
das Vorgehen zu den semianalytischen
Methoden komplementdr. Die Feld-
grossen werden in eine Reihe von
Funktionen entwickelt, welche die RB
erfiillen, und die darin enthaltenen Pa-
rameter werden numerisch so be-
stimmt, dass die FG moglichst genau
gelten. Da die RB meist sehr einfach
sind, ergibt sich eine enge Verwandt-
schaft mit den numerischen Metho-
den, und eine spezielle Diskussion
eriibrigt sich. Ein Beispiel ist die Mo-
mentenmethode [3] in ihrer urspriing-
lichsten Form. Praktisch werden aber
damit meist Feldgrossen bestimmt,
welche auf die Rénder beschriankt
sind. (Oberflichenstréome, Oberfla-
chenladungen usw.) Dadurch wird die
Momentenmethode zu einer Verallge-
meinerung der Teilflichenmethode,
d.h. zu einer semianalytischen Metho-
de.

Numerische Methoden: Sowohl die
FG als auch die RB werden numerisch
behandelt. Die wichtigsten Vertreter
sind hier das Finite-Differenzen-Ver-
fahren, bei dem die FG und die RB
diskretisiert werden, und das Finite-
Elemente-Verfahren, bei dem man das
Feldgebiet in Elemente unterteilt, in
denen die Feldgrossen durch einfache
Funktionen approximiert werden.
Diese Methoden haben einen grossen
Anwendungsbereich; so kdnnen auch
Probleme mit nichtlinearen Materia-
lien (Hysterese!) berechnet werden.
Den Vorteilen stehen folgende Nach-
teile gegeniiber: Es treten sehr grosse,
diinn besetzte Matrizen auf, die Netz-
generation wird sehr aufwendig und
muss vom Computer unterstiitzt wer-
den, die Konvergenz kann schlecht
sein, die FG koOnnen sich als un-
brauchbar erweisen und miissen dann
analytisch umgeformt werden, offene
Gebiete erfordern spezielle Methoden.

Da in der Elektrodynamik, insbe-
sondere bei Wellenleitern, nichtlineare
Materialien selten verwendet werden,
ist der Hauptvorteil der numerischen
Methoden nicht wesentlich. Die mei-
sten heute bekannten Programme zur
Berechnung gefiihrter Wellen basieren
auf denselben einschrinkenden An-
nahmen, die im folgenden Abschnitt
diskutiert werden. Es gibt kein Verfah-
ren, das die ubrigen eindeutig iber-
ragt, sondern eine deutliche Tendenz

zur Vermischung und Kombination
unterschiedlicher Methoden.

3. Maxwellsche
Gleichungen,
Einschrinkungen

Ausgangspunkt fiir die Berechnung
elektromagnetischer Felder sind meist
die Maxwellschen Gleichungen fiir ru-
hende Medien:

rotE(rt) = — 9B(r1) (la)
21
rotH(r1) = j(ri) + anr"’) (1b)
(4]
divD(rt)= p(r1) (lc)
divB(rt)=0 (1d)

Das sind zwei vektorielle und zwei
skalare Differentialgleichungen fir
die fiinf vektoriellen Feldgrossen E, D,
H, B, jund die skalare Feldgrosse g,
welche vom Ortsvektor r und der Zeit ¢
abhiingen. Unter Verwendung eines
bestimmten Koordinatensystems er-
hdlt man acht Differentialgleichungen
fir 16 (skalare) Feldkomponenten,
welche von vier Koordinaten abhin-
gen. Damit ist eine riesige Datenmen-
ge zu behandeln, welche selbst die
Moglichkeit der grossten Rechenanla-
ge libersteigt.

Die Maxwell-Gleichungen gelten
universell. Ein konkretes Problem
wird erst durch die Materialgleichun-
gen, d.h. Abhidngigkeiten zwischen E
und D (Dielektrizitit), H und B (Per-
meabilitit) sowie E und j (Leitfahig-
keit) charakterisiert. Gliicklicherweise
sind sehr viele technisch gebrauchliche
Materialien in guter Ndherung homo-
gen, linearund isotrop. Es gilt also D =
¢E, B = uH, j = oF, wobei die Mate-
rialgrossen ¢, 4 und o skalar und kon-
stant innerhalb dieser Materialien
sind. In fast allen Programmen zur Be-
rechnung gefiihrter Wellen wird des-
halb vorausgesetzt, ¢, 1 und oseien be-
reichsweise konstant und skalar. D, B,
und j kénnen so leicht aus den Max-
wellschen Gleichungen eliminiert wer-
den. Fiir das Gebiet Gk mit g, ux, ok
gilt:

OH(r1)

v (2a)

rotE(rt) = —

rotH(rt) = (O‘k+8k %) E(rt) (2b)

16 (A 16)
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divE(rt)= p(rt)/ & (2¢)

divH(r,t)= 0 (2d)

Die Entkopplung dieser Differen-
tialgleichungen fiihrt auf zwei vekto-
rielle Wellengleichungen:

A- ¥ e Bty
leO'kE Hk kW 5

= grad p(rt)/ & (3a)

9 02
(A_ﬂko'k = _,ukgka[) H(r,1) =0 (3b)

Die Gleichung fiir das E-Feld ist in-
homogen. Thre allgemeine Losung ent-
steht durch Uberlagerung einer spe-
ziellen Losung dieser Differentialglei-
chung mit der allgemeinen Ldsung der
zugehorigen homogenen Differential-
gleichung, welche identisch ist mit der
Diffentialgleichung fiir H. Die Inho-
mogenitdt grad p(r, t)/& enthdlt die
Raumladungsdichte g, d.h. die eigent-
liche Quelle des elektromagnetischen
Felds. Interessiert man sich nicht fir
die Anregung, sondern fiir die Aus-
breitung von Wellen, so sucht man nur
nach den homogenen Ldsungen, d.h.
man setzt ¢ = 0, bzw. man nimmt an,
die Anregung der untersuchten Wellen
sei ausserhalb des betrachteten Feldge-
biets. Die Anregung ist jedoch noch in-
sofern von Interesse, als sie die Zeitab-
hédngigkeit der Felder bestimmt. Die
Fourieranalyse erlaubt die Zerlegung
einer beliebigen Zeitfunktion in sinus-
formige Funktionen. Bequemerweise
werden komplexe Amplituden einge-
fiihrt:

X(r,t) = Re [ X(r)-e, 4)

wobei X einen beliebigen Feldvektor
und X die zugehdrige komplexe Am-
plitude bezeichnet.

Aus den vierdimensionalen Wel-
lengleichungen erhélt man damit die
folgenden dreidimensionalen Helm-
holtz-Gleichungen:

(A+Kk*) E(r)=0 (52)
(A+k*) H(r)=0 (5b)
wobei:
k? = iopxoy + o?urex (6)
Zylindrische Probleme
Bei zylindrischen Problemen ver-
wendet man Zylinderkoordinaten

Fig. 1 Rechteckiger dielektrischer Wellenleiter

G Gebiet mit 1, up, c=0

G Gebiet mit &2, Lo, =0

A fiir Feldlinienbilder verwendeter
Ausschnitt

z Zylinderachse

u, v beliebige, evtl. krummlinige
Koordinaten der Transversalebene z = 0

nLQ Polarkoordinaten

E., H, E-bzw. H-Vektor tangential zur
Begrenzungsflache

Ey, Hy,

E,, H, Komponenten von Etund Htin

Transversalebene bzw. in z-Richtung

In P wird verlangt, dass Eqj = E, E;1 = Ez,
Hy = Hpund H, = Hpist.

(u,v,z) mit der z-Koordinate in Rich-
tung der Zylinderachse und den bei-
den iibrigen Koordinaten senkrecht
dazu (Fig. 1). Die z-Abhéngigkeit 14sst
sich separieren:

X(u,v,z,t) = Re [X(u,v)ei(ZZ—wl)] (7

Dabei ist y= f+ia die bekannte
Fortpflanzungskonstante, 8 die Pha-
senkonstante und « die Dampfungs-
konstante.

Es muss betont werden, dass die
Voraussetzungen zylindrischer Geo-
metrie und sinusférmiger Zeitabhin-
gigkeit fiir die Definition der Fort-
pflanzungskonstanten y wesentlich
sind. Neben der offensichtlichen Re-
duktion der dreidimensionalen auf
zweidimensionale =~ Helmholtz-Glei-
chungen ergibt sich eine viel weiterge-
hende Vereinfachung: Es geniigt, zwei
skalare, zweidimensionale Helmholtz-
Gleichungen fiir die beiden Longitudi-
nalkomponenten E,, H, zu erfiillen:

(Aw+K?) E,(uv)=0 (8a)

(Awtk? H,(uv)=0 (8b)

Dabei ist A,y der transversale Lapla-
ce-Operator und

K'2 = k2 _ ZZ (9)

Die Querkomponenten E,, E,, H,,
H, lassen sich aus E;, H, ableiten. Dies
ist der tbliche Weg zur Berechnung
zylindrischer Wellenfelder.

Durch Stérungsrechnung und den
sogenannten Coupled-Mode-Formalis-
mus konnen einzelne der hier gemach-
ten Annahmen wieder fallengelassen
werden. Umgekehrt werden hiufig
noch folgende zusétzlichen Vorausset-
zungen gemacht:

- Ist iiberall die Leitfdhigkeit oy ent-
weder sehr gross oder sehr klein, so
ermoglicht die Idealisierung o —oo
(ideale Leiter) oder o = 0 (ideale
Dielektrika/Magnetika) eine reelle
Rechnung mit a=0, y=f (verlust-
freie Wellenausbreitung).

- In der Optik wird héufig . = uo fir
alle Gebiete Gy gesetzt, was aller-
dings keine wesentliche Vereinfa-
chung ergibt.

Neben der Zylindersymmetrie wer-
den folgende geometrischen Symme-
trien ausgenutzt:

- Planare Probleme ermdglichen eine
eindimensionale Rechnung unter
Verwendung kartesischer Koordi-
naten,

- Rotationssymmetrie ermoglicht eine
eindimensionale Rechnung unter
Verwendung von Polarkoordinaten,

- Symmetrieachsen, zyklische Sym-
metrien usw. ergeben zum Teil eine
erhebliche Reduktion des Rechen-
aufwands [4].

- Bei verschiedenen Wellenleitern tre-
ten TM- und TE-Wellen mit H, = 0
bzw. E, = 0 auf. Fiir diese bleibt nur
eine Helmholtz-Gleichung zu 16sen.

4. Die Multiple-
Multipol-Methode

Die Entwicklung der MMP-Metho-
de zeigt sehr deutlich, dass fiir den Er-
folg eines numerischen Verfahtrens
nicht die Grundidee, sondern die Be-
handlung einer grossen Zahl von Ne-
benproblemen ausschlaggebend “ist.
Ausgangspunkt war die sogenannte
Point-Matching-Technik, ein semiana-
lytisches Verfahren, welches schon
sehr friih Verwendung fand. Teilweise
unbefriedigende numerische Ergebnis-
se fithrten dazu, dass andere Metho-
den vorgezogen wurden [5]. Eine kon-
sequente Verbesserung fiithrie jedoch
auf die viel flexiblere MMP-Methode,
welche durchaus eine interessante Al-
ternative zu den bekanntesten numeri-
schen Verfahren ist.

Es wiirde zu weit fiihren, hier diese
Methode ausfiihrlich darzustellen. Zur
Illustration wird das einfache Beispiel
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eines verlustfreien rechteckigen dielek-
trischen Drahtes (Fig.1) betrachtet,
welches auch schon mit Hilfe der
Point-Matching-Technik  untersucht
wurde [6]:

Die Logitudinalkomponenten E,,
H. werden im Innern (Gebiet G))
durch eine Reihe von Besselfunktio-
nen Jy und ausserhalb des Drahtes (G)
durch eine Reihe von modifizierten
Hankelfunktionen Ky angenihert:

EZ|(r,(p) = Ao.]o(lqr)
N
+ X AxJk(kir) coske + ByJi(xr) sinke
k=1

(10a)

Ha(r.p) = GJo(kir)

N
+ ¥ GJi(kir) coske + DiJi(kir) sinkg  (10b)
k=1

Eu(r.) = aoKo(|x2| r)
N
+ 2 acKi(|Kka|r) coske + b Ki(| k2| r) sinke (10c)

k=1

H:a(r,@) = cKo(|Kka|r)

N
+ X aKi(|Kka| ) coske + di K(| k2| r) sinke (10d)
k=1

mit
K1 = Vw2 uye - p2 (11a)
K2 =\ @? [ & - B2 (11b)

K1 ist reell, k» imaginir. Wegen o= 0
wird y = fund a = 0. Ausserdem ist 4
= iy = pp. Sind die Koeffizienten Ay,
By usw. reell, so werden damit die Lon-
gitudinalkomponenten reell; sie erfiil-
len die FG, d.h. die zweidimensiona-
len Helmholtz-Gleichungen. r, ¢ sind
Variable eines Polarkoordinatensy-
stems mit Ursprung im Zentrum des
Rechtecks.

Die in diesem Ansatz enthaltenen
8 N+4 Parameter werden so bestimmt,
dass die RBin 2 N+1 Punkten auf dem
Rand, den sogenannten Matching-
Punkten, erfiillt werden. Als RB gelten
hier die Stetigkeitsbedingungen fiir die
vier Tangentialkomponenten von E
und H. Damit ergeben sich 8 N+4 ho-
mogene Gleichungen mit 8 N+4 Unbe-
kannten. Aus der Bedingung, dass die
Determinante dieses Gleichungssy-
stems verschwinden muss, erhdlt man
eine Bestimmungsgleichung fiir ¥y
bzw. 8. B

w

T T U A N T S G N |

Fig. 2...6 Elektrische Feldlinien im ersten Quadranten eines rechteckigen dielektrischen Wellenleiters

mit &r = 4im Innern

Die Matching-Punkte sind durch Striche senkrecht zum Rand markiert.

Fig. 2 Berechnung mit 15 Matching-Punkten pro Quadrant, Anzahl Unbekannte = Anzahl Gleichun-
gen. Rechenzeit auf der CDC-Anlage der ETH: 83 s inkl. Berechnung der hier nicht gezeigten

Feldgrossen.

Fig. 3 Wie Figur 2, jedoch 30 Matching-Punkte pro Quadrant. Rechenzeit 599 s.

Fig. 4 Wie Figur 2, jedoch mit konstantem Abstand zwischen benachbarten Matching-Punkten. Re-

chenzeit 75 s.

Fig. 5 Wie Figur 4, jedoch Anzahl Unbekannte = Halfte der Anzahl Gleichungen. Rechenzeit 38 s.

Fig. 6 Wie Figur 4, jedoch mit sechs statt vier Stetigkeitsbedingungen pro Matching-Punkt. Anzahl Un-
bekannte = ein Drittel der Anzahl Gleichungen. Rechenzeit 47 s.

Verteilt man die Matching-Punkte
so, dass die Winkeldifferenz zweier be-
nachbarter Punkte in bezug auf das
Zentrum des Rechtecks immer gleich
bleibt, so erhdlt man Resultate, welche
in der Ndhe der Ecken unbefriedigend
sind. Die Figur 2 zeigt die so berechne-
ten Feldlinien des elektrischen Feldes
in einer Transversalebene im Innern
des Wellenleiters fiir den HE;-Mo-
dus. Die Konvergenz ist ziemlich
schlecht: durch Verdoppelung der An-
zahl N erhilt man Figur 3. Derartige
Feldlinienbilder ergeben eine rasche
tibersichtliche Vergleichsmoglichkeit.
Zwar existieren bisher keine exakten
Rechnungen; aus der Erfahrung weiss
man jedoch, welche Feldlinienbilder
plausibel sind und welche nicht. Der

Versuch, die Matching-Punkte so zu
verteilen, dass die Abstinde zwischen
benachbarten Punkten gleich sind,
schlégt, wie Figur 4 zeigt, vollig fehl.
Bei der MMP-Methode wurden so-
wohl der numerische als auch der ana-
lytische Teil dieses Verfahrens wesent-
lich verbessert und verallgemeinert.
Einen Ausweg fiir die beobachteten
r}.umerischen Probleme bildet der
Ubergang zu iiberbestimmten Glei-
chungssystemen. Man erreicht dies
entweder durch Einfiihren zusitzlicher
Matching-Punkte oder durch Reduk-
tion der Parameteranzahl N im An-
satz. Dies flihrt zundchst auf weitere
Probleme. Insbesondere muss eine an-
dere Bestimmungsgleichung fiir y ge-
sucht werden. Es existieren verschiede-
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ne Varianten wie z.B. die Methode der
kleinsten Fehlerquadrate und die An-
wendung von Variationsintegralen.
Diese sollen hier jedoch nicht disku-
tiert werden. Schliesslich erhilt man
Figur 5 mit denselben Matching-Punk-
ten wie Figur 4, jedoch mit nur halb so
vielen Parametern. Eine Verkleine-
rung des Aufwandes ergibt hier also
sogar eine enorme Verbesserung der
Resultate. Beriicksichtigt man ausser-
dem noch die Stetigkeitsbedingungen
fiir die Normalkomponenten von D
und B, so erhdlt man nochmals eine
Verbesserung (Fig. 6).

Neben dem numerischen Teil muss
auch der analytische Teil, d.h. der Rei-
henansatz, einer griindlichen Priifung
unterzogen werden. Er erweist sich da-
bei als viel zu starr, um zur Lésung von
geometrisch komplizierteren Proble-

men brauchbar zu sein. Der Ubergang
zu mehreren, verschiedenen Koordi-
natensystemen fiihrt auf den soge-
nannten  Mehrfachen-Multipol-An-
satz, von dem die Methode ihren Na-
men bezieht.

Wichtig ist zu bemerken, dass der
Rechenaufwand mit dem modifizier-
ten Verfahren fiir Figur6 um einen
Faktor zwolf niedriger liegt als fiir Fi-
gur 3 und dabei eine hohere Genauig-
keit erreicht wurde. Um dieselbe Ge-
nauigkeit mit dem iiblichen Point-
Matching-Verfahren zu erreichen,
wire mit etwa hundertfachem Auf-
wand zu rechnen. Dies ist nicht einer
grundsétzlich neuen Idee, sondern
einer grossen Anzahl von kleineren
Verbesserungen zu verdanken. Da die
Entwicklung des Verfahrens noch kei-
neswegs abgeschlossen ist - der dazu

bisher geleistete Aufwand ist vergli-
chen mit den bekannten Finite-Ele-
mente- und Finite-Differenzen-Pro-
grammen verschwindend klein -, kann
eine weitere Steigerung der Effizienz
erwartet werden.
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