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Uber die Berechnung von Impedanzen

P. Leuchtmann

Die numerisch berechenbaren elektrischen
und magnetischen Felder sind umstandlich
zu handhaben. Der vorliegende Aufsatz zeigt
deshalb, wie aus den Feldern die in der Pra-
xis gebrauchlichen Impedanzen, Wider-
stande und Induktivitaten berechnet werden
kénnen. Dazu wird hergeleitet, wann eine sta-
tische Feldberechnung zuléassig ist, und
gezeigt, wie das elektromagnetische Feld
aufgeteilt und vereinfacht berechnet werden
kann. Dann werden die Formeln zur Bestim-
mung der Induktivitat, der inneren und ausse-
ren Impedanz sowie der Gegenimpedanz her-
geleitet.

Gréce aux méthodes numériques, il est main-
tenant possible de calculer un grand nombre
de champs électriques et magnétiques. Lar-
ticle montre comment on en déduit en pra-
tique les différentes impédances, résistances
et inductivités. En partant des cas généraux,
les possibilités et les limites des calculs stati-
ques sont montrées. Les subdivisions
usuelles du champ électromagnétique. ainsi
que des cas particuliers bien connus sont
introduits. Puis, les différentes formules pour
calculer limpédance intérieure et extérieure
ainsi que l'impédance induite sont déduites.

Adresse des Autors

P. Leuchtmann, dipl. El-Ing. ETH, Institut fir Elektro-
nik, Gruppe elektromagnetische Felder, ETH-Zentrum,
8092 Ziirich.

1. Einleitung

Da die numerische Feldberechnung
dank leistungsfihiger Computer im-
mer einfacher wird, kdnnen heute ver-
mehrt «exakte» Rechnungen auch fiir
Geometrien, die nicht mit einfachen
Formeln beschrieben werden kdnnen,
durchgefiihrt werden. Der vorliegende
Artikel gibt eine Ubersicht iiber die
Zusammenhinge zwischen den Feld-
grossen einerseits und den Impedan-
zen (Widerstinden,
andererseits. Erstere sind als vektor-
wertige Ortsfunktionen zu umstidnd-
lich fiir den Praktiker, letztere sind als
komplexe (oder reelle) Zahlen nicht
mit einfachen Formeln berechenbar,
wohl aber leicht messbar.

1.1 Begriffsabgrenzung

Impedanzenhaben komplexe Werte.
Sie sind Verhéltnisse zwischen zu-
geordneten komplexen Grdssen von
Spannungen und Stromen. Implizit
sind also nur sinusférmige Zeitabhén-
gigkeiten zugelassen. Verallgemeinerte
Impedanzen, z.B. die (Wellen-)Impe-
danz des Raumes, werden nicht be-
handelt.

Widerstinde und Induktivititen ha-
ben reelle Werte. Sie sind bei beliebi-
ger Zeitabhangigkeit von Stromen und
Spannungen brauchbar. Im folgenden
wird oft nur einer der beiden obigen
Begriffe stellvertretend fiir beide ge-
braucht. Der Zusammenhang zwi-
schen Widerstinden, Induktivititen

und Impedanzen ist in Abschnitt 3.4

behandelt.

1.2 Maximale Abmessungen von
Feldgebieten '

Die Verkniipfung von Feld und In-
duktivitdt geschieht mit Hilfe der
Energie (bzw. Leistung): Falls z.B. eine
Stromverteilung mit Gesamtstrom I
insgesamt die (magnetische) Feldener-
gie Wy aufweist, gehort dazu eine In-
duktivitat

Induktivitdten)

L=2Wu/I? (1

Ist der Strom zeitlich verdnderlich,
bleibt diese Definition nur sinnvoll,
wenn Wy gleichartig von der Zeit tab-
hingt wie I?. Dies ist sicher dann der
Fall, wenn in jedem Punkt rdes zu L
gehorigen Feldgebietes G sowohl die
Stromdichte j(r, t) als auch die magne-
tische Feldstiarke H(w, t)in der Form

jr 0 =j (- A1)
bzw. H(r, t) = H (r) - f(1) 2)

geschrieben werden konnen. Dies ist
moglich, wenn das Feldgebiet nicht zu
grosse Abmessungen hat. Da sich An-
derungen von Feldgrossen mit der
(materialabhdngigen) Fortpflanzungs-
geschwindigkeit v ausbreiten, verur-
sacht die Schreibweise (2) nidmlich
hochstens einen Fehler von

H(r)-max|of/01]-At< 8- H(r)

wobei 6 der maximal zuldssige relative
Fehler ist. Mit At = d/verhilt man fir
den maximal zulédssigen Durchmesser
dvon Gdie Ungleichung

d < min(vd/|of/ot]) 3)

Ist anderseits (3) fiir ein bestimmtes
Problem erfiillt, konnen die Felder sta-
tisch gerechnet werden. Allerdings
muss die Materialabhédngigkeit von v
beachtet werden: Im_ dielektrischen
Medium gilt 1/v = /e mit der Per-
meabilitdit g und der Dielektrizitits-
konstante ¢. In Metallen hingegen ist v
ein Funktional von f{(t). Zerlegt man f
nach Fourier, dann sind die hochsten
Frequenzanteile massgebend. Fiir har-
monische Zeitabhidngigkeit (f(r) =
cos wt) gilt v=+2w/uo und damit an-
stelle von (3):

2
dviey <8+ q[——}
oo
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1.3 Zuldssigkeit statischer Rechnung

Die Ungleichungen (3a) geben
Schranken fiir die Ausdehnung von
Gebieten an, wo
a) die statische Feldberechnung zulds-

sig ist und
b) aus der Feldenergie Induktivitdten

usw. abgeleitet werden diirfen.

Ist die Bedingung (3a) verletzt, muss
in jedem Fall dynamisch gerechnet
werden. Hingegen gilt b) unter Um-
stinden immer noch. Dies ist insbe-
sondere im stationdren Zustand (feste
Kreisfrequenz o) fiir die Impedanzen
moglich: Da bei der Berechnung der
gesamten Feldenergie die Ortliche Pha-
senverschiebung beriicksichtigt wer-
den kann, darf G beliebig ausgedehnt
sein. Lediglich das Tor (d.h. der Ort,
wo Strom und Spannung definiert
sind) muss eindeutig bezeichnet sein
(typisches Beispiel: Fusspunktimpe-
danz einer Antenne).

Eine zahlenmdssige Auswertung der
Gl. (3a) ergibt bei 6 = 1% und @ = 2n
-10% 57! fiir Luft d < 0,5 m und fiir
Kupfer d < 0,7 um.

Es gilt daher fiir viele praktische
Fille:

- Die Felder im Dielektrikum kénnen
statisch gerechnet werden.

- Die Felder im Leiter miissen dyna-
misch behandelt werden.

Im folgenden ist ein solcher Fall an-
genommen.

2. Aufteilung des
Gesamtfeldes in separat
berechenbare Teilfelder

Da im Dielektrikum vorausset-
zungsgemdss statisch gerechnet wer-
den darf und in der Statik keine Kopp-
lung - zwischen magnetischem Feld H
und elektrischem Feld E besteht, ist
die folgende Aufteilung des gesamten
elektromagnetischen Feldes Fin drei
Teile vorteilhaft:

Fr enthilt das elektrische Feld im
Dielektrikum. Man erhilt es als Lo-
sung eines Randwertproblems fiir das
elektrostatische Potential ¢ aus Eg =
— grad . Im Leiter ist Fz nach Voraus-
setzung null. Falls das Dielektrikum
eine (geringe) Leitfihigkeit op auf-
weist, zahlt das zugehorige Stromdich-
tefeld jg = op Eg auch zu Fg.

Zu By gehort die im Leiter vorhan-
dene Stromdichte jv, das durch jv ver-
ursachte Magnetfeld Hy sowie das im
Leiter mit Leitfadhigkeit or vorhande-
ne elektrische Feld Ev = jum/oL. Hy ist
im allgemeinen sowohl im Leiter als

auch ausserhalb desselben von null
verschieden.

Das Restfeld F schliesslich wird
vernachldssigbar klein. Zu ihm zidhlen
das durch je erzeugte Hg sowie
E-Komponenten, die noch nicht er-
fasst wurden, wie Verschiebungs-
stromdichte im Leiter, zu Eg orthogo-
nale Komponenten im Dielektrikum
usw. Die Impedanzen werden somit in
zwei Schritten berechnet:

I. Berechnung von F:: Losung des

Randwertproblems fiir ¢.

- 2: Berechnung von Fy:

a) dynamische Rechnung zur Be-
stimmung der Felder im Leiter,
insbesondere der Stromdichte
Jm. Dieser Schritt wird oft durch
eine Nidherungsrechnung erle-
digt (s. 2.1).

b) Statische Rechnung im Dielek-
trikum mit jetzt bekanntem ju.

Vereinfachung der dynamischen
Rechnung im Leiter

In vielen Fillen kann 2a vereinfacht
werden. Fir geniigend dicke Leiter
nimmt ndmlich jy nach dem Leiterin-
nern hin (x-Richtung) exponentiell ab
(3a):

2
Jm(x) = jmoexp (-x/ ds); ds = \tm “4)

jmo Stromdichte auf der Leiterober-
fliche
d;  Skin- oder Eindringtiefe

Des weiteren darf angenommen
werden, dass juo naherungsweise pro-
portional zu Eg ist (Proximity-Effekt).

Auf die Feldberechnungen wird im
folgenden nicht weiter eingegangen.
Es wird angenommen, die Felder seien
berechnet und die Frage gestellt, wie
daraus die Impedanzen abzuleiten
sind. Dies wird im néchsten Abschnitt
unter Beschriankung auf das Feld Fu
getan.

3. Der Begriff der
Eigenimpedanz

3.1 Die Berechnung der

magnetischen Feldenergie

Eine geschlossene Stromverteilung j
= j(r, t) mit dem Gesamtstrom I(7) sei
in der Form j’ (#) I(t) darstellbar, d.h.,
die Ndherung (2) ist zuldssig, jerzeugt
ein magnetisches Feld H(rt) = H (r)
I(t), wobei hier und im folgenden alle
mit / markierten Grossen die Struktur-

Fig. 1
Im schraffierten Bereich V| ist die Stromdichte j
von null verschieden. Ausserhalb von Vi, d.h. in
V2, ist j = 0. Die Feldstirke H und das Vektorpo-
tential A4 ist im ganzen Raum (V' = V| U 1)) vor-
handen. Der Radius R der Kugel K wird beliebig
gross.

JO ) =Ry - 1(n)

Komplizierte Leiterstruktur

funktionen der entsprechenden Gros-
sen bezeichnen. Ausserdem kann das
magnetische Vektorpotential A(r,t) =
A’ (r) I(t) definiert werden, wobei A
und H tiber

pwH=rotA oder uH =rotA (%)
zusammenhingen. Die totale magneti-
sche Energie Wy des Feldes erhilt

man als Integral iiber den gesamten
Feldraum V (Fig. 1) zu

1 r
=_ = /712
Wi == VquHdV 5 Vf,u|H| dv (6)

Mit (5) folgt

uH H = H rot A’ =div(4' X H')
+ A’ rot H'

Mit dem Satz von Gauss gilt
Jdiv(arxHydv=J(axH)do ()

Fiir grosse R gilt A’ ~ /R, H ~
1/ R%, und somit (7) — 0.

Mit der Maxwellgleichung rot H' =
J folgt schliesslich

74
WM=I7 Jjaav ®)
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Drahtschleife S

I(t)

Fig.2 Linienleiter
Fliesst der Strom in einem diinnen Draht, kann

das Integral iiber V| (Fig. 1) auf ein Umlaufinte-

gral liber Svereinfacht werden.

Falls der Strom I in einem diinnen
Draht fliesst, kann man (8) umschrei-
ben (Fig. 2):

I? o)
WM:T S A dl

Mit (5) und dem Satz von Stokes
folgt endlich

12
WM=7nyH/d0 9)

3.2 Drei verschiedene Integrale fiir
die Induktivitdt

Da in jedem Fall (1) gilt, stehen we-
gen (6), (8) und (9) drei verschiedene
Integrale zur Berechnung der Indukti-
vitdt Lzur Verfigung:

L=J ulupav (10)

L=ij’A’dV (1)
1

L=Ff,uH’d0 (12)

Durch Aufteilung der Integrations-
bereiche konnen in allen drei Féllen
Teilinduktivitidten abgeleitet werden.
Das Integral (10) summiert die Ener-
giedichte. Daher entspricht dort einer
Aufteilung des Integrationsbereiches
eine physikalische Trennung von
Energien. Die sogenannten inneren
und &dusseren Induktivititen werden
gewohnlich von diesem Integral abge-

leitet. Eine Aufteilung des Integra-
tionsbereiches bei den Intergralen (11)
und (12) hat im allgemeinen keine
physikalische Bedeutung. Trotzdem
konnen formal Teilinduktivititen de-
finiert werden, aber es muss im allge-
meinen dann genau angegeben wer-
den, welchem der drei Integrale (10),
(11),(12) die Aufteilung entstammt.

3.3 Die Berechnung des
Widerstandes

Der Strom [ fliesst normalerweise in
einem Leiter mit Leitfihigkeit o. Die
gesamte ohmsche Verlustleistung Per-
rechnet sich durch Integration der Ver-
lustleistungsdichte p iiber den strom-
fiihrenden Leiter (V) in Fig.1) zu

P= pr(r)dV= Izyfj’E’dV
| 1
_12 fl l'/IZdV
A J

Anderseits gilt
P= RI?

und daraus folgt fiir den Widerstand R

1
R=f— "3dV=f E‘|*dV (13
S irav= S olEtar 03

3.4 Verbindung von R und innerem L
zur inneren Impedanz

Da einerseits das Integral (13) des
Widerstandes einer Stromschleife nur
iiber den stromfiithrenden Bereich des
Raumes zu erstrecken ist und man an-
derseits die Feldgrossen im Leiter oft
mit dynamischen Methoden rechnet
(wo E und H simultan erhalten wer-
den), teilt man das Integral (10) in
einen inneren und einen dusseren Teil
auf. Es kann dann bei sinusformiger
Zeitabhingigkeit die Integration fiir R
und L, unter Verwendung zugeordne-
ter komplexer Grossen (im folgenden
durch Unterstreichen gekennzeich-
net) kombiniert werden.

Es sei eine Stromverteilung j mit
dem Gesamtstrom [ gegeben. Im In-
nern des stromfiihrenden Leiters ist
dann das Magnetfeld H = I H' und
das elektrische Feld E = I E' vorhan-
den. Die komplexe Scheinleistung S,
die im Innern des Leiters umgesetzt
wird, errechnet sich durch Integration
des komplexen Poynting Vektors E X
H* iiber die Leiteroberfldche:

= -[(Ex H)dO=-1I* [(E'x H'*)dO
(14)

(dOist nach aussen orientiert, * be-
deutet konjugiert komplex.) Mit Hilfe
der komplex geschriebenen Maxwell-
gleichungen

rot ' =j =cE';rot B =-iop H
und der Identitat
div(ExH*)= H*rotE -E -rot H'*

ergibt sich mit (14) und dem Gauss-
schen Satz

- JExHmdo= - [div(Ex H7dY
der bekannte Poyntingsche Satz

S= iw‘/[,uﬂ’il’* dv+ Vfaf’f’* dv

(15)

Mit (10), (13) und (14) erhélt man

S=|IP({wL,+ R)=|I|*Z, (15a)

Die innere Impedanz Z;, kann also
mit Hilfe der Feldgrossen auf der
Oberfliche ausgedriickt werden und
heisst deshalb auch Oberflachenimpe-
danz (Surface Impedance).

Man beachte, dass die Oberflichen-
impedanz den Energieinhalt des Fel-
des im Dielektrikum nicht beriicksich-
tigt. Dieser (dussere) Energieinhalt
fiihrt zur sog. dusseren Impedanz Z, =
1w L., wobei die dussere Induktivitit
L, natiirlich ebenfalls mit (10), er-
streckt Uber V5, berechnet werden
muss. Die totale Impedanz Z des Krei-
ses ist die Summe beider Impedanzen:

Z-Z.+ Z, (16)

4. Der Begriff der
Gegenimpedanz

In der Praxis kommen oft mehrere
Stromkreise vor, deren Felder sich
iberlagern. Da nur die Felder iiberla-
gert werden diirfen, in den Integralen
(10), (11) und (12) aber Produkte von
Feldgrossen auftreten, miissen zusitz-
lich die sog. Gegenimpedanzen (Mutu-
al Impedances) eingefiihrt werden.

Es seien zwei Stromverteilungen j; =
Jihund j, = j» L, gegeben. Sie verursa-
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chen die Felder Hy = H1 I, und H», =
H:» L, sowie entsprechende elektrische
Felder. Die gesamte magnetische
Energie Wy berechnet sich aus der
Energie des Feldes H= H, + H, zu

1
Wu=5 [u(Hi+ H) (H + H)dV

I I
= 5[;¢|H,|2dv+ Ef‘u|Hg|2dV+ SuH HdV (17)

Aus den ersten beiden Termen fol-
gen die Selbstinduktivitidten der bei-
den Stromkreise, der letzte Term fiihrt
auf die Gegeninduktivitdt M), wobei
offenbar M, = M, gilt, denn die
Energie zweier verkoppelter Strom-
kreise kann man bekanntlich auch als

1

L LIS+ Ll 3+ M (19)

WM '—'—2—
schreiben. Analog zu den friheren
Uberlegungen erhélt man verschiede-

ne Integrale fiir die Gegeninduktivitét
M2

M= [uH| H, dV (19)
Mp= [j 4, dVv= [j 4/ dVv  (20)
M= [uH d0:= [uH dO, (21)

Ahnliches gilt fiir den Widerstand
iberlappender Stromverteilungen,
denn analog zu (18) gilt fiir die Ver-
lustleistung

P= R, I%+ Rz[% +2Rnp I b

Fiir den Gegenwiderstand R)» gilt in
Analogie zu (13)

1 g oF ! ’
R|2=f 5 dv= fGEI E, dV

Fig.3
Beispiel: langes V.oV
Koaxialkabel iiber i /
leitender Erde a

Aussenleiter
/\I\nnen]mter‘

a Prinzipieller Aufbau

b Mogliches
Ersatzschaltbild (pro
Langeneinheit) 12

I

Luft

Erde //
I

44001
7k

Der mit (19) berechnete innere An-
teil der Gegeninduktivitidt M, und der
Gegenwiderstand Rj; konnen wie im

Abschnitt 3.4 zu einer inneren Gegen-,

impedanz verbunden werden. Diese
Impedanz heisst Transferimpedanz
(Transfer Impedance) oder auch Kopp-
lungsimpedanz.

5. Beispiel

Abschliessend seien die theoreti-
schen Betrachtungen anhand eines
Beispiels wiederholt. Die Figur 3a
zeigt ein Koaxialkabel mit runden In-
nen- und Aussenleitern iiber der Erde
sowie die fiir eine Langeneinheit gel-
tende Ersatzschaltung (Fig. 3b). Ent-
sprechend den drei Leitern kdnnen
zwei Stromkreise definiert werden.

- I, fliesst im Innenleiter hin und im
Aussenleiter zuriick.

- Db fliesst im Aussenleiter hin und in
der Erde zurtick.

Diese Wahl ist willkiirlich; man hét-
te auch beide Kreise iiber die Erde
schliessen konnen. Die Impedanzbe-
stimmung verlduft im weiteren wie
folgt:

1. Getrennte Berechnung des elektro-
statischen Feldes (Laplace-Glei-
chung) in den beiden dielektrischen
Gebieten, analytisch oder mittels
Computerprogramm. Daraus fol-
gen die Eigenkapazitdten C, und G
(Integration des E-Feldes).

2. Ermittlung der genauen frequenz-
abhingigen Stromverteilung in den
Leitern mittels eines zweiten Pro-
gramms. Im Beispiel konnte j; ana-
lytisch berechnet und j, geschétzt
werden (Kap. 2.1).

3. Berechnung der Felder H, und H,
liber eine einfache Integration (z.B.
Biot-Savart). Es zeigt sich, dass H,
ausserhalb des Kabels verschwindet
und H, innerhalb des Kabels prak-
tisch konstant ist.

4. Aufteilung des Feldraumes in In-
nenleiter Vi, Kabeldielektrikum Vg,
Aussenleiter ¥, Luft ¥V, und Erde
V.

5. Berechnung der beiden Eigenimpe-
danzen Z; und Z; sowie der Gegen-
impedanz Zi; = Zn mit Hilfe der
Integrale (10), (13) und (19).

Zy =Ziinit ZiinatZiaa
2y = ZrinatLoine+ 2pal
le = lein.u

Der erste Index bezeichnet den
Stromkreis, der zweite die innere oder
dussere Impedanz, der dritte das Inte-
grationsgebiet. Die Gleichungen 10
und 13 liefern z.B.:

Zisni= J olEPav+io [ u|HpdY

Vi

Die iibrigen Komponenten errech-
nen sich analog dazu.
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