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Berechnung der elektrischen Verhdltnisse in

Vierpolketten und elektrischen Leitungen mit
Hilfe der Fibonacci-Zahlen und der Polynome
von Morgan-Voyce

J. Lahr

Es wird ein neues Verfahren fur die Berech-
nung der elektrischen Verhaltnisse in Vierpol-
ketten und elektrischen Leitungen vorgestellt,
in dem die Fibonacci-Zahlen und die Poly-
nome von Morgan-Voyce eine zentrale Rolle
spielen. Unter Verwendung von homogenen
linearen Differenzengleichungen zweiter Ord-
nung werden rekursive Rechenmethoden
entwickelt, die fur die Bestimmung aller elek-
trischer Grossen nur auf die vier arithmeti-
schen Grundoperationen zurlickgreifen. Die
allgemeinen Ausdriicke der angewendeten
Polynome werden auf ihre Eignung fur theo-
retische Erérterungen geprdift. Auf numeri-
sche Beispiele und auf die schrittweise Dar-
stellung des Rechenweges wurde besonde-
rer Wert gelegt.

Une nouvelle méthode pour le calcul des
relations électriques dans les chaines de
quadrnipdles et dans les lignes électriques est
exposeée. Les nombres de Fibonacci et les
polyndmes de Morgan-Voyce y jouent un réle
prépondérant. En utilisant des équations
homogenes linéaires a différences du
second ordre, des procédés de récurrence
ont eté développés qui, pour la détermination
de toutes les grandeurs électriques ne se ser-
vent que des quatre opérations arithmeéti-
ques de base. Les termes généraux des poly-
noémes appliqués sont examinés sous l'as-
pect de leur aptitude a des considérations
théoriques. Des exemples numeériques et des
descriptions pas a pas des méthodes de cal-
cul ont trouvé une attention spéciale.

Zum 70. Geburtstag von Prof. Dipl-Ing
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1. Einleitung

Die klassischen Methoden fiir die
Berechnung der elektrischen Eigen-
schaften von Kettenleitern und elektri-
schen Leitungen wurden aufgestellt,
indem der allgemeinste Fall behandelt
und gelost wurde, von dem dann alle
anderen Fille und Spezialisierungen
abgeleitet wurden. Das genau umge-
kehrte Verfahren ist jedoch auch denk-
bar. Man vereinfacht eine Aufgaben-
stellung so weit wie nur moglich, auch
wenn der Vereinfachungsgrad zu Pro-
blemen fihrt, die von der Wirklichkeit
weit entfernt sind, und versucht die ge-
fundenen Losungsmethoden vom ein-
fachsten Fall auf immer allgemeinere
Fille analog zu ubertragen. Viele Zu-
sammenhdnge sind in vereinfachten
Situationen leichter zu erkennen, ja
man kann Beispiele anfiihren, in de-
nen die Problemlésung nur dadurch
gefunden wurde, dass der Weg der
Analogie von der Spezialisierung zur
Generalisierung  strikt  eingehalten
wurde. Auch in der vorliegenden Ab-
handlung wird dieses Verfahren ange-
wendet.

2. Berechnung eines
vereinfachten Kettenleiters

In Figur | ist eine aus 6 Gamma-
zwei-Vierpolen bestehende Kette dar-
gestellt, in der alle Elemente den glei-
chen ohmschen Widerstand R haben.
Unter Anwendung der Kirchhoff-
schen Gesetze findet man fir die
Zweigstrome die Werte der Tabelle 1.

Zweigstrome zu Figur 1 Tabelle |
2 = J Js = 21
3= 2 Jo = 34j
Ja = 3ji Jto = 55ji
Js = 5ji Ju = 89ji
Jo = 8&ji Jiz = 144
j1 o= 13j

Bei den in dieser Rechnung zutage ge-
tretenen Koeffizienten handelt es sich
um die bekannte Zahlenfolge von Fi-
bonacci'), deren Bildungsgesetz durch
die folgende fiir n = 2; 3; 4; ... giiltige
Differenzengleichung angegeben wird:

E1=Fn-l+Fn—Z (1)

Die Rekursionsverankerung und
das allgemeine Glied lauten:

FF=0 und F=1 (2)

1

F,=
V3

145
2

n_[1-V5
2

] 3)

Fir die Strome gilt somit die folgen-
de Bezichung:

jn . Fnj] (4)

') Leonardo Bigollo Fibonacci, gewohnlich
Leonardo Pisano genannt, wurde um 1179 in Pisa
geboren und ist in der ersten Halfte des dreizehn-
ten Jahrhunderts, wahrscheinlich nach 1240, ge-
storben.

Fig. 1

Einfachste Gamma-zwei-Vierpolkette
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Besteht die Vierpolkette aus m Glie-
dern, d.h. aus 2m Elementen, dann
gilt:

Ug= R(jam+ fom-1) = Rji (Bom + Bmo1)
= Rji Bm+1.

Dies liefert zwischen der Quellen-
spannung uy und der Bezugsgrosse ji
die Beziehung

; Uy
S Y ©)
Die unzihligen Eigenschaften der
Fibonacci-Zahlen kdnnen nun aufihre
Brauchbarkeit fiir elektrische Berech-
nungen untersucht werden. Zu diesem
Zweck werden zwei Beispiele behan-
delt. Aus der Literatur bekannt sind
die Identititen:

Fi+ (-1 = FFo + Py 6)
2

2, Fy= FaFun ™

k=0

Mit (4) und (6) ldsst sich eine Formel
aufstellen, die die Bestimmung des
Stromes j; ermdoglicht, wenn zwei be-
liebige unmittelbar aufeinander fol-
gende Strome z.B. durch Messung be-
kannt sind.

jl = \/ (_l)n(jnjn—l + .]?,_] _Jrzl) (8)

Fir die gesamte Wirkbelastung P
des Netzwerkes findet man mit (7)

2m

2 2
Po= D R =j REmBms  (9)
k=1

Von Interesse ist ferner die Berech-
nung der Eingangsimpedanz

Strebt m gegen unendlich, dann gilt,
wie mit Hilfe von (3) bewiesen werden
kann:

. . Fom+ 1+v/35
limZ.= lim —=* R= V3
m—o m—e Pm 2

R=1,61803..R (1)

3. Berechnung eines
Kettenleiters bestehend aus
Gamma-zwei-Vierpolen mit
unterschiedlichen Lings-
und Querimpedanzen

Ein weiterer Schritt in Richtung
eines allgemeinen Kettenleiters geht
nun dahin, dass Ldngs- und Querele-
mente verschieden sind. Sie werden
mit Ry und R, bezeichnet und kdnnen
sowohl ohmsche Widerstdande als auch
komplexe Impedanzen darstellen. Es
zeigt sich nun, dass es zweckmassiger
ist, die Lings- und Querelemente ge-
trennt zu behandeln. Dies bedeutet,
dass auch zwei verschiedene Indizes
eingefiihrt werden miissen, und zwar
S.n fiir ein beliebiges Ldngselement
und C,n fiir ein Querelement. Wie in
Fig. 2 angeschrieben, wird im folgen-
den der Bezugsstrom jc; mit j; und die
Bezugsspannung uc,; mit u; bezeich-
net. Die Berechnung von Stromen und
Spannungen zeigt, dass die elektri-
schen Grossen weitgehend durch das
Verhiltnis R zu Ry bestimmt werden,
und dass sich die Einfiihrung eines
Leitungsparameters P aufdridngt, der
wie folgt definiert wird:
P=2+ R/R, (12)

Die Anwendung der Kirchhoff-
schen Gesetze ergibt fiir die Langsstro-
me eine homogene lineare Differen-
zengleichung zweiter Ordnung:

Jsn = PJsn-1 - jsn-2

mitjs,] =j1 und j543 = Pj| (13)

Driickt man die Léingsstrome in
Funktion von j; und Paus, dann erhalt
man Polynome in P, die 1959 in etwas
abgewandelter Form von 4. M. Mor-
gan-Voyce definiert wurden [1] und
nach ihrem Entdecker den Namen
Morgan-Voyce-Polynome erster Art
tragen?). Sie werden mit B bezeichnet

?) A. M. Morgan-Voyce benutzte eine abwei-
chende Rekursionsverankerung:
Bp=1lund By =P

und gehorchen der gleichen Rekur-
sionsformel wie die Stréme in den
Lingsimpedanzen.

Bn = PBn—] = Bn—?_ (14)

mit Bj=1lund B,= P

Die Langsstrome kénnen nun in fol-
gender Weise beschrieben werden:
jS.n= anl (15)

Die Berechnung der Querstrome
fuhrt auf die gleiche Rekursionsbezie-
hung; nur die Verankerung weicht von
der bisherigen Form ab.

Jen= Pjcn-i = jon-a (16)

mi[jc_] =] und Jc2 = (P— 1)]1

Die Ausfiihrung der eben erstellten
Gleichungen fiihrt zu den Morgan-
Voyce-Polynomen zweiter Art, die mit
b bezeichnet werden und ebenso wie
die Polynome erster Art vorteilhaft auf
rekursive Art und Weise berechnet
werden kdnnen.

bn = an-l = bn-Z (17)

mit by =1lund b, = P-1

Fir die Querstrome kann man dem-
nach schreiben:
Jen = baji (18)
Die Verbindung der Bezugsgrdosse j

zur Quellenspannung ug erhilt man
ebenfalls ohne viel Aufwand.

: Uq
= — 19
Ji Robmo ) (19)
Auch die Morgan-Voyce-Polynome
zeichnen sich durch eine uniiberschau-
bare Vielfalt von Beziehungen aus.
Zweidavon lauten:

B..1B.r1 =Bi-1 (20)

bn Br_h = Bn~h br = bh Bn—r

(21)

Fig.2 Allgemeine Gamma-zwei-Vierpolkette
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Elektrische Grossen in einer leerlaufenden Gamma-zwei-Kette

Tabelle 1T

P=2+ Ri/Rq

Polynome erster Art:

Bezugsgrossen: u =

Lingsstrome:

Eingangsimpedanz: Z.= Rq

a) Bestimmung des Leitungsparameters P

b) Bestimmung der Polynome von Morgan-Voyce

By = PBn.|-Bn2

Verankerung: By = lund B, = P
Polynome zweiter Art: by = Pbn_| =bn_2

Verankerung: by = 1 und by = P-1

c) Bestimmung der elektrischen Grissen

bm+1 Rq
Jjsan= Bn ji
Knotenspannungen: ucn= bnu

bm+l

und j| = i

m

Elektrische Grossen in einer belasteten Gamma-zwei-Kette

Tabelle 111

= ug Z i
z Rl Bm + me+l Js
Langsstrome:
Knotenspannungen:
Eingangsimpedanz: Z.

a) Bestimmung der Polynome von Morgan-Voyce gemdss Tabelle I1
b) Bestimmung der elektrischen Grissen

Elektrische Grossen der Belastung Z

. . z
JS,n=Jz (-—E— By + by )

R
UC,n= Uz (71 Bn.1 + by )

q

RyBp + me+|
4 " ZBu + Robnm

Wendet man (15) und (18) auf (20)
und (21) an, dann erhilt man

Ji= V jé,n_js,n—ljs,n+l (22)
JenJsr-h = Jsn-nJcr=JenJsnr (23)

Die Berechnung der elektrischen
Eigenschaften eines leerlaufenden
Gamma-zwei-Kettenleiters kann nach
dem Schema der Tabelle II zusammen-
gefasst werden.

Wird eine Last Z parallel zur Impe-
danz R, des Gliedes auf der rechten
Seite der Vierpolkette (Fig. 2) geschal-
tet, dann wird die Berechnung von
Strémen, Spannungen und Eingangs-
impedanz, falls der Strom in der Last
mit j, und die Spannung iiber Z mit u,
bezeichnet wird, nach dem Algorith-
mus der Tabelle 111 durchgefiihrt.

Jn+1 ]

4. Die aligemeinen
Ausdriicke der Polynome
von Morgan-Voyce

In dem Fall, wo P reell ist, kdnnen
funf Fille unterschieden werden:

‘a) P > 2: Mit den Hilfsgrossen

P+V P-4
—2 u

nd

P-+ P-4

halt :
3 erhdlt man

X =

X"_x,n

By~ ,
x-%

und
Xn—O,S + x' n-0,5

b= 205+ 3703

(24)

b) P=2: By=n und b,=1 (25)

¢) =2<P<2:

_ sin[n arccos(0,5 P)]
B0 = = Solarccos(0,5 Pl und

_ cos[(n-0,5)arccos(0,5 P)]
bn cos[0,5 arccos (0,5 P)] @6)

d) P=-2: B,=-n(-1)» und

by = (1-2n)(=1)n @7

e) P<-2: P,=|P|

sinh [n areacosh(0,5 Py)]
sinh [areacosh(0,5 P,)]
sinh [(n-0,5)areacosh (0,5 P,)]
sinh [0,5 areacosh (0,5 P.)]

B, = (-1)n*!

bo=(=1)n+1 (28)

5. Rekursive Beziehungen in
Ketten von allgemeinen
Vierpolen

In einer Kette aus allgemeinen,
identischen und passiven Vierpolen
(Fig. 3), die durch die Kettenmatrix 4

PR S—
‘un-ﬂ A

e VFJ

‘n A

Fig.3 Allgemeine Kette
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Rechenschema im Falle einer unbelasteten allgemeinen Vierpolkette

Tabelle IV

a) Bestimmung des Leitungsparameters Pund der Morgan-Voyce-Polynome

b) Berechnung der elektrischen Gréssen:

Bezugsspannung: u
Knotenspannungen: Uy =
Langsstrome: Jn =
Eingangsimpedanz: Z.

_ a11Bm - Bm_

Uq
a1 Bm - Bmoi
ui(ay B - Bno2)

ujaz; By

@1 Bn

Rechenschema im Falle einer belasteten allgemeinen Vierpolkette

Tabelle V

a) Bestimmung des Leitungsparameters Pund der Morgan-Voyce-Polynome

b) Berechnung der elektrischen Griossen:

Bezugsgrossen: u =
noo=
Knotenspannungen: Uy =
Langsstrome: Jn =
Eingangsimpedanz: Z. =

Ug
(an + a12/ Z)Bm - By
uj
VA

wi[(ar + ar2/ Z)By_1 - By-2]
Jillax1 Z+ ax) B - By2]

(annZ+ ai2) Bm - ZBm-)
(a1 Z+ a22) B - Bm-1

gekennzeichnet sind, gelten die nach-
stehenden rekursiven Gleichungen:

Uy = (a1 + @2)n_1 - Un2

(29)
Jn =(an+ @2)jno1 - jo2
Mit der Identifizierung
P=a, + a» (30)

ist die Verbindung zu den Polynomen
von Morgan-Voyce hergestellt. Die Be-
rechnung der elektrischen Grdssen ist
in den Tabellen IV und V zusammen-
gefasst.

6. Anwendungen

6.1. Kettenleiter aus reinen
Induktivitdten und Kapazitdten

In der Leitungstheorie spielen Vier-
polketten aus Induktivititen und Ka-
pazitdten eine wichtige Rolle. In Fig. 4
ist ein Ausschnitt eines solchen Ket-
tenleiters dargestellt.

Im Falle einer sinusférmigen Spei-
sespannung wird Pkleiner als 2.

P=2-w’LC (31)

Ferner sei festgesetzt: m = 10; L =
I mH; C=1uFund uy,=1V.Die Fre-

quenz fwird so gewihlt, dass P= -1,5
wird, d.h. f= 9415,7 Hz. Mit den For-
meln aus Tabelle I1 erhilt man:

u =0,366V; j=i-21,67mA

und Z, = i-37,67 Q.

Die Knotenspannungen sind in Fi-
gur 5 graphisch dargestellt. Die Um-
hiillende der Knotenspannungen wur-
de mit (26) ermittelt. Thr mathemati-
scher Ausdruck lautet:

uc, = 1,036 cos[(n-0,5)2,419].

Hieraus kann die Periode N der
Umhillenden bestimmt werden; sie
betrdgt: N = 2,598 Indexeinheiten.

Die allgemeinen Ausdriicke der
Morgan-Voyce-Polynome  erlauben
auch umfassende theoretische Unter-
suchungen iiber das Verhalten von
Vierpolketten. Als Beispiel wird eine
Analyse iiber die Resonanzerschei-
nungen in dem eben berechneten Ket-
tenleiter durchgefiihrt. Es zeigt sich,
dass Resonanzen nur dann auftreten
konnen, wenn P zwischen -2 und 2
liegt. Die Frequenzen, die Resonanz
ergeben, erhilt man mit:

1 B n(1+2k)
fe= iTc \/2 Bms "W] ¢2)

mit k=0,1,2,3, ..., (m— 1)

T T T T °°T

Fig.4 Vierpolkette, bestehend aus reinen Induktivititen und Kapazititen

uC,u [V] " N
1 C l
1 \ ’//ﬂ\ 7\ /
\ / \ #oph
\ J \ g \ ,I \\
11 110 g gy 7 's 4, .2 A »
1 S
\ LR /! -+ 3 /1
\ / \ /
! \ / \ ;
v [t V1 Loy ‘o
/ /
-1 ~ \ 7 v

Fig.5 Grafische Darstellung der Knotenspannungen
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Fig.6 Vierpol fiir Leitungssimulation

Demnach tritt in diesem Beispiel
dann Resonanz auf, wenn die Quellen-
spannung eine der folgenden Frequen-
zen hat: 752, 2240, 3677, 5033, 6276,
7379, 8317, 9069, 9619 oder 9953 Hz.
Alle Werte sind auf 1 Hz genau gerun-
det.

6.2. Verlustbehaftete Kettenleiter

Das Ersatzschema eines Gliedes
eines Kettenleiters, der elektrische Lei-
tungen simulieren kann, ist in Figur 6
dargestellt. Fir die numerische Be-
handlung, die nach Tabelle II erfolgt,
gelten die Angaben: R = 3,5 Q; L =
183 uH; C=325nF; G=0S; m=10

=)
200% (2]

£=30kHz

Fig.7 Ortskurve der Eingangsimpedanz Z,

und uy = 5 V. Die Ortskurve der Ein-
gangsimpedanz Z. und der Absolut-
wert der Ausgangsspannung u; wur-
den fiir Frequenzen von 30 kHz bis
2 MHz berechnet und in den Figuren 7
und 8 grafisch dargestellt
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