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Berechnung von Dipol- und Quadrupolfeldern in Mlagneten
mit zylindrischen und konzentrischen Erregerwicklungen mit linear

verinderlicher Stromdichte
Yon A. Asner

537.811:621.318.3;

Es werden Ausdriicke zur Bestimmung von Dipol- und Quadrupolfeldern in Magneten mit zylindrischen und konzentrischen Sektorwicklungen
mit linear verinderlicher Stromdichte abgeleitet; derartige Stromdichten treten beispielsweise in Wicklungen mit diinnen und hohen verseilten
supraleitenden Kabelleitern auf. Numerische Auswertung und Vergleich mit Wicklungen konstanter Stromdichte fiihrten zum gleichen Betrag des
Magnetfeldes, wenn im Kabelleiter eine konstante Durchschnitts-Stromdichte angenommen wird.

On développe des expressions pour les champs dipolaires et guadrupolaires des aimants avec des enroulements cylindriques et concentriques
& densité de courant linéaire, comme c’est p.ex. le cas dans des enroulements en cébles supraconducteurs minces et hauts. Une comparaison des
résultats numériques avec des enroulements a densité de courant constante donne les mémes valeurs de champ si on introduit une densité moyenne

pour le conducteur en forme de cable.

1. Einleitung

In einem fritheren Aufsatz [1]1) sind Ausdriicke zur Berech-
nung von Magnetfeldmultipolen fiir zylindrische und konzen-
trische Sektorwicklungen mit konstanter Stromdichte abgelei-
tet worden. Mehrere klassische und supraleitende Magnete
dieser Konzeption und Bauart sind seitdem entwickelt und er-
folgreich erprobt worden [2; 3; 4]. Die konstante Stromdichte
ist durch Anwendung kompakter Leiter oder Supraleiter mit
geringen Abmessungen und durch eine relativ hohe Windungs-
zahl erreicht worden.

Bei supraleitenden Magneten mit Schalenwicklungen mit
vorzugsweise hohen Stromen und geringer Windungszahl wer-
den trapezférmige, verseilte Kabelleiter verwendet, die eine
verinderliche Stromdichte aufweisen. Diese proportional mit
dem Wicklungsradius abfallende Stromdichte kommt zu-
stande, indem der Kabelleiter aus einer Anzahl von Drihten
mit konstantem Durchmesser um ein beispielsweise trapez-
férmiges zentrales Kupfer- oder Stahlband verseilt wird, da-
mit der Geometrie des Wicklungssektors moglichst gut ange-
passt wird (Fig. 1). Die Stromdichte j(r) kann dann angenihert
werden als

Je=JjQRi—r)[Ra @

wobei j der maximalen Stromdichte am Innenradius Ri ent-
spricht. Der Zweck der nachfolgenden Berechnungen ist nun
zu bestimmen, ob durch die verdnderliche Stromdichte etwa
ein geringeres Magnetfeld in der Bohrung Bo zu befiirchten ist,
als im Falle einer durchschnittlichen, jedoch iiber den trapez-
formigen Kabelquerschnitt gleichmissig angenommenen kon-
stanten Stromdichte jo erhalten wird, oder ob die in [1] abge-
leiteten Gleichungen auch weiterhin ihre Giiltigkeit bewahren.

Im vorliegenden Aufsatz werden nun analytische Formeln
fir die Berechnung der Magnetfeld-Multipole fiir den Fall
eines Dipol- und Quadrupolmagneten gegeben, und zwar fiir
das Bohrungsfeld, das Feld in der Wicklung und das durch
eine konzentrische Eisenabschirmung erzeugte Feld. Die Re-
sultate werden mit den Formeln fiir den Fall einer konstanten
Stromdichte in der Wicklung verglichen [1]; es wird gezeigt,
dass die gleichen Werte fiir das Dipol- und Quadrupolfeld in
der Bohrung erhalten werden, vorausgesetzt, dass im Kabellei-
ter eine durchschnittliche, iiber den Querschnitt konstante
Stromdichte vorhanden ist. Desgleichen erhilt man praktisch
die gleichen optimalen Winkel der einzelnen Schalenwicklungen,
wobei eine Kompensierung der einzelnen Feldharmonischen
erreicht wird.
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2. Ableitung der Formeln fiir die Feldberechnung

Fiir die Berechnung der Magnetfeldkomponenten wird das
gleiche polare Koordinatensystem wie in [1] vorausgesetzt.
Fig. 2 zeigt cinen unendlich lang angenommenen Wicklungs-
sektor, der durch die Radien R: und Rz sowie durch die Winkel
o und a2 begrenzt ist.

Bei vorausgesetzter linearer Stromdichteninderung erhélt
man fiir das Stromelement dI im Punkte Q (r, ®)

2R1—r

dIl =jrdrda=J R

rdrdoa 2)
und fiir das durch df hervorgerufene Vektorpotential im
Punkte P(gp, y)

_ jrdr

d
_—nacul in [rz + 02— 2 rocos(a — <17)] &)

dA 7

Die Komponenten des Magnetfeldes B, und B, sind folg-
lich analog [1]

1 od(dA)
dB, = — :
o Op
i _juo 2Ri—r r2 sin(a — @)
B, = 21 R1 r2 4 02 — 2 rg cos(a — ) Gr da ®

1) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.

Fig. 1 Anordnung der Supraleiter um einen trapezférmigen,
verseilten Kabelleiter
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[r3 cos(x — ¢) — 12 Q]

Ro as
__ MoJ
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r?+4 9% — 2 rp cos(ax — p)

dr de ©)

Unter Anwendung der in [1] angegebenen Reihenentwick-
lung erhilt man fiir o/r < 1, d.h. fiir das Magnetfeld innerhalb
der Bohrung:

o2

Rz
)

r2sin(a — ¢) — Rilr3 sin(a — )

r2+ 92— 2 rp cos(ax — @) drda
R1i o2
Rz a2
:%Lff (sin(a—(p)+%sin2(a-—(p)—l—
R1 a1
= (g)n.1 sinn (« — @) — L [L sin(e — ¢) + (6)
-\ G g

@ in2 (e — o) L € §in3 (@ — o) -
+ R: sin2 (¢ — ¢) + R sin3 (a — ¢) +

n-1

e

Ry rn—2

sinz (& — ¢)]) A

Analog ergeben die Feldkomponenten Bps und Bys, die
durch Spiegelung des Strombelages an der konzentrischen

Fig. 2 Zur Ableitung der Magnetfeldkomponenten von
Sektorwicklungen mit linear verinderlicher Stromdichte
R1, R2, R1’, R2" Radien des reellen und gespiegelten
Wicklungssektors mit den Winkeln o, o2

Eisenabschirmung mit dem Radius Rs hervorgerufen werden Rs  Radius der Eisenabschirmung
r, 0 Radien
+ Ry oz oo J Stromdichte am Innenradius des Sektors
HoJ ontl o, ¢  Winkel
B@S‘Tff’w > (-
— Ry o a=1 @)
L g dr'd
— ZTl/ 'm) simn (oc (p) roao
und B,s die entsprechende Formel mit negativem Vorzeichen
und mit cosn(a = ¢) anstelle von sinn(« = ¢). Dabei gilt fir m+Q | T
die gespiegelten Radien und Stromdichten ©
F = Rs?[r; Ry = Rs?/R1; Ro' = Rs%/R2 ®)
7 =J(Rs/r')* ®
dr = — r’—2 R dr’ (10)
2.1 Der Dipol
Fiir den Fall eines Dipoles (Fig. 3) 'mlt der durch die Winkel Vig.3 Dipolwickiong
4o und m -+ &g begrenzten Sektorwicklung erhilt man unter + ji verinderliche Stromdichte
Anwendung der Gleichungen 6 und 7 oo Winkel der Sektorwicklung
fiir die Komponenten des Bohrungsfeldes
By + CoOSP + o cosRn+1)¢
 dpoj B e [ S
= (R2 — R1) cosao I ES)) [ R = ] cos(2n+1)ap an
Ber — sing — n=1 sinnrn+1)¢
By — cosg cos3 ¢
_ 2p0f | 1 Re?2— Ry2 02 R
== > R COS ®o + 3 Ry In R, cos3 a +
Bypz + sing sin3 ¢
N cos@n +3) ¢ 12)
Q2n+2 1 1 2
+z Cni3)2nks [ngn Rzzn]cos( n—+3)ao
n=1 sinn+3) ¢
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Fig. 4 Dipol mit Doppellagenwicklung Fig. 5 Quadrupolwicklung

Ri1, Ree Radien der dusseren Schale mit den Winkeln 11, 22

fiir die Komponenten der Spiegelung

s — cosRn—1)¢
=il ™ gt [Ren R iR [RECEN -
= Cnt+1H@E@n—1) Rgin—2 Cn—-1)4n Rein-2 cos(2n— 1) ao
Bog = sin@n—1)¢
13

Bei Schalenwicklungen mit mehreren Sektoren (Fig. 4) konnen die Winkel a1, a2, a11, a22 usw. derart gewahlt bzw. optimiert
werden, dass die storenden Sextupol-, Dekapol- und héheren Harmonischen des Magnetfeldes kompensiert werden, wobei fir
eine Wicklung mit 7 konzentrischen Schalen m Feldharmonische kompensiert werden konnen. Fiir den in Fig. 4 dargestellten
Fall eines Dipoles mit zweifacher Schalenwicklung konnen die Sextupol- und Dekapolkomponenten eliminiert werden, falls
folgende Bedingungen erfullt sind:

Fiir den Fall einer konstanten Stromdichte in der Wicklung [1]

1 11 R2® — R1® 1 11 Ro25 — Ri11b o
[? (e~ % © 15 R ] BOR v [3 (R~ &) TSR ] cos3ex =0
) e e o
R P 1 R e Ry Re o 1 *1_) _R? 7 o 7 =
[Ts— (erg RQS) + 55 oo (Re” = Ri)| cos 5o+ | T ( B~ Ra) 35 R (R’ — Ru)| cosSae =0

Fiir den Fall einer linear verdinderlichen Stromdichie

1 1 1 1 R2 R2® — R/ Ry [ R4 — Ri* ,

[?(E‘ ) GR DR T 15 RS -2 Fr )] cos o’ -
111 1 Ro2 | Re2® — Rii®  Ru ([ Rea* — R114) ,

o [? (Ru Rzz) 6 Ri1 In Ri1 T R 24 ( Rs ] cos3ax’ =0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e R -

RE (1 1) R 1) CRE g 7ﬁR13(R26—R16) ,
[ 15 (&~ ) ~ 20 (R~ R) T s Rew R~ R =g (T g )| oSSt

L S s , SR

Ry 1 1 ) Ry ( 1 ) Ry 7 ooy RuRi? ( Reeb — R116) ;o

T [ E (R113 ~ o)~ T RT (R T Rt T s R B T RO T g (e cos 3 e’ =0
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2.2 Der Quadrupol

Fiir den Fall eines Quadrupoles mit den Winkeln der Sektorwicklung nach Fig. 5 erhélt man

fiir die Komponenten des Bohrungsfeldes

B, + cos2 ¢ 0o
:—4710] 0 [ln%— —“R;;lRl ] cos 2 ap + Eﬁzn(fn =N
B, — sin2 ¢ n=l
. . cos(dn-+2)¢p o it
)T (e = et .
[(Rl) (%) ]COS(‘*”“)““ D, G ERTR e
sin(4n+2)p n=0
cos(dn+6)¢

1 1
’ [Rl4n+3 - R24n+3 ] Cos (4 n+ 6) xo
sin(4 n+6) ¢

Jiir die Komponenten der Spiegelung

Bes -+ 5

Hoj p4n+l Ro4n+4 — R 4n+4 2 p4ntl Ry Rp4n+3 — Ri4n+3
on Z n+D)Q@2n+1) Rg8n+d C @Gnt3)Qun+1) Rg8n+4 '
B(Ds - n

=0
cos(dn+2)¢p an
ccos(4n+2)

sin(dn-+2)¢

Fiir eine Quadrupolwicklung mit zwei Schalen kénnen dhnlich wie beim Dipol die Winkel a1, az, «11, ¢z optimiert werden,
um die dritte und fiinfte Feldharmonische zu kompensieren. Die entsprechenden Bedingungen sind:

Jiir eine konstante Stromdichte [1]

Ri[, R1)4 Ri5>  Rs8 — RS Ri [( R )4 Ri )4 Ri®  Rps® — Ry® ;
{T —1 (TG ]—l— 24 T Rz cos6ar + 4 _(_Ru %(Rzz + 24 T Rz cos6az =0

18

B 8 9 12 — p.12 I 8 8 9 12 — 12
{& 1_(R1)]+1§t) Ry RSZORI }COSIOrx1+ Ry (Rl) _(Rz)J+R1 Roo Ru

24 ) T} cos10a2 =0

fiir eine linear verdnderliche Stromdichte

51_ [ — (&)4 Ri5 R98 — R;8 B R4 ( 1 - _1_) - Ri® R.7 — Ry? cos 6 ar’ +
4 Ro 24 T Rel® 18 \R® ~ RS 4277 Rs® L
2 Bi (ﬁ)z_(Rl)z R15 RzzS—R118_R14( 1 %WI_)_RIG Rao? — Ry17 cos g — B
4 Run Ro2 24 Rg12 18 \Ri18  Ry28 42 Rsl2 050 a2 =
..,,k,z,/ O 1)
R[, _ &)8 R® Re— Ri'* Ry ( 1 1 ) Ri10 [ Ryl —Rln) ,
(ﬁ l:l (RZ + 60 Rs20 70 Ri7 Ro7) 110 ( Rs20 cos 10 ay” +
‘ =
1 Ri (_Rl_)s_ (i)s +_RL9 Rool2 — R111_2_ Ri8 ( 1 1 )~ R;10 (Rzzll —Rull) B s
24 |\ Ry Re2 60 Rs20 70 \Ri1? — Rao? 110 R20 cos 10 ag” =
e -
998 (A 533)
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Fig. 6 Quadrupol mit Doppellagenwicklung

Die Gleichungen 7, 12 und 17 gelten fiir den Fall einer un-
gesittigten Eisenabschirmung mit ur = oo. Fiir gesittigtes
Eisen sind die entsprechenden Ausdriicke mit (ur — 1)/(ur +1)
zu multiplizieren.

Vergleicht man nun GIl. 11 und 12 fiir die Hauptkompo-
nenten des Bohrungsfeldes B, und By mit den GI. 17 und 18 des
Aufsatzes [1] fiir konstante Stromdichte, wobei ein Vergleich
der Grundharmonischen vollig geniigt, so ergibt sich der Zu-
sammenhang zwischen der linear verdnderlichen Stromdichte
jr und der konstanten Stromdichte jo.

Um in beiden Fillen das gleiche Bohrungsfeld B, und B, zu
erhalten, muss fiir den Dipol eine iquivalente, iiber den
trapezformigen Leiterquerschnitt konstant angenommene
Stromdichte jo wie folgt gewihlt werden:

2 pojo _ _ 2uoj [ _ _ 1 Rzz—R12]
xR R == MR- Ry

also  jo =73 Ri— R2)/2R: (20)

Das gleiche Ergebnis wird durch eine Integration der kon-
stanten bzw. der verdnderlichen Stromdichten jo und /. erhal-
ten. Es ist somit erwiesen, dass Dipol- (und Quadrupol-)Wick-
lungen mit linear verinderlicher Stromdichte die gleichen Boh-
rungsfelder ergeben wie bei einer konstant angenommenen
durchschnittlichen Stromdichte im Leiter nach Gl. 17 und 18
sowie 27 und 28 von [1].

3. Numerisches Beispiel

Als Beispiel soll die in Fig. 6 gezeigte Wicklungsanordnung
des geplanten 5 m langen supraleitenden Dipolmagneten des
CERN, Genf, untersucht werden. Ahnliche Magnete werden
zurzeit fiir den Energieverdoppelungsbeschleuniger des Fermi-
labs in Batavia, USA, entwickelt [5].

Fig.7 Leiter fiir den supraleitenden Dipolmagneten des CERN
Masse in mm

Der Magnet soll mit einem aus 27 Drihten verseilten, tra-
pezformigen supraleitenden Kabel mit den Abmessungen nach
Fig.7 bewickelt werden. Die durchschnittliche Stromdichte im
Kabel betrdgt jo = 3.5 - 108 A/m2. In Wirklichkeit weist das
Kabel eine lineare verteilte Stromdichte auf, mit dem Maximal-
wert von j = 3.91 - 108 A/m? auf der inneren, schmalen Seite.

Unter Annahme einer ungesittigten Eisenabschirmung er-
hilt man nach den beiden Berechnungsmethoden das gleiche
Bohrungsfeld von Bp = 4.715T.

Fiir den Fall der konstanten Stromdichte jo = 3.5 108 A/m?2
und der Koeffizienten nach GI. 18 und 19 von k1 = 2.05273,
ke = 1.2295, ks = 803.46, k4 = 283.16 ergeben sich die opti-
mierten Winkel der Schalenwicklungen zu a1 = 18.2°, a2 = 54°.
Bei linear verdnderlicher Stromdichte mit j = 3.91- 108 A/m?
und den Koeffizienten von k1" = 0.8973, ko' = 0.5554,
ks’ = 12.441, k4’ = 4.511 erhilt man fiir die optimierten Win-
kel o1’ = 18.0°, a2” = 54.0°; der Unterschied ist folglich sehr
gering.
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