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Magnetische Netzwerke mit komplexen
magnetischen Widerstianden und ihre duale Abbildung

Von J. Stepina

621.3.011.7:537.621.2;

Es wird die Abbildung von magnetischen und elektrischen Netzwerken mit Wirbelstromen oder Wirbelfliissen im dualen Bereich untersucht und
die Autodualitiit der massiven Leiter gezeigt. Fiir die praktische Anwendung der elektrischen oder magnetischen Ersatzschaltbilder wird eine genaue

Systematik der Ziihlpfeile eingefiihrt.

Lauteur examine la représentation de réseaux magnétiques et électriques avec courants de Foucault ou flux tourbillonnaires dans le domaine
dualiste et il démontre 'autodualité des conducteurs massifs. Pour Uapplication en pratique des schémas équivalents électriques ou magnétiques,

une systématique précise des fleches de comptage est introduite.

1. Einleitung

Als elektrisches Netzwerk bezeichnet man ein System von
ausgepriigten elektrisch leitenden Wegen, deren elektrischer
Widerstand im Vergleich mit der Umgebung gering ist, so dass
sich die Stréme praktisch nur auf diesen Wegen entwickeln
konnen. Es gibt jedoch auch Systeme von magnetisch gut lei-
tenden Wegen, welche man meistens nicht als Netzwerke,
sondern nur als magnetische Kreise bezeichnet, weil sie nor-
malerweise einfacher als ihre elektrischen Analogien sind. Die
magnetischen Netzwerke haben nicht so gute Eigenschaften
wie die elektrischen, weil die Permeabilitdt der ferromagne-
tischen Werkstoffe, bezogen auf den leeren Raum, nicht so
gross wie die Leitfahigkeit des Kupfers im Vergleich mit {ibli-
chen Isolatoren ist. Es gibt jedoch praktische Beispiele, wo
man sogar eine riumliche Feldverteilung mit ausreichender
Genauigkeit durch ein einfaches Netzwerk ersetzen kann [1]1).

Die magnetischen Kreise sind meistens mit elektrischen
Netzwerken verkettet, so dass eine direkte Abhédngigkeit zwi-
schen den elektrischen und magnetischen Grossen besteht.
Da der magnetische Teil eines elektromagnetischen Netzwerkes
meistens einfacher als der elektrische Teil ist, erfasst man oft
den magnetischen Kreis durch ein elektrisches Ersatzschaltbild,
wo die magnetischen Grossen durch elektrische abgebildet
werden. Es wurde schon in [2] und [3] darauf hingewiesen, dass
die Ersatzschaltbilder duale Struktur zu den zugehdrigen
magnetischen Schemas besitzen und dass den magnetischen
Widerstinden Reaktanzen im Ersatzschaltbild entsprechen.
Die Dualitit der elektrischen und magnetischen Netzwerke
macht es auch moglich, die Vorginge in elektrischen Netz-
werken anhand von magnetischen Ersatzschaltbildern darzu-
stellen. Diese Idee wurde in [4] fiir elektrische Maschinen vor-
geschlagen und spiiter noch ausfiihrlicher untersucht.

Der vorliegende Aufsatz stiitzt sich auf Arbeiten [1; 5], in
welchen Systeme mit massiven Fluss- und Stromleitern unter-
sucht und mit dualen magnetischen und elektrischen Ersatz-
schaltbildern beschrieben werden. Es wird nun eine genaue
Zahlpfeilsystematik entwickelt und die Autodualitdt von mas-
siven Ko&rpern mit Wirbelstromen untersucht. Zum Schluss
wird auf die Moglichkeit hingewiesen, von sinusformigen
Wechselgrossen zu Ausgleichsvorgéingen iiberzugehen.

2. Verkettungselemente

Als Verkettungselemente sollen die Stellen im elektro-
magnetischen System bezeichnet werden, wo der elektrische
Teil mit dem magnetischen zusammenhidngt. Es sind Spulen,
deren Strome magnetische Spannungen hervorrufen. Damit
man nach der Transformation eines im Verbraucher-Zihlpfeil-
System (VZS) beschriebenen Elements wieder das VZS erhiilt,
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empfiehlt sich die Zuordnung der Zihlpfeile an der Verket-
tungsstelle nach Fig. 1a oder 1b vorzunehmen. Man kann sich
leicht anhand des Durchflutungs- und Induktionsgesetzes
davon iiberzeugen, dass in beiden Schemas dieselben Bezie-
hungen zwischen den Zeigern der magnetischen und elektri-
schen Grossen (Kreisfrequenz o) bestehen:

_l_]m:W1 (1)
U =jowd 2

Durch die Proportionalitit zwischen der magnetischen
Spannung und dem elektrischen Strom auf einer Seite und dem
magnetischen Fluss und elektrischer Spannung auf der anderen
ist die duale Rolle der beiden Grossengruppen eindeutig defi-
niert. Aus Gl. (1) folgt unmittelbar, dass ein konstanter Strom
einer konstanten magnetischen Spannung entspricht und daher
eine Quelle des konstanten Stromes in dem magnetischen
Schaltbild durch eine Quelle der magnetischen Spannung
ersetzt werden kann. Dieselbe Vertauschbarkeit gilt auch nach
GL. (2) fiir die Quellen des magnetischen Flusses und der elek-
trischen Spannung.

3. Abbildung der passiven Elemente

In Fig. 2 ist die Abbildung von passiven Elementen im
dualen Bereich dargestellt. Fiir die elektrische Spannung in
Fig. 2a kann man nach Gln. (1) und (2) schreiben

Un
U=jow®=jow——=—F5—I1=21 3)
-_— —_ gm —_—

wobei die elektrische Impedanz Z mit der komplexen Reluk-
tanz Zm nach der Gleichung

Z=jowZn “

zusammenhéngt. Im dualen Fall einer mit einer Impedanz Z
abgeschlossenen Wicklung (Fig. 2b) gilt nach (1) und (2) fir
den zugeordneten komplexen magnetischen Widerstand

Zn = Un/® =jow [[U=jow|Z ®)

und man sieht, dass die Gln. (4) und (5) nur dieselbe umkehr-
bare Abbildung beschreiben.
Nach GIl. (5) findet man fiir elektrischen Wirkwiderstand R

Zn = j o w¥R (6)

einen imaginidren magnetischen Widerstand und fur einen
Kondensator C eine negative reelle Reluktanz

Zn—=jowjoC=—0wC )

1) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.
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Fig. 1 Zuordnung der Zihlpfeile an den Verkettungsstellen Fig. 2 Duale Abbildung von komplexen Widerstiinden

U Wechselspannung (Zeiger)

?]m magnetische Wechselspannung (Zeiger)
7 ‘Wechselstrom (Zeiger)

5 magnetischer Wechselfluss (Zeiger)

v_v- Windungszahl

als Abbildung im magnetischen Bereich. Man kann daher mit
Hilfe einer iiber einen Kondensator kurzgeschlossenen Wick-
lung den magnetischen Widerstand eines Teiles des magneti-
schen Kreises kompensieren. In Fig. 3 sind einige umkehrbare
Abbildungen dargestellt.

Die von einem Element aufgenommene Wirkleistung kann
man sowohl durch elektrische als auch durch magnetische
Grossen ausdriicken:

w = Re[UI%] = |1|*Re [Z] =

=Re[jo @ Un*]=|2|*Re[—j© Zn] "

Aus GL. (8) ist ersichtlich, dass jede zeitliche Verspatung des
Flusses hinter der Erregung Verlusten entspricht.

4. Dualitat der magnetischen und
elektrischen Schaltbilder

Aus den Gleichungen (1), (2) und (4) folgen auch die be-
kannten Zusammenhiinge zwischen dualen Netzwerken; z.B.
fiir eine Parallelschaltung von zwei komplexen Reluktanzen
Zm1, Zm> findet man den resultierenden magnetischen Leitwert
in der Form

Z komplexer elektrischer Widerstand (Impedanz)
Em komplexer magnetischer Widerstand (komplexe Reluktanz)

und die zugeordnete elektrische Impedanz ist dann nach GL. (8)

Z=jow/Zn =jowZn +jow|Zns = Z1 +2Z2 (10)

Einer Parallelschaltung im magnetischen Bereich entspricht
daher eine Reihenschaltung im elektrischen Bereich und um-
gekehrt. Im allgemeinen findet man das duale Schaltbild nach
dem bekannten Verfahren in Fig. 4. In jede Masche des be-
stehenden Netzwerkes trigt man einen Knoten des gesuchten
dualen Netzwerkes ein und erginzt diese Knotengruppe durch
einen einzigen Knoten ausserhalb des Schaltbildes. Zwischen
diesen Knoten fiihrt man dann durch gesamte Elemente des
Netzwerkes Verbindungslinien. Das auf diese Weise entstan-
dene Gebilde ist der Graph des gesuchten dualen Schaltbildes.
An den Stellen, wo die Verbindungslinien die Elemente des
urspriinglichen Netzwerkes schneiden, liegen die nach Gl. (4)
oder (5) zu bestimmenden Elemente des gesuchten Ersatz-
schaltbildes.

Bei der Anwendung des in Fig. 4 dargestellten Verfahrens
kann auch die Frage der Zihlpfeile beriicksichtigt werden,
sofern man auch gleiche Vorzeichen in den dualen Gleichungs-
systemen haben will. In Fig. 5 sind zwei duale Netzwerke dar-
gestellt, welche nach dem in Fig. 4 beschriebenen Verfahren

Ym = 1/Zm = 1/Zm1 + 1/ Z o (9) gegenseitig abhiingig sind. Es wird angenommen, dass z.B. das
magnetisches Netzwerk elektrisches Ersatzschaltbild
( bezogen auf Windungszahl w )
. k
magnetisches Element mo‘ggk?:fﬁer elektrisches Element komplexer
Widerstand Widerstund
U U juw?
Darstellung Beschreibung Zn = T’“ Darstellung Beschreibung Z=j= Z.
xUn . ,
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Fig. 4 Bestimmung des dualen Ersatzschaltbildes

a magnetisches Netzwerk
b elektrisches Ersatzschaltbild

aus den Maschen A, B, C bestehende Netzwerk magnetisch
und das andere elektrisch ist. In beiden Netzwerken entspre-
chen die auf den Verbindungslinien liegenden Zéhlpfeile
Stromen oder magnetischen Fliissen und die neben den Ele-
menten liegenden Pfeile den Spannungen. Die Zihlpfeile des
Netzwerkes D, E, F sind so gewéhlt, dass sie gegeniiber den
dualen Grossen des Netzwerkes A, B, C um 90° im Uhrzeiger-
sinn versetzt sind. Wenn man die in einen Knoten einfliessen-
den Strome als positiv nimmt und die Spannungen in den
Maschen nach den angegebenen Richtungen summiert, erhélt
man die Gleichungen

A: *gml +(_/mz*gm4:0
a: -—_]1—{-—_‘(2*_[420

B: gmcl_gm:} -+ L_]mSZO
b: _14—_13—*-_[5:0

C; 4£m5 "1‘ 21116:0

G —_!5—}—_1610

D: Us—Us —Ug =0

d: 23—2542620
E: —22+E4A_U3=0

e: ~—22—{—§_154493:0

F: ~_I{1+£/2:0

f: *21-{—22:0

Die Dualitit der beteiligten Grossen und der Schaltbilder
ist vollstindig. Den Knoten des magnetischen Netzwerkes ent-
sprechen Maschen des elektrischen Ersatzschaltbildes und
umgekehrt. Die mit gleichen Buchstaben bezeichneten Glei-
chungen haben gleiche Vorzeichen bei Grossen mit gleichen
Indices.

5. Autodualitat der massiven Leiter

Massive Teile mit Wirbelerscheinungen kommen sowohl
im elektrischen als auch im magnetischen Bereich vor. Grund-
sétzlich sind jedoch immer beide Komponenten wirksam. Es
existieren ndmlich nicht getrennt eine elektrische und magne-
tische Verdridngung, sondern nur eine einzige elektromagne-
tische Verdringung. Der Unterschied besteht nur darin, ob
Strom oder Fluss zugefiihrt wird; die andere Grosse fliesst
dann nur innerhalb des massiven Leiters auf geschlossenen
Wirbelbahnen.

Nach [6] gilt fiir 1 m2 der Oberfliche eines massiven Kor-
pers (Fig. 6), welche man bei grosseren Querschnitten schon
als Halbebene ohne Riicksicht auf die Form betrachten kann,
die Beziehung
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Ly B g
i ou=

Ho = an
zwischen der magnetischen (Ho) und der elektrischen (Eo)
Feldstéirke, wobei

B=Vrf-ule (12)

ist und f die Frequenz, x4 die Permeabilitdt und ¢ den spezifi-
schen Widerstand bedeutet. Weiter kann man schreiben:

13
(14)

wobei /1, @1 den Strom- und Flussanteil darstellen, welche
unter der Einsoberfliche von 1 m? parallel zur Oberfliche
fliessen (Fig. 6). Wenn der Weg der Strome an der Oberfliche
des ganzen Korpers die Liange /e hat und die Linge des Fluss-
weges I ist, gelten folgende Gleichungen:

Ho =1

Eo=jod:

U =1l Eo (15)
Un = Im Ho (16)
@ =l an
I =luh (18)

Aus den Gln. (11) bis (18) ergibt sich die Impedanz der
ganzen Oberflichenschicht in der Tangentialrichtung /e zu

Fig. 5 Duale Netzwerke mit einheitlich zugeordneten Zahlpfeilen

A...F Maschen
a..f Knoten

Fig. 6 FEinsoberfliche eines massiven Leiters

Bull. ASE/UCS 69(1978)8, 29 avril
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und die komplexe Reluktanz in der Tangentialrichtung /m ist

Z_gm¥[m. gﬂ_lml B
_m“_i}‘ﬁzﬂt)fo—[—e( Jrl)z—
- R (20)
I f2mf g
le ) no

Die komplexen Widerstéinde Z und Zn erfiillen Gl. (4) fiir
w = 1. Man sieht, dass ein massiver Leiter mit Wirbelstromen,
dessen Abmessungen wesentlich grosser als die Eindringtiefe
sind [6], im dualen Bereich durch einen Massivleiter aus dem-
selben Material vertreten ist. In dem besonderen Fall, dass
Im = ¢ ist, d.h., wenn der Umfang gleich der Linge des mas-
siven Leiters ist, erscheint der massive Korper im dualen Be-
reich unverdndert als seine eigene Abbildung. So ein massiver
Leiter ist autodual; seine Impedanz und komplexe Reluktanz
erfiillen Gl. (4) ohne Anderung der Abmessungen. Man sicht,
dass die Moglichkeit einer dualen Ersatzdarstellung in der
Elektrodynamik tief verwurzelt ist und bei dreidimensionalen
elektromagnetischen Anordnungen ~ ganz automatisch zur
Geltung kommt.

Massive Teile kommen vor allem in magnetischen Kreisen
vor und sind meistens aus Eisen. Das Eisen hat zwar eine ver-
dnderliche Permeabilitdt, aber aus dem Vergleich mit der
Methode von Rosenberg [7], welche trotz Einfachheit gute
Ergebnisse bringt, folgt, dass man in linearen Beziehungen

i~ 2 Bo/Ho 21

nidherungsweise annehmen kann, wobei ﬁo, Hy die Scheitel-
werte dieser Grossen an der Oberfliache sind. Die Permeabilitit
hdngt von der magnetischen Beanspruchung ab und muss
iterativ in der Magnetisierungskennlinie gefunden werden.

6. Transiente Vorgénge

Die Anwendung der Ersatzschaltbilder beschrinkt sich
meistens auf Dauerbetrieb mit sinusformigen Wechselgrossen,
obwohl auf diese Weise ebensogut auch Ausgleichsvorgidnge
behandelt werden konnen. Wenn man Gln. (1), (2) in Augen-
blickswerten schreibt und nach Laplace transformiert, er-

Fig. 7 Magnetisches (b) und elektrisches (c¢) Ersatzschaltbild eines

Einphasentransformators (a)

Bull. SEV/VSE 69(1978)8, 29. April

Magnetisches Netzwerk (a) fiir transiente Vorginge im
Wendepolkreis von Gleichstrommotoren mit massivem Joch und
zeitlicher Verlauf bei Stromunterbrechung (b)

R, Rmg magnetische Widerstinde des Luftspaltes und
des Streuweges des Wendepols
Zm(p) Operatorreluktanz des massiven Stinderjoches

Uw’(p), Un”(p) Bildfunktionen der magnetischen Spannungen
des Ankers und der Wendepolwicklung

hélt man im Bildbereich bei verschwindenden Anfangsbe-
dingungen

Un(p) =wlI(p)
U(p) =wp®(p)

wobei Un (p), I(p), @ (p) Bildfunktionen sind. Als Verallge-
meinerung der Gl. (4) erhdlt man die Abbildung von Operator-
impedanzen in der Form

Z(p) =UW/I(p) =w2p/Zn (p)

wo Zu (p) die Operatorreluktanz ist. Die Gleichungen (1), (2),
(4) sind Sonderfille von (22) bis (24), wenn p = j @ ist. In
diesem Zusammenhang machen auch massive Leiter mit Wir-
belstromen keine Ausnahme.

Nach [8] gilt fiir @ (¢) beim Einheitssprung der magneti-
schen Spannung Um (¢)

(22)
(23)

€2

2 ==t e
Dsp (1) =——=Vue =Vt (25)
l/ﬂ: Im
Nach der Transformation erhilt man
le S 1
D (p) = Vue — (26)
In plp

Fiir einen beliebigen Verlauf der magnetischen Spannung
Un (¢) gilt nach dem Faltungssatz

t
d
W) = [ Un = P @) d & @n
0
und nach der Transformation
le — 1
D (p) =p Un (p) Psp (p) = Unm (P)*e— Vﬂ@ e (28)
Im VP
Die Operatorreluktanz ist dann
o Un(p) _Im l/ 1 ,—
Zm == |/—
W=~ Ve Vp 29
und fiir p = j w erhilt man wieder GI. (20).
(A 205) 387
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Fig. 9 Magnetisches und elektrisches Ersatzschaltbild fiir die
Einschrinkung der Verluste in massiven Eisenteilen von Wechsel-
strommaschinen durch Abschirmung

_Z_m komplexe Reluktanz des Eisens
Rms Reluktanz des parallelen Luftweges

Zog =1 Zor | .12
ch : 3 | ch |-e‘|n/2

b

Fig. 10 Veranschaulichung der Wirkungsweise des Spaltpol-
und Stufenpolmotors

7. Einfache Anwendungsbeispiele

Die Anschaulichkeit der elektrischen Ersatzschaltbilder ist
seit langem bekannt, obwohl ohne Beriicksichtigung des dualen
magnetischen Netzwerkes viel von der praktischen Bedeutung
verlorengeht. So wird z. B. das klassische Ersatzschaltbild des
Transformators beim Entwurf kaum verwendet, weil der Bezug
auf magnetische Streuwege fehlt.

In Fig. 7 wird gezeigt, wie man die Feldverteilung im Trans-
formator durch drei wichtige Wege des magnetischen Flusses
ersetzt und iiber ein magnetisches Ersatzschaltbild zu einem
anderen elektrischen Ersatzschaltbild gelangt, in welchem man
nur eine gemeinsame Streureaktanz Xs findet, die direkt der
Geometrie des Transformators entspricht.

Wenn magnetische Grossen wichtiger als die elektrischen
sind, bleibt man im magnetischen Darstellungsbereich. In
Fig. 8a ist das magnetische Ersatzschaltbild fiir den Wendepol-
kreis der Gleichstrommaschine bei transienten Vorgidngen oder
beim Mischstrom im Ankerkreis dargestellt. Dabei treten die
Durchflutungen des Ankers und der Wendepolwicklung als
Bildfunktionen Um’ (p), Un” (p) der magnetischen Spannungen
auf. Die Operatorreluktanz Zm (p) entspricht den massiven
Teilen des Wendepolkreises nach Gl. (29). Die Losung des in
Fig. 8a dargestellten Netzwerkes erkldrt die iiberraschende
Tatsache, dass der niitzliche Wendepolfluss @ bei plotzlicher
Unterbrechung des Ankerstromes zundchst sprunghaft um ein

Mehrfaches zunimmt, bevor er verschwindet (Fig. 8b). Dies
ist auf die gleichzeitige Wirkung des massiven Eisens und des
grossen Streuflusses @s zuriickzufithren, welche sich auch bei
Mischmotoren durch Phasenverschiebung der Wechselkom-
ponente des Wendepolflusses um fast 180° geltend macht [S].

Bei der Abschirmung der massiven Eisenteile zwecks Ein-
schrinkung der Zusatzverluste bedient man sich beider Dar-
stellungsmoglichkeiten [1]. Wenn es sich um die Abschirmung
mit einer (nicht zu dicken) Aluminiumplatte handelt und man
das Ersatzschaltbild nur nach Erfahrung sucht, findet man
eher das elektrische Ersatzschema in Fig. 9b, wo die Wirkung
der Aluminiumplatte durch den Widerstand Ra dargestellt
wird. Das zu diesem Schema duale magnetische Ersatzschalt-
bild (Fig. 9a) ist jedoch anschaulicher, weil es sich um einen
direkten Ersatz fiir die rdumliche Verteilung der magnetischen
Fliisse handelt. Der Erfolg der Abschirmung hdngt nidmlich
von der Linge und Breite der Luftwege (Reluktanzen Rmo und
Rms) ab. Die imagindre Reluktanz Zm a1, welche die Alumi-
niumplatte darstellt, wiirde man jedoch ohne Kenntnis der
Dualitdt kaum finden.

Fiir eine anschauliche Erkldrung der Wirkungsweise des
Stufenpolmotors ist besser das magnetische als das elektrische
Ersatzschaltbild geeignet. (In Fig. 10a ist der Stufenpolmotor
schon kombiniert mit dem Spaltpolmotor dargestellt.)

Die Drehrichtung und Entstehung des Drehmoments ist
durch die gegenseitige Phasenverschiebung der Wechselfliisse
Da, Pn, e der einzelnen Stinderabschnitte gegeben. Diese
Fliisse werden durch die gemeinsame Durchflutung 6 erregt,
so dass ihre Phasenverschiebung nur von dem Verhiltnis der
imaginidren und reellen Reluktanzanteile in ihren Zweigen
abhiingt. Die imagindre Reluktanz Zmr, welche der kurz-
geschlossenen Liuferwicklung entspricht, ist fiir alle drei
Zweige gleich, aber im Zweig a ist der Realteil Rma grosser
(grosserer Luftspalt), so dass @, gegeniiber @a in der Phase
verspitet ist. Noch spiter kommt der Fluss @., weil der imagi-
nire Reluktanzanteil durch die Kurzschlusswindung am Stén-
der vergrdssert wird (Zmc). Durch die Phasenfolge der Fliisse
a — b — ¢ ist die Drehrichtung gegeben.
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