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BULLETIN

DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS

Gemeinsames Publikationsorgan des Schweizerischen Elektrotechnischen Vereins (SEV)
und des Verbandes Schweizerischer Elektrizitdtswerke (VSE)

Théorie générale des lignes couplées
Par F. Gardiol et M. Decréton

Lorsque deux systémes de transmission sont proches I’un de I’autre,
les champs électromagnétiques produits dans un des systémes inter-
agissent avec 'autre. Le couplage résultant donne lieu dans certains
cas a des applications intéressantes (coupleurs); dans d’autres cas,
il est nettement indésirable (diaphonie). L’étude présentée ici considére
deux lignes de transmission (au sens large du terme) de caractére
linéaire et réciproque. Elles sont représentées, en régime sinusoidal
permanent, par leurs schémas électriques équivalents qui comportent
des impédances série et des admittances paralléle. La solution générale
du probléme est déterminée. L’introduction des conditions aux limites
(excitation et terminaisons) permet d’obtenir la solution compléte du
probléme. On considere finalement le cas particulier pour lequel une
seule des lignes est alimentée en courant.

] [ Introdqction

Un signal qui se propage sur une ligne de transmission
ouverte (ligne bifilaire, microbande, guide diélectrique, etc.)
donne naissance a des champs électromagnétiques au voisinage
de la ligne. En ’absence de rayonnement, c’est-a-dire lorsque
les dimensions et les propriétés des matériaux formant la ligne
sont choisis pour que celle-ci fonctionne comme une ligne de
transmission et non comme une antenne, les champs électro-
magnétiques décroissent rapidement dans le plan transverse.
Il en résulte que la puissance électromagnétique du signal est
concentrée dans le voisinage immédiat de la ligne.

Toutefois, dés qu’une seconde ligne est placée pres de la
premiére, les champs électromagnétiques de celle-ci induisent
un signal sur la seconde ligne. On appelle couplage capacitif
Iinteraction due au champ électrique, couplage inductif celle
due au champ magnétique. Ces couplages sont de nature distri-
buée, ils sont d’autant plus forts que les lignes sont proches
I'une de I’autre et peuvent donner lieu a des effets d’autant plus
prononcés que les lignes sont longues.

Ce phénomene est utilisé en pratique pour réaliser des cou-
pleurs directionnels, éléments couramment utilisés en hyper-
fréquences pour prélever une partie d’un signal dont on veut
mesurer les propriétés (puissance, fréquence, spectre) [1]1).
Il permet également d’obtenir un transfert de puissance entre
deux systémes de nature différente, par exemple entre une
onde électromagnétique et un faisceau d’électrons (carcino-
tron, tube a ondes progressives, accélérateur linéaire) [2], ou

) Voir la bibliographie a la fin de larticle.

Bull. SEV 64(1973)15, 21. Juli

621.391 : 537.811

Bei geniigend kleinem Abstand zwischen zwei Ubertragungssyste-
men wird ein System durch die elektromagnetischen Felder des anderen
beeinflusst. Diese Kopplung hat in einigen Fiillen interessante Anwen-
dungen (beispielsweise bei sog. Kopplern); in anderen Fillen ist sie
unerwiinscht (Nebensprechen). Die folgende Abhandlung geht von
zwei Ubertragungsleitungen (in weiterem Sinne) aus, die sich linear
und reziprok verhalten. Bei Betrieb mit sinusformigen Zeitfunktionen
sind diese Leitungen durch ihre Ersatzschaltbilder darstellbar, welche
Serie-Impedanzen und Parallel-Admittanzen enthalten. Die allgemeine
Losung des Problems wird zundchst bestimmt. Das Einfiihren der
Randbedingungen ( Anregung, Abschliisse) erlaubt, die Gesamtlosung
aufzustellen. Zum Schluss wird ein Sonderfall studiert, wo eine einzige
Leitung stromgespeist wird.

entre une onde électromagnétique et une onde acoustique
(transducteurs piézoélectriques).

Dans de nombreuses autres applications, cet effet est haute-
ment indésirable. 11 donne lieu a la diaphonie entre lignes télé-
phoniques, provoque du bruit ou encore d’autres effets nui-
sibles lorsqu’une ligne de transmission d’information est
proche d’une ligne de transmission de puissance, etc.

L’étude des lignes couplées a souvent été limitée a la con-
sidération de certains cas particuliers: couplage faible, lignes
de méme nature (ou méme lignes identiques), lignes sans per-
tes, une seule direction de propagation [3]. On considére ici de
fagon rigoureuse et compléte un systéme comportant deux
lignes de transmission uniformes dans la direction de propaga-
tion (parallele & I’axe des x) et de caractéristique linéaire et
réciproque. La théorie développée permet I’étude de lignes (au
sens large) de nature différente, comportant des pertes et de
la dispersion. Le couplage entre les deux lignes peut également
comporter des pertes [4] et étre de nature dispersive. La théorie
des lignes couplées trouve aussi des applications dans 1’étude
de guides d’ondes chargés. En effet, I’introduction de matériaux
diélectriques, résistifs ou encore ferrimagnétiques provoque un
couplage entre les modes qui existaient dans le guide vide.
L’étude de ce probleme a I’aide des lignes couplées permet une
résolution approchée simple lorsque le guide n’est pas trop
chargé [5].

Il faut encore noter que des problémes similaires existent
dans d’autres domaines; c’est en particulier le cas des résona-
teurs couplés, par exemple en mécanique celui de deux pen-
dules connectés par un ressort [3]. La méthode présentée ici
pour les lignes couplées pourra facilement étre adaptée.

(A 626) 905



2. Définition du modgele et résolution des équations

Deux lignes uniformes infiniment longues sont disposées
parallelement a I’axe des x. Elle sont excitées chacune par un
signal alternatif sinusoidal de méme fréquence en régime per-
manent. On utilise alors la notation complexe, les courants et
tensions instantanées étant donnés par:

ui (x, ) = Im ()2 Ui (x) elot)
ii(x, 1) = Im (/2 I (x) elot)
=13

et o =2nf estla pulsation

1

ou I (correspondant aux deux lignes)

Comme le systéme est linéaire, I’étude d’autres types d’ex-
citation peut étre faite a ’aide du principe de superposition
(développement en série ou en transformée de Fourier).

Une section de-longueur infinitésimale dx de ligne couplée
est représentée par le schéma équivalent de la fig. 1. La ligne
No. 1 est représentée par 'impédance série Z1 dx et ’admit-
tance paralléle Y7 dx; la ligne No. 2 par Zz dx et Y2 dx, les
couplages par Zu dx et Yu dx. Les impédances et admittances
sont généralement complexes et dépendent de la fréquence.
Elles deviennent purement imaginaires pour un systéme sans
pertes. Les tensions et courants satisfont aux équations diffé-
rentielles suivantes:

dU;
dx

dz;
dx

ou i=12etj=3—i

= — Zili — Zwulj

2

= —YiUi— Ym(U — Uj)) = — YU + YuU;

On a posé Yi = Yi + Yu pour simplifier 1’écriture. Ce
systétme de 4 équations peut étre représenté de fagon matri-
cielle:

UL 0 0 Z1 Zwm Ui
d | U _ 0 0 v Z> Us 6)
dx I Yy —Yum 0 0 5L

I2 —Yu Yo' 0 0 Iz

Pour résoudre ce systéme, on cherche les valeurs propres
de la matrice définie en (3), qui sont solutions de I’équation

d’ordre 4:
yt — 2 (P1 + P2) + P1iP2 — Q102 =0 4

ou on a défini:

Pi = 7Yy — ZuYMm =12
5
Qi =ZuYy — ZiYm j=3—i ©)
On définit ainsi les deux exposants de propagation:
n=(P+VAP® + Q%) .
o= (P — VAPE § @2
Avec
P Pr+ P IO+ ZoYy T
2 2
AP — P ;Pz _ZLih ; ZsY> I

0% = 0102 = (ZmY2 — Z1Ym) (ZuY1r — Z2Yn)

On détermine alors les 4 vecteurs propres correspondant
aux solutions positives et négatives en y; et en y2, qui apparais-
sent dans la solution générale:

U r K
Us 71 Q2

— A e-Y1x
L . Y1'K—YuQ2

I> | —YuK+Y2'Q2

—y1 K

+ Bremx| T2

Y1'K—YnQ:2
—YuK+ Y202

y2 Q1
—ys K

Y1'O1+ YuK
—Ym01—Y2'K

—y2 Q1

y2 K

Y101+ YuK
—Yu01—Y2'K

+ AzeveX + BaetYeX 3)

7

u| | vdx

Z, dx

Yydx Zy, dx

Z,dx

U, Y, dx

777777277, T, %

Fig. 1
Schéma électrique équivalent d’une longueur infinitésimale dx
de lignes couplées

Désignations voir dans le texte

906 (A 627)

ol on a posé K = AP + JAP2+ Q2 et ou A1, Az, B1 et B>
sont des constantes d’intégration dépendant des conditions
aux limites. Les 4 termes de la solution correspondent respec-
tivement aux ondes progressives (e Y*) et régressives (e*Y¥) des
deux modes caractérisés par les exposants de propagation
71 et y2 2).
3. Conditions aux limites

L’étude de deux lignes couplées infiniment longues a permis
d’obtenir la solution générale de (2). Pour déterminer les 4
constantes d’intégration qui apparaissent en (8), il faut main-
tenant tenir compte des conditions aux limites. En théorie, le
probléme est complétement résolu lorsqu’on connait les ten-
sions et courants en un point déterminé le long de la ligne; il
est simple alors de déterminer les 4 constantes en appliquant
(8) [6]. Pratiquement, toutefois, le probléme est nettement plus
complexe, car les conditions aux limites n’apparaissent pas
toutes au méme endroit: les deux lignes sont connectées a une
extrémité a des sources de signal (deux conditions), a I'autre
extrémité a des charges (deux conditions). Si ces deux extré-
mités coincident, il n’y a évidemment pas de ligne.

?) Remarque: dans le cas particulier de deux lignes identiques, ou
Y = Yy et Zy = Zy’, on trouve pour I'un des modes U; = Us et
pour l'autre Uy = - U, on les appelle alors respectivement mode pair
¢t mode impair.

Bull. ASE 64(1973)15, 21 juillet
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Fig. 2

Schéma équivalent d’un systéme général de terminaisons

a représentation en T
b en bout de ligne

Désignations voir dans le texte

3.1 Effet des terminaisons

Les deux lignes couplées sont terminées en x = L par un
systéme de charges linéaires et réciproques. Ce systéme peut
étre défini par son quadripdle équivalent, que nous représen-
tons ici par un montage en n (fig. 2).

Les conditions imposées par les charges sont les suivantes:

LWL =YuUi+ YW —Uj) =YL’ Ui — Yu U;  (9)

ou on a défini
Y= Yu + Yim

A T’aide de la solution générale (8) on obtient aprés quelques
calculs les relations suivantes liant les constantes A; et Bj:

air @z Ar bir  bis B
A =— : 10
[am azz] [Az] [bm bzz] [Bz] (10)

aii = [(— DL K@piY” — Y'i) — Q3-i (1Y — Ym)]e ML
aij = [(— DK@ Yim — Ya) + 01 (0¥’ — Yi)]eYiL
(11)

Les termes en bi; sont obtenus en changeant le signe de yi
dans les relations (11). On définit ensuite des coefficients de
réflexion généralisés 'y a ’aide de:

Bi|_ (I Tz |Auf _

Be To1  Tae A2
. R ai1bee — a21b12
b21b12 — bi1b22 | — ay1bor + as1biy

ou:

aveci=Fj

12)
aisbs2 — azebis
— aizbe21 + azeb11

Pour que les lignes soient adaptées, c’est-a-dire que les
amplitudes des ondes réfléchies B1 et Bz soient nulles quels que
soient A; et Ao, il faut que tous les I';; soient nuls, c’est-a-dire
que les ajj doivent étre nuls. Cette condition est satisfaite pour
les admittances de charge suivantes:

Bull. SEV 64(1973)15, 21. Juli

Y1 = _ﬁ (72K? + 710?) + Y2KQ2 (y2 — Vll

y1y2 (K2 4 Q%)
Y2 (71K2 + 7202 + Y1KQi1 (y2 — y1)

y1ye (K2 + Q%)
Yu (K%1 + Q%2) — Y1'KQ1 (2 — y1) _

7172 (K% + 03

_ Yu (K22 + 0%1) — Y2'KQ2 (y2 — 71)

y1y2 (K2 + 0?)

On constate qu’il n’est pas possible d’adapter deux lignes
couplées a I’aide de deux charges terminant chacune des lignes;
il faut en général une troisiéme terminaison placée entre les
deux lignes [7].

Yre =

13)
Yim =

3.2 Excitation

Les deux lignes sont connectées en x = 0 a un systéme de
sources, représentées par des sources de courant for et Io2
comportant des admittances en paralléle (fig. 3). Les tensions
et courants en x = 0 doivent alors satisfaire a:

Ii = Ii(0) + YciUi(0) + Yeul[Ui(0) — Ui(0)] =

= 1i(0) + Yei'Ui(0) — YemU;(0) (14)

avec j =3 —i

en posant
Yei" = Yai + Yom

On détermine les amplitudes des deux ondes progressives
A;i a I’aide de (8), en tenant compte des conditions introduites
par les charges (12):

[101} . [Cu +diln + di2l2

c12 4 duils + d12r22] |:A1]

Loz co1 + dorl 11 + deala1 ca2 + derl1e + dealas| | A2
1s)
avec:
cii = (— DT KXYy 4 Yei'y) — Q3-1 (Y + Yamyi)
cij = Qi (¥i + Yai'y) + (— DL K (Y + Yowyy) (16)

izj
Les termes en djj sont obtenus en inversant simultanément
les signes de y; et y; dans (16).

N
SN

IOI ‘> YG'I Ul
II
Yom
I
Fig. 3 4
Systéme de sources de courant IO2 YG2 U2
appliquées
a deux lignes couplées
Désignations voir ]
dans le texte 7 7,

(A 628) 907



Fig. 4
Tensions U et courants I le long des lignes
couplées dans un cas général
Les valeurs des parameétres utilisés sont
indiquées dans le tableau I

\
1V 7 VAV AR VAW AR Y, N, “ s\ n}
" \/ Y q ¥ (VAW ‘J \\/ \\’/\\/ J
60 L——— 80 m 100

En inversant la matrice (15) on obtient les valeurs de 4; et
As. Introduisant ces valeurs dans (8) et utilisant les coefficients
I's; pour définir les amplitudes B; des ondes régressives, le
probléme est entiérement résolu.

L’étude compléte présentée ci-dessus fait 1’objet d’un pro-
gramme d’ordinateur (des copies peuvent étre obtenues 2 titre
gracieux aupres des auteurs). Les résultats obtenus pour un
cas particulier sont présentés en fig. 4. (Afin de ne pas alourdir
inutilement les figures, toutes les données relatives aux figs. 4
a 6 sont groupés dans le tableau 1.)

4. Cas particuliers: terminaisons adaptées
L’étude compléte présentée ci-dessus permet de déterminer,
a I’aide d’un ordinateur, les courants et tensions en chaque
point d’un systéme de deux lignes couplées, quelles que soient

Valeurs des paramétres pour les différents cas représentés

ans les figures
d les jig Tableau I

| fig. 4 ‘ fig. 5 | fim6a | fig.6b
Zi 1,2 +j100,00 | 1,2 +j100,00 | 100,00 | j100,00
Y, | 10-% +j0,0278 | 10-5 + j0,0278 | j0,0278 | j0,0278
Z, | 1,0 +j150,00 1,0 +j150,00 | j150,00  j100,00
Y, l 10-% + j0,0410 | 10-% + j0,0410 | j0,0410 | j0,0278
Zw | 01 4] 5000 | 01 -+j 50,00 j 50,00 ; j 50,00
¥ ‘ 10-% +j0,0090 | 10-5 + j0,0090 | j0,0090 | j0,0090

| |
£ ‘ 100 100 | 100 | 98,03
Yi, | 250 +j250 (0,0147 + 8,10 0,0147 ’ 0,0136
Y. | 10,0 +j20,0 0,034 +j1,10-° 0,0134 | 0,0136
Yiw | 20+ 10 [0,0062+6,10° 00062 0,083
Iy | 420+j 1,0 |420+j1,0 0+j0 | 0+j0
Yo | 105+ 7,0 | 105 + 7,0 04+j0| 0+j0
Ip | 820+j 00 |820+j00 82+j0 |82 +jo0
Yo, | 1054+ 7,0 | 105 4+j7,0 0+jo0| 04jo
Yo | 1045 20 | 10 4+§20 | 0+j0 | 0+j0
908 (A 629)

les propriétés de ces lignes, des terminaisons et de 1’excitation.
Cependant, par suite de la complexité des calculs, le traitement
complet ne met pas en évidence les propriétés particuliéres des
lignes couplées. Il sera donc utile, en vue d’obtenir une meil-
leure compréhension des phénoménes de couplage et de leurs
conséquences, de considérer plus en détail un cas particulier
simple, celui ou les lignes couplées sont terminées par des
charges adaptées (13) et que par conséquent I';; = 0. Ce cas
particulier est d’autant plus intéressant que c’est celui que I’on
souhaite réaliser en pratique [8]. On obtient les amplitudes

suivantes (15):
c22lo1 — ciz2loz2

Ar =
A
‘ a7
P ca1lo1 + c11lo2
e
Ac

ou

Ac = c11c22 — c21€12
\

Pour deux conditions particuliéres d’excitation, un de ces
coefficients s’annule:

sidE 24—

- . 18)
L QL S,

Ioy c11

Ces deux excitations correspondent aux deux modes ortho-
gonaux des lignes couplées (fonctions propres). Dans ces deux
cas seulement, les rapports entre Ui, Uz, I, et I2 sont indépen-
dants de la position le long de la ligne. Les tensions et courants
correspondent respectivement au troisiéme et au premier
terme de (8).

Le type d’excitation présentant le plus grand intérét pratique
est celui ou une seule des lignes est excitée, par exemple la
ligne 1:

Io2 =0

Io1 =0 19)

On obtient dans ce cas la solution suivante:

Bull. ASE 64(1973)15, 21 juillet



Ux c2oy1K — c21y201
Us — o1 €77 m* || c22y102 — ca1y2K
I Ac c22 (Y1I'K—YuQ2) — c21 (Y1014 YuK)
I c22 (—YMK+Y2'Q2) + c21 (Y01 +Y2'K)
ou on a posé
Nty _ H=ys
M = = et Ay = =

Lorsqu’on peut négliger les admittances des sources (Zai’ =
0 et Zom = 0), les courants sont donnés par:

Iy o Bog i Tgr (ch Apx — Clices + caciz g Ayx)
€11 C22 — C21C12
5 (21)
C22C21
ke T

Les amplitudes des courants sont représentées en fig. 5.

Ie = — Jo1 €M%

5. Cas particulier: lignes sans pertes

11 est intéressant de chercher ici ce qui se passe en 1’absence
de pertes, cas idéal que I’on désire autant que possible réaliser
en pratique. Toutes les impédances et admittances distribuées
de 1a fig. 1 sont purement imaginaires, les termes Pi, Qi, P,
AP et K devenant alors réels (positifs ou négatifs). Les coeffi-
cients de propagation peuvent devenir complexes dans des cas
particuliers; pour deux lignes similaires en présence de cou-
plages pas trop importants, y1 et y2 sont purement imaginaires.
Les composantes des quatre vecteurs colonnes de (8) sont
purement imaginaires: il en résulte que les tensions et courants
d’un méme mode sont soit en phase, soit en opposition.

Les admittances de charge nécessaires pour avoir adaptation
(13) sont toutes réelles: ce sont des résistances pures. Lorsque
les sources ont des admittances internes réelles, les coefficients
cij et dijj sont purement imaginaires. Finalement, les courants
dans deux lignes dont une seule est excitée en x = 0 valent (21)
(pas d’onde réfléchie, source sans admittance interne):

c221K + c21y201
B c229102 + ca1yeK hA
CAAPF ™ us WK —Taul0s) L (V0L P
co2 (—YuMK+Y2'Q2) — ca1 (YMQO1+Y2'K)
(20)

) . cu1ce2 + caiciz .
I = Iop e By * (cos APx — ] Cucas F caicia sin Aﬁx)
c11c22 — C21C12

Bo = = Ty i B30 XZJCszc“— sin ABx (22)
avec
ym=jfu et Ay =jAB

Les amplitudes des deux courants sont représentés en fig. 6
pour plusieurs valeurs des coefficients ci;. On constate ici une
périodicité le long de la direction de propagation, sa «longueur
d’onde» valant

Al — 2

= AR (23)

Le transfert de courant de la ligne 1 a la ligne 2 sera maxi-
mum lorsque

AL T
Le courant dans la ligne 1 disparait complétement pour le

cas particulier

c11c22 + co1c12 =0 25)

Ce cas est réalisé lorsque les deux lignes sont identiques,
c’est-a-dire lorsque Z1 = Z2 et Y1 = Y2; on dit dans ce cas
qu’il y a «synchronismey.

6. Conclusion

L’étude présentée ici considére de fagon rigoureuse deux
lignes de transmission (au sens large) de caractére linéaire et
réciproque, qui sont couplées I’'une a I’autre de fagon égale-
ment linéaire et réciproque. La solution générale pour la pro-

v q
51 u,
= Y,
0 T T T
60 L—— 80 m 100
%
0]
1 | Iz
1 Fig. 5
4 v Tensions U et courants ! le long de lignes
i ! couplées adaptées
0 T 5 Les valeurs des parameétres indiquées

Bull. SEV 64(1973)15, 21. Juli

dans le tableau I
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Fig. 6
Courants 7 le long de lignes couplées
adaptées et sans pertes
Les valeurs des parameétres indiquées
dans le tableau I b
a deux lignes de parameétres différents
b deux lignes identiques (synchronisme)

50-
LA
| I
0 L— 20 I m 4b
g b
5 - ~ -
A \\ ; // \\ g /’ \\ /// \\ I]
\ / \ / \ / \
] / \ \
50+ \\ / \ / \ /, \\
v Voo \ / \
i \ / \\ / \ / I
| \ v /! \\ /
] \ I’ v/ \ I,
~ \ iy \
] \ \/
\/ \/ \
0 v . N y =
0 L— 20 m 40
pagation dans ce systéme est déterminée: elle consiste des Bibliographie

ondes progressives et régressives de deux modes de propaga-
tion. L’introduction des conditions aux limites dues aux sour-
ces et aux charges permet de déterminer complétement les
courants et les tensions dans les deux lignes. Les propriétés des
lignes couplées sont illustrées par des applications a plusieurs
cas particuliers.

L’analyse présentée ici peut étre étendue a I’étude de lignes
non-réciproques (faisceau d’électrons, ligne chargée de ferrite
aimanté, etc.). Il faut alors considérer deux schémas équiva-
lents (fig. 1), correspondant aux deux directions de propaga-
tion. En utilisant une notation matricielle, il sera également
possible d’étendre I’analyse au cas de N lignes couplées.

La mise au point du programme d’ordinateur et les calculs
ont été effectués au Centre de calcul de 'EPF-L.
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