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Stromverteilung und Induktionsvorgang im Scheibenlidufer einer Unipolarmaschine

Von W. Haubitzer

1. Einleitung

Als um die Jahrhundertwende von den damaligen Gleich-
stromzentralen immer hohere Leistungen gefordert wurden,
traten die Kommutierungsschwierigkeiten bei den Gleich-
strommaschinen immer stédrker in Erscheinung.

Man versprach sich daher von der kollektorlosen Gleich-
strommaschine (Unipolarmaschine) grosse Erfolge.

Noeggerath baute im Jahre 1904 die erste Unipolarmaschine
grosserer Leistung (500 V und 300 kW). Danach wurde der
Bau von Unipolarmaschinen von mehreren Firmen aufgenom-
men. Trotz intensiver Bemiithungen blieb aber der Unipolar-
maschine ein durchschlagender Erfolg versagt.

Durch den Fortfall des Kollektors waren zwar die Schwie-
rigkeiten der Stromverwendung beseitigt, sie traten aber in
neuer Form als Kontaktschwierigkeiten zwischen Biirsten und
Schleifringen in Erscheinung.

Bald gelang es, die Kommutierung zu beherrschen, und da-
durch wurde die Unipolarmaschine als Energieerzeuger von
der Gleichstrommaschine und spiter vom Drehstromturbo-
generator verdringt.

Erst in neuerer Zeit erlangte die Unipolarmaschine in der
Ausfiihrung mit Scheibenldufer in Verbindung mit Fliissigkeits-
kontakten als Niederspannungs-Hochstrommaschine zur Spei-
sung von Elektrolyseanlagen und Erzeugung hoher magneti-
scher Gleichfelder eine gewisse Bedeutung. Im folgenden sei
die Berechnung der Stromverteilung und der magnetischen
Feldstédrken im Scheibenldufer einer Unipolarmaschine bei un-
gleichmissiger Stromabnahme am Zylindermantel erldutert.

2. Ubersicht

In dieser Arbeit sei der ungiinstigste Fall der ungleichmés-
sigen Stromabnahme durch eine punktformige Kontaktstelle
behandelt.

Das vorliegende Randwertproblem ist in dieser allgemeinen
Form nicht 16sbar. Bedenkt man aber, dass die Scheibenstirke
im Verhiltnis zum Scheibenradius sehr klein ist, so ldsst sich
fiir den Grenzfall einer unendlich diinnen Scheibe das Rand-
wertproblem exakt 19sen.

3. Die Feldgleichungen

In einem homogenen zeitlich konstanten Magnetfeld rotiert
eine Scheibe mit der Dicke /# und den Radien Ro und R. Zur
Beschreibung dieses Problems verwendet man zweckmaéssig Zy-
linderkoordinaten. Die Richtung der positiven z-Achse des zu-
geordneten Cartesischen Koordinatensystems falle hiebei mit
der positiven Zahlrichtung der Induktion B; zusammen. Fig. 1
zeigt die Darstellung in Zylinderkoordinaten mit den Einheits-
vektoren ey, ez, e3 in den Richtungen zunehmender r, ¢, z und
die zugeordneten Cartesischen Koordinaten.
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Das magnetische Gesamtfeld der Maschine setzt sich aus

dem konstanten Aussenfeld B; und dem Feld B; der Stromung
zusammen.

B =B, + B;s )

Ebenso lisst sich die resultierende elektrische Feldstirke E
in eine vom magnetischen Feld induzierte elektrische Feld-
stirke E; und in eine von der Ladungsverteilung herriihrende
Feldstirke F, zerlegen.

E =E; +E; )
Die induzierte elektrische Feldstirke ist hiebei:
E; = [v, B] 3)

Nach dieser Zerlegung lauten die Maxwellschen Gleichun-
gen:

rotHy = J )
rot E, = (5"
z
Plw
B, L B,
< &
= 0 h X

Fig. 1
Unipolarmaschine mit punktformiger Stromabnahme
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divJ =0 7)
J=yE ®)

Wendet man die Rotation auf GI. (2) an, so erhilt man:

5 8B

— i
rotE = wi;1 ei iy 5)
Um das vorliegende Problem zu l6sen, ersetze man die zy-
lindrische Scheibe durch eine Kreisfliche. Die raumliche Stro-

mung geht hiebei in eine Flichenstromung iiber.

4. Die Flichenstromung
Es seien nun die elektrischen Eigenschaften der Scheibe mit
der endlichen Dicke / auf das idealisierte System einer Kreis-
fliche libertragen. Lisst man die Dicke der Scheibe gegen Null
gehen, so nihert sich die rdumliche Stromung J dem Grenzfall
einer Flachenstromung S 1) von endlicher Grosse.

S =1limhJ )
h—0

Ebenso ndhert sich bei einem Grenziibergang die spezifische
Leitfdahigkeit y der Scheibe dem Grenzfall der spezifischen Leit-
fahigkeit einer Kreisfliche x.

x = limhy (10)

h—+0
Die auf die Kreisfliche iibertragenen elektrischen Eigen-
schaften sind der Strom bzw. der Widerstand der Scheibe. Das
Ohmsche Gesetz fiir das idealisierte System lautet:

S = xE 11

5. Das magnetische Feld der Flachenstromung

Beim Durchtritt des magnetischen Feldes durch den Fli-
chenstrom erfahren die Tangentialkomponenten der magneti-
schen Feldstirke einen Sprung, der gleich der Normalkompo-
nente des Strombelages an dieser Stelle ist (Fig.2).

Mathematisch ldsst sich diese Beziehung tiber die Flichen-
rotation ausdriicken.

RotH = [ni2, (H: — H))] = S (12)

Gl. (4) geht also fiir den idealisierten Fall der Flachenstro-
mung in die Form tiber:

RotH; = [es, (Hs (r, 9, + 0) — Hs (r, 0, — 0))] = S (13)

Da die Fliachenstromung ebenfalls quellenfrei sein muss,
tritt an Stelle von Gl. (7) die Gleichung:

i 5 L [a(rsl) 3 _agz_] -

r ar op (14)

Erfolgt die Stromabnahme punktformig am Umfang der
Kreisfliche, so besitzt die Flichenstromung S zwei Kompo-
nenten in den Richtungen e; und es.

S =e S F+e S (15)

1) § = Flichenstromdichte; x = Flachenleitfihigkeit.
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Fiir das magnetische Feld der Flachenstromung
H; —ei Hy + e2 Hs2 + €3 Hss (16)

folgen bei symmetrischer Anordnung der Erregerpole die Sym-
metriebedingungen:
Hq (v, p, —z) = — Hs1 (1, 9, + 2)
Heo(r, 0, —2z) = —Haa(r, ¢, + 2)
Hs3 (r, 0, —2) = Ha (r, 9, + 2)
Setzt man Gl. (15) und GI. (16) unter Beriicksichtigung

der Symmetriebedingungen in GI. (13) ein, so lauten die Kom-
ponenten der Flachenstromdichte:

7

S1 = — 2 Hs (r, p, + 0)
82 =2 Hq1 (r, 9, +-0)

und (18)

6. Die Aufstellung der normierten Differentialgleichungen
Setzt man GI1. (18) in Gl. (14) ein, so wird:

1 [b(VHsz) B ﬁHsl] —

12 or e
dies ist aber gleichbedeutend mit

(es,tot H)) =0 fiir z= 40 19)

Das bedeutet, dass das Feld Hs, das ja ohnehin in den bei-
den Halbrdumen z = 0 wirbelfrei ist, diese Eigenschaft auch
noch entlang der r, p-Ebene besitzt, solang man diese nicht
durchdringt. Fasst man sie also als Sperrfliche auf, so lisst
sich H; von einem skalaren Potential ableiten.

H; = — Higrad V
4 1 oV ol
grad V = e B + ex = '—6‘6 + es s (20)
wobei V" die Laplacesche Gleichung
2V 1 oV 1 o2V a2V
A= T T T e T e

erfullen muss.
Setzt man Gl. (18) in Gl. (5) ein, so wird:

008) 28 ] _

or cQ

(es, rot S) :% . [

271 d(r Ha) OHs2 | ¢ Hss
o }T[ or ap ]* A op (22)
z=+40

Da die Permeabilitdt tiberall im Raum konstant ist, folgt
aus GI. (6) auch die Quellenfreiheit fiir die magnetische Feld-

stirke
1 [ d(r Hs1)

. 0 Hga JH,
divHs = — - e
¥ ar

i r—a?—] —0 23

+

Unter Beriicksichtigung der Quellenfreiheit erhilt man aus
Gl. (22) die wesentlich einfachere Beziehung:

0Hsg  oxpo  0Hsy

: = fir z=+40
0z 2 e

(24)

Driickt man Gl. (24) iiber das skalare Potential V" aus, so
gilt:
24

2V oI
oz op

2 T 2 (25)

fir z— 40
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Fig.2
Sprungwirbel eines magnetischen Feldes
s Flachenstromdichte

711, ﬁz magnetische Feldstirken in den Medien 1 und 2
/1, Mo Permeabilitdt in den Medien 1 und 2
=5

nyo Flichennormale

Es ist von Vorteil, die Gl. (20), (21) und (25) zu normieren.
Zu diesem Zweck seien folgende dimensionslose Grossen ein-
gefiihrt
(26)

= Z4

WI”

% =ry und

und gesetzt

Vr,e,2) =w(rsy,0,2z4) A=R (27)

Nach Eintragen in die Gl. (20), (21) und (25) erhilt man
die zugeordneten normierten Gleichungen:

H; = — HR grad v

(28)
e V¥ 4 =B o
Rgrad w = e Ory + es = +es3 Fn
By el e U B 3 B
e = e ' re  Ory | rg® 092 + 0z42 0. 45
2y 5 P2y s o
A oy e 0. fiir =zx = +0 30)
wobei fiir
S (1)

gesetzt wurde.
Aus GI. (28) folgt dann fiir die Komponenten der Flichen-
stromung:

R . 4
ry 0
und (32)
e oy i -
Se = —2H ary fir z4 = 40

7. Die Losung der Potentialgleichung
unter Beriicksichtigung eines endlichen Luftspaltes

Zur Losung der Differentialgleichung (29) wird der Ansatz

v = F(ry) * G(zy) - elne (33)
beniitzt.
Nach Eintragen in Gl. (29) wird
1 ’ 1 _n G (z) _
PP @ F e F )] - Tt =0
oder (34)
1 " 0 15 L. I © o | DR
F(ry) [F (re) + Fy = (r*)] ry? i G (z4) T

Mit der Separationskonstanten —a? erhdlt man die beiden
Differentialgleichungen:
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F'(ra) + % F'(ra) + o — r’%] Byl =0 %)

G"(z4) —a2G(z4) =0 (36)

mit den Losungen
F(ry) = C1 ZaW (ary) + Ca Zn® (ary) (37
G (z) = Czevzs + Cpeozs (3%

In GI. (37) bedeuten Z,(1) und Z,(2) zwei linear unabhingige
Zylinderfunktionen.

Ordnet man im Abstand z = +J von der Scheibe Pole an,
so werden bei grosser Permeabilitit des Eisens die Polebenen
zu Aquipotentialflichen, das heisst, das magnetische Feld der
Wirbelstrome steht auf den Polebenen normal.

Die fiir z, = -+, verschwindenden partikuldren Losungen
lauten:
wp = [As Zu'V (ary) + By Zn®@) (ary)] sinh a (0 — z4) * €100

fir 0r< 2z = 0y

und 39)
wp = [A- ZaW) (ary) + B- Zn® (ary)] sinh a (0 + z4) - eite
fir 0>z, = — 08,

Aus der Symmetriebedingung des Feldes [siehe Gl. (17)]
folgt dann fiir die Integrationskonstanten:

Ay=—-A_=A und B,= —B_-=B (40)
Nach Einsetzen in Gl. (39) erhilt man schliesslich:

wp = [AZn®) (ary) + BZn® (ary)] sinh a (05 — zy) - €0,

0< Zy é 6*
und 41)
wp = — [AZn W (ary) + BZn® (ary)] sinh o (04 + z4) * elte,

0:>z4 2 =0k

Da Gl. (41) die Nebenbedingung von Gl. (30) erfiillen muss,
erhidlt man nach Eintragen in diese ein System von Bestim-
mungsgleichungen fiir die Separationskonstanten ax:

on sinh andy + jk2n coshandy =0 n=1,2,3,... (42)

8. Die Beriicksichtigung
der einseitigen achsialen Stromung
Wird die Unipolarmaschine belastet, so fliesst ihr in der
positiven Halbebene (z > 0) der Belastungsstrom I zu.
Die einseitige Einstromung (Fig. 3) lidsst sich durch zwei zur
Scheibe symmetrisch verlaufende Einstromungen von der

Stéarke é und durch einen achsialen Strom der Grosse % stets

ersetzen (Fig. 4).

.y
B
\ \
et e
Fig. 3
Einseitige achsiale Einstromung
I Gesamtstromung (Maschinenstrom)
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Fig. 4
Symmetrische Einstromung
I Gesamtstromung (Maschinenstrom)

Damit besteht fiir die achsiale Einstromung zur Scheibe in
den beiden Halbrdumen vollkommene Symmetrie, wie dies
auch GIl. (18) zum Ausdruck bringt.

Das Potential der symmetrischen Einstromung lautet somit:

Ko,z > 0
5 = ’ 43
i — Ko, z, <0 “3)
Hingegen ist das Potential des achsialen Stromes
wa = Ko 74 20 (44)

in beiden Halbriumen gleich und liefert zur radialen Fldchen-
stromung in der Scheibe keinen Beitrag.

Das Potential der einseitigen Einstromung erhélt man durch
Superposition der beiden Potentiale:

(2 Kp, 2z, >0
wE = ws +wa = Kg, z, =0
] 0, z, <0

(45)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (29) lautet
nun:

=2 Kp | [AZxD (anry) -+ BZn® (onry)] sinh an (05 — z4) -
. CJH'P 0 = Zy i ()ﬂ-
(46)

eing

— [AZaV) (anry) + BZn@ (ctnry)] sinh on (04 + z4) -
0> Zy ; - (5*

In GI. (46) bedeuten K, A und B Integrationskonstanten,
wobei die beiden letzteren komplex sind.

9. Die Losung des Randwertproblems

Am Rand der Scheibe muss die radiale Stromung mit Aus-
nahme der punktformigen Kontaktstelle iberall verschwinden.
An der Kontaktstelle hingegen muss die radiale Stromung un-
endlich gross werden. Es sei nun versucht, durch Summation
der partikuldren Losungen die Stromung den gegebenen Rand-
bedingungen anzupassen.

Das komplexe Potential lautet:

oo
w=2Kp+ Y, [AnZa® (anry) + BnZn® (onrs)]-
n=1
- sinh an (04 0 <z 04

— Z4) - €eine 47)

Die gesuchte Losung wird dann entweder durch den Real-
teil oder durch den Imaginirteil reprasentiert. Im folgenden
soll nur der Realteil betrachtet werden.

Die radiale Flichenstromung:

S, —2H—17Re{ 0 s 0 0)}_2H —[K +

op

oo
e[ Y i [AnZa) (@ary) + BaZa® (aury)] sinh 2 - e |
n=1
(48)
Die Integrationskonstante K kann aus der Gesamtstromung
bestimmt werden.

2n 27
I—RfSu* qp—ZHKRffl*d(p—élﬂf‘lKR
©=0 ©=0
(49)
— __I*
~ 4nHR

Am Rand der Scheibe lautet die radiale Flichenstromung:

S1(p) = 2H [ K+ Re [ Y, in[AnZul) @) + BaZo® (an)]-
n-1

- sinh andy - e-“‘?” (50)

Die punktformige Stromabnahme ldsst sich durch eine pe-
riodische Dirac-Funktion d2r (¢) darstellen.
Es gilt daher:

2H [K -+ Re | X in [AnZa) (@) + BaZa® (@]

n=1
- sinh andy [cos ng + jsin ne] ]] = )Iz Oz2r () (51)
mit
11w
b2 () =5+ — 21 cos np (52)
i

Wegen GI. (52) folgen dann aus Gl. (51) die Gleichungen:

Re ll_lf”l [AnZn(l) (an) - BnZn(Z) (an)] sinh ané* } = 24K
(53)
Re [[4nZn®) (an) + BuZa® (an)] sinh andy | = 0

Die beiden Gleichungen lassen sich in einer komplexen

Gleichung zusammenfassen
n [An Zn ((Xn) + BnZ,® (dn)] sinh oy (54. = — j 2K (54)

Die tangentiale Flichenstromung:

S; — —2HRe ?:—l//(r*,q),O) - _2HRe{
sk

2 sinh on 0, €17 a

n-

[An Zn™V) (anry) + Bn Zn®) (anry)] (55)

dry
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Aus der bekannten Relation fiir Zylinderfunktionen
Zh (D) = Zo1 (@) = Za ()

folgt schliesslich:

2K
nsinh otn 04

=191 ..
Z’3xM (an Roy) An + Z’2® (¢n Roy) Bn =0

ZaM (an) An + Za® (an) Bn = —j
(59)

Se= —2H - Re

DM

1

(An [rann-l(l’ (anrg) — ?’L Zn(l)(cxnr*)] +Bn [cann-l‘Z) (anry) — VLZn(Z) (an r*)]) -sinh ondy - einw} (56) l
* &

Eine weitere Randbedingung erhédlt man, wenn man be-
denkt, dass der innere Rand der Scheibe iiberall das gleiche
Potential besitzen muss. Es muss daher die tangentiale Fla-
chenstrémung am Innenrand der Scheibe tiberall verschwinden.

Setzt man fiir
Ro

. (57)

= Roy

so lautet die zweite Randbedingung:

df,l* [ZH(Z) (Otn F*)]r* =Rox = 0
(58)

Das gesuchte Gleichungssystem zur Bestimmung der Inte-
grationskonstanten:

@ (“H F*)]r* = Rox + Ba

Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems
Zu® (am)

Z'n® (an Roy)

Za® (Ofn)

= (60)
Z'2M) (otn Ros)

besitzt den Wert

D = Zy (Ofn) [Zn—i(z) (an RO*) = - Zn® (lxn RO*)] =

n
n RO*

) (@ Row) | 40

— Za® (o) [

(61)

Da D =+ 0 ist, hat das Gleichungssystem eine eindeutige

Losung, und man erhilt nach einer Zwischenrechnung fiir die
Integrationskonstanten:

2K

ani(z)(anO*) s

n
. (2)
an RO* Zn (an RO*)

Anz—j

n - sinh an 9 Zn(l)(ocn)[ani(z)(“ﬂR"*)_ . 73
n N0x%

2K

Zn—1 (Otn Ro*) — -

Zn(2) (anRO*)] _Zn(z)(dn)[Zn—l(l) (thR()*) —_ T;T Zn(l) (anRO*)]
n *

=123, .. (62)

A Za™ (tn Rog)
%

Bu=13- sinhomdy

Zy() (dn) [Zn—l(z) (OCnRO*) —

" Zn?) (an RO*)] — Zx® (o) [
#

Zy (an RO*)]

10. Die magnetischen und elektrischen Feldgrossen

Mz

Hg = —H-Re{

n=1

(An[oannﬂ‘” (anry) —rl AN (- r*)] + Bn [an Zn—1® (etnry) — VL Zn(2 (ornr*)]) sinh an (04 — z4) *€i0e
3 %

Hs = — H rl [ZK—i— Re Z]n [AnZn(l) (onts) + BnZn® (rxnr*)] sinhan (05 — zy) ° emp” (63)
Hsz3 = H-Re [Z ®n [An Zn(l) (“nr*) -+ BnZn(z) (zxnr*)] cosh an (5* e Z*) N ej“‘P}
n=1
E—ZHLK—PR 2 [4nZa® B, Z-(2) Hrads <l
S e 1_|n nZn (onry) + Ba Zn® (anry) ] sinh andy - eine
e
(64)
2H = n n . .
Eo=——+ RC{ Z (An [Othn—l(l)(Otnr*) —Tzn(l) (txnr*)] + Bn [anZn~1(2)(0¢nV*) = ?Zn(z) (Olnr*)]) sinhan dy - em“’}
n=1 %k %
Bull. SEV 64(1973)6, 17. Mirz (A 265) 367



Die induzierte Feldstiarke:

E —~[v,B]l—e uwRHry |1+ Re

n=1

11. Die Klemmenspannung

Die Berechnung der Klemmenspannung der Unipolar-
maschine erfolgt am einfachsten tiber das elektrische Potential.
Die elektrische Feldstirke E, in GI. (2) lisst sich von einem
skalaren Potential ableiten.

E,=E —E; = — ZVER-gradu —
- 2 H [e ’i}l] L & I (u] (66)
P OFy re 0

Nach Eintragen der Gleichungen (64) und (65) erhilt man
aus der Integrabilitiatsbedingung die gesuchte Potentialfunk-
tion.

u=—K-Inr, + k; r*2~Re{i

n=1

n

Die Maschinenspannung;

j (An I:anr* Zn*l(l)(txnr*) — Zy (allrsic):l -+ Bn [ ==

o0
Z %n [An Zn(l) (an }’*) + BnZn(Z) ((an’*)] cosh an (5% k e.ill'.p}:| (()5)

12. Zusammenfassung

Die Stromverteilung im Scheibenldufer einer Unipolar-
maschine bei punktformiger Kontaktstelle am Zylindermantel
kann nur unter der Einschriinkung, dass man die zylindrische
Scheibe durch eine Kreisfliche ersetzt, wobei man die elek-
trischen Eigenschaften der Scheibe auf dieses idealisierte Sy-
stem Ubertrigt, gelost werden. Ersetzt man die zylindrische
Scheibe durch cine Kreisfliche, so geht die raumliche Stromung
in eine flichenhafte Stromung, die rdumlichen Wirbel in Fli-
chenwirbel tiber. Fasst man die Kreisfliche als Sperrfliche auf,
so lisst sich das magnetische Feld der Flichenstromung von
einem skalaren Potential ableiten. Das Randwertproblem der
Kreisfliche kann durch Einfiihrung einer periodischen Dirac-

Unt

n = Zn*l(z) (anl'*) = Zn(z) (anr*)]) J

- sinh andy -ejn;v} (67)

Funktion gelost werden. Allgemeine Ausdriicke fiir die elek-

(Ro, ©) trischen und magnetischen Feldgrdssen, sowie fiir das elek-

U - f(Ea, il = 2H R [utl) — & (Ray)] (68) trische Potential und die Klemmenspannung der Maschine
R0 = werden angegeben.
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