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Stromverteilung und Induktionsvorgang im Scheibenläufer einer Unipolarmaschine
Von W. Haubitzer

1. Einleitung
Als um die Jahrhundertwende von den damaligen

Gleichstromzentralen immer höhere Leistungen gefordert wurden,
traten die Kommutierungsschwierigkeiten bei den
Gleichstrommaschinen immer stärker in Erscheinung.

Man versprach sich daher von der kollektorlosen
Gleichstrommaschine (Unipolarmaschine) grosse Erfolge.

Noeggerath baute im Jahre 1904 die erste Unipolarmaschine
grösserer Leistung (500 V und 300 kW). Danach wurde der
Bau von Unipolarmaschinen von mehreren Firmen aufgenommen.

Trotz intensiver Bemühungen blieb aber der Unipolarmaschine

ein durchschlagender Erfolg versagt.
Durch den Fortfall des Kollektors waren zwar die

Schwierigkeiten der Stromverwendung beseitigt, sie traten aber in

neuer Form als Kontaktschwierigkeiten zwischen Bürsten und
Schleifringen in Erscheinung.

Bald gelang es, die Kommutierung zu beherrschen, und
dadurch wurde die Unipolarmaschine als Energieerzeuger von
der Gleichstrommaschine und später vom Drehstromturbogenerator

verdrängt.
Erst in neuerer Zeit erlangte die Unipolarmaschine in der

Ausführung mit Scheibenläufer in Verbindung mit Flüssigkeitskontakten

als Niederspannungs-Hochstrommaschine zur Speisung

von Elektrolyseanlagen und Erzeugung hoher magnetischer

Gleichfelder eine gewisse Bedeutung. Im folgenden sei

die Berechnung der Stromverteilung und der magnetischen
Feldstärken im Scheibenläufer einer Unipolarmaschine bei un-
gleichmässiger Stromabnahme am Zylindermantel erläutert.

2. Übersicht

In dieser Arbeit sei der ungünstigste Fall der ungleichmäs-
sigen Stromabnahme durch eine punktförmige Kontaktstelle
behandelt.

Das vorliegende Randwertproblem ist in dieser allgemeinen
Form nicht lösbar. Bedenkt man aber, dass die Scheibenstärke
im Verhältnis zum Scheibenradius sehr klein ist, so lässt sich

für den Grenzfall einer unendlich dünnen Scheibe das

Randwertproblem exakt lösen.

3. Die Feldgleichungen

In einem homogenen zeitlich konstanten Magnetfeld rotiert
eine Scheibe mit der Dicke h und den Radien Ro und R. Zur
Beschreibung dieses Problems verwendet man zweckmässig
Zylinderkoordinaten. Die Richtung der positiven z-Achse des

zugeordneten Cartesischen Koordinatensystems falle hiebei mit
der positiven Zählrichtung der Induktion ßz zusammen. Fig. 1

zeigt die Darstellung in Zylinderkoordinaten mit den Einheitsvektoren

e\, ei, es in den Richtungen zunehmender r, <p, z und
die zugeordneten Cartesischen Koordinaten.

621.313.044.53

Das magnetische Gesamtfeld der Maschine setzt sich aus
dem konstanten Aussenfeid Bz und dem Fei dB» der Strömung
zusammen.

B Bz + Bs (1)

Ebenso lässt sich die resultierende elektrische Feldstärke E
in eine vom magnetischen Feld induzierte elektrische
Feldstärke Ei und in eine von der Ladungsverteilung herrührende
Feldstärke Ea zerlegen.

E Ei + En (2)

Die induzierte elektrische Feldstärke ist hiebei :

Ei [v, B] (3)

Nach dieser Zerlegung lauten die Maxwellschen Gleichungen:

rot Hs J (4)

rot En — 0 (5')

Fig. 1

Unipolarmascliine mit punktförmiger Stromabnahme

Bz Magnetische Induktion des Aussenfeldes
h Scheibendicke
<5 Maschinenluftspalt
R Aussenradius des Scheibenläufers
R0 Innenradius des Scheibenläufers
-> —>-

el> e2' e3 Einheitsvektoren im Zylinderkoordinatensystem
P Punkt im Zylinderkoordinatensystem
m Winkelgeschwindigkeit
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div-Bg 0

diy J 0

J yE

(6)

(7)

(8)

Wendet man die Rotation auf Gl. (2) an, so erhält man:

rot E
i l

öBsi
dip

S lim /;,/
h^o

x lim /; 7
h >0

*E

Rot H [rai2, (Ha - Hi)] S (12)

Gl. (4) geht also für den idealisierten Fall der Flächenströmung

in die Form über:

Rot [e3, (Ha (r, (p, 4 0) — Hs (r, ip, — 0))] S (13)

Da die Flächenströmung ebenfalls quellenfrei sein muss,
tritt an Stelle von Gl. (7) die Gleichung:

Erfolgt die Stromabnahme punktförmig am Umfang der

Kreisfläche, so besitzt die Flächenströmung S zwei Komponenten

in den Richtungen e\ und ea.

5» ei Si + ea 5a

1) S— Flächenstromdichte; x — Flächenleitfähigkeit.

(15)

Für das magnetische Feld der Flächenströmung

H ei Hs 1 + ea Hs2 + e3 Hs3 (16)

folgen bei symmetrischer Anordnung der Erregerpole die
Symmetriebedingungen :

(5)

Hsi (r, <p, - z) - Hsi (r, ip, + z)

77s2 (r, <p, - z) - /7-a (r, <p, + z)

77s3 (r, (p, - z) Iis.) (r, <p, + z)

(17)

Um das vorliegende Problem zu lösen, ersetze man die
zylindrische Scheibe durch eine Kreisfläche. Die räumliche
Strömung geht hiebei in eine Flächenströmung über.

4. Die Flächenströmung
Es seien nun die elektrischen Eigenschaften der Scheibe mit

der endlichen Dicke h auf das idealisierte System einer Kreisfläche

übertragen. Lässt man die Dicke der Scheibe gegen Null
gehen, so nähert sich die räumliche Strömung J dem Grenzfall
einer Flächenströmung S Q von endlicher Grösse.

Setzt man Gl. (15) und Gl. (16) unter Berücksichtigung
der Symmetriebedingungen in Gl. (13) ein, so lauten die

Komponenten der Flächenstromdichte :

und
Si — 2 Hsa (/', <p, + 0)

5a 2 Hsi (/', <p, +0)
(18)

6. Die Aufstellung der normierten Differentialgleichungeil
Setzt man Gl. (18) in Gl. (14) ein, so wird:

' (r/Ual SHbi

(9)

Ebenso nähert sich bei einem Grenzübergang die spezifische
Leitfähigkeit 7 der Scheibe dem Grenzfall der spezifischen
Leitfähigkeit einer Kreisfläche x.

dr Sip

dies ist aber gleichbedeutend mit

(e3, rot Hs) 0 für

0

z -j 0 (19)

(10)

Die auf die Kreisfläche übertragenen elektrischen
Eigenschaften sind der Strom bzw. der Widerstand der Scheibe. Das
Ohmsche Gesetz für das idealisierte System lautet :

Das bedeutet, dass das FeldH, das ja ohnehin in den beiden

Halbräumen z 0 wirbelfrei ist, diese Eigenschaft auch
noch entlang der r, ip-Ebene besitzt, solang man diese nicht
durchdringt. Fasst man sie also als Sperrfläche auf, so lässt
sich Hs von einem skalaren Potential ableiten.

Ul)

Hs — Ha grad V

a I- ' I 1 'àV < V
grad 1- - - ei — - + e2 — • — 1 e3 -7,er /• c'tp dz

wobei V die Laplacesche Gleichung

5. Das magnetische Feld der Flächenströniung
Beim Durchtritt des magnetischen Feldes durch den

Flächenstrom erfahren die Tangentialkomponenten der magnetischen

Feldstärke einen Sprung, der gleich der Normalkomponente

des Strombelages an dieser Stelle ist (Fig. 2).
Mathematisch lässt sich diese Beziehung über die Flächenrotation

ausdrücken.

AK-
02 V
0 r2

dV
dr

1 02 V
dtp'2

02 V
dz2

(20)

0 (21)

erfüllen muss.
Setzt man Gl. (18) in Gl. (5) ein, so wird:

8 Si
0 r 0 (p

](e3,rot S)=±-[d<rS*
2 I" 0 (r Hsi) 07/sal
/• [ dr dip \ O) x //o

8 Hs3

d<p

z + 0

(22)

Da die Permeabilität überall im Raum konstant ist, folgt
aus Gl. (6) auch die Quellenfreiheit für die magnetische Feld-
stärke

0 (/• Hsi) dHsi
r

rdHs31 _ 0
dz \divHs -H 8r dip

(23)

Unter Berücksichtigung der Quellenfreiheit erhält man aus
Gl. (22) die wesentlich einfachere Beziehung:

0 Hs\i
dz

COXßo dHsi
dtp

für 0 (24)

Drückt man Gl. (24) über das skalare Potential V aus, so

gilt:
02 V IOXJU0 02 V
dz2 2 dzdlp

für 0 (25)
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I HrH

nl2

f2 ©
XH, Ft

Fig. 2
Sprungwirbel eines magnetischen Feldes

—>

5' Flächenstromdichte

Ffj, Ffo magnetische Feldstärken in den Medien 1 und 2

Ml, ß2 Permeabilität in den Medien 1 und 2
—^

«12 Flächennormale

Es ist von Vorteil, die Gl. (20), (21) und (25) zu normieren.
Zu diesem Zweck seien folgende dimensionslose Grössen
eingeführt

~ r* und z* (26)

und gesetzt

K(r, y>, z) y/ (r*, (j>, z*) 2 F (27)

Nach Eintragen in die Gl. (20), (21) und (25) erhält man
die zugeordneten normierten Gleichungen :

JTs — HR grad y/

R grad y/ ei
ßy/

3r*
e2

dy/
ë(p

(28)

e3
oy/
3z*

F2 Ay/
ß2y/

8r*2

02y/

<29)
r* 3r*

ß2y/

&*2

0 für z* + 0

wobei für
Rmxßo k2

(30)

(31)

gesetzt wurde.
Aus Gl. (28) folgt dann für die Komponenten der

Flächenströmung:

1 öy/Si 2H
und

52 2H Biß

Br.,

Bq>

für z*

(32)

7. Die Lösung der Potentialgleichung
unter Berücksichtigung eines endlichen Luftspaltes

Zur Lösung der Differentialgleichung (29) wird der Ansatz

y/ F(r*) G (z*) • ejntP

benützt.
Nach Eintragen in Gl. (29) wird

F(rblrwtif'l+ n3 G" (z*)
t"*2 G(z*)

0

oder (34)

F(rß[',w+^ <'•>]-£n2
_ G" (z*)

G (z*)

Mit der Separationskonstanten — a2 erhält man die beiden
Differentialgleichungen :

F" G*) + F' (/•*) + [a2 - -^1 F(r.) 0 (35)
' * L r * J

G" (z*) - a2 G (z*) 0 (36)

mit den Lösungen

FG*) Ci Zn<0 (ar*) + C2 Zn<2) (ar*) (37)

G (z*) C3 eaz* + C4 e-«z» (38)

In Gl. (37) bedeuten Zu'1) und Zn(2) zwei linear unabhängige
Zyl inderfunkt ionen.

Ordnet man im Abstand z ±<5 von der Scheibe Pole an,
so werden bei grosser Permeabilität des Eisens die Polebenen

zu Äquipotentialflächen, das heisst, das magnetische Feld der
Wirbelströme steht auf den Polebenen normal.

Die für z* ±<5* verschwindenden partikulären Lösungen
lauten :

y/p [A+ Zn(1) (ar*) + B+ Zn(2) (ar*)] sinh a (<5* - z*) • ein<p

für 0 < z* gl <5*

und (39)

y/p [A Zn(1> (ar*) + B- Zn(2) («/«)] sinh a (<5* + z*) • eln<P

für 0 > z* ^ - d*
*

Aus der Symmetriebedingung des Feldes [siehe Gl. (17)]
folgt dann für die Integrationskonstanten:

A+ —A- A und B+ - B- B (40)

Nach Einsetzen in Gl. (39) erhält man schliesslich:

y/p [AZn(1> (a/•*) + FZn(2) (ar*)] sinh a (<5* — z*) •

0 < z* gl <5*

und (41)

V/p - [AZn(1> (ar*) + BZn(2) (ar*)] sinh a (<5* + z*) • ei"<p,

0 > z* - <5*

Da Gl. (41) die Nebenbedingung von Gl. (30) erfüllen muss,
erhält man nach Eintragen in diese ein System von
Bestimmungsgleichungen für die Separationskonstanten an:

an sinh an<5* + jk2n cosh an<5* =0 n 1, 2, 3, (42)

8. Die Berücksichtigung
der einseitigen achsialen Strömung

Wird die Unipolarmaschine belastet, so fliesst ihr in der

positiven Halbebene (z > 0) der Belastungsstrom I zu.
Die einseitige Einströmung (Fig. 3) lässt sich durch zwei zur

Scheibe symmetrisch verlaufende Einströmungen von der

Stärke ~ und durch einen achsialen Strom der Grösse ^ stets

(33) ersetzen (Fig. 4).

Fig. 3

Einseitige achsiale Einströmung

I Gesamtströmung (Maschinenstrom)
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I'2

,1
2

1
2

Ve Vs + Va

2 Kip, z* > 0

Ktp, z* 0

0, z* < 0

(45)

2K<P+ £ jVfnZn*1) (an/**) + fi„Zn<2> («n/"*)]
n =1

sinh an (<5* — z*) • ejncP 0 < z* SÏ <5* (47)

Fig. 4
Symmetrische Einströmung

/ Gesamtströmung (Maschinenstrom)

Damit besteht für die achsiale Einströmung zur Scheibe in
den beiden Halbräumen vollkommene Symmetrie, wie dies

auch Gl. (18) zum Ausdruck bringt.

Die gesuchte Lösung wird dann entweder durch den Realteil

oder durch den Imaginärteil repräsentiert. Im folgenden
soll nur der Realteil betrachtet werden.

Die radiale Flächenströmung :

OO

f Re{^ jn [/b,Zn(1) (anr*) + ßnZn(2) (an/'*)] sinh and* -e'n<pjj

(48)
n=l

Die Integrationskonstante K kann aus der Gesamtströmung
bestimmt werden.

Das Potential der symmetrischen Einströmung lautet somit :

\K<p, z* > 0
Vs - (43)

1 — K<p, z* < 0

Hingegen ist das Potential des achsialen Stromes

Va Kip z* | 0 (44)

in beiden Halbräumen gleich und liefert zur radialen
Flächenströmung in der Scheibe keinen Beitrag.

Das Potential der einseitigen Einströmung erhält man durch
Superposition der beiden Potentiale:

/ R

2tz

2 HKR
cp= 0

/

JSw* dtp 2 HKRJ ^ ;•* dip 4n HKR

(49)

K

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (29) lautet
nun:

V 2 Ktp + [/fZn(1) (anr*) + ßZn(2) (an/"*)] sinh an (<5* - z*) •

• e'"? 0 < z* L <5*

(46)

V - [AZna> (anr*) + ßZn(2) (anr*)] sinh an (ô* + z*) • e'1"-?

0 > z* L; — (5*

In Gl. (46) bedeuten K, A und ß Integrationskonstanten,
wobei die beiden letzteren komplex sind.

9. Die Lösung des Randwertproblems

Am Rand der Scheibe muss die radiale Strömung mit
Ausnahme der punktförmigen Kontaktstelle überall verschwinden.
An der Kontaktstelle hingegen muss die radiale Strömung
unendlich gross werden. Es sei nun versucht, durch Summation
der partikulären Lösungen die Strömung den gegebenen

Randbedingungen anzupassen.
Das komplexe Potential lautet:

in HR

Am Rand der Scheibe lautet die radiale Flächenströmung:

OO

Si {tp) 2 H [ K + Re { £ j» [Z„Z„P> (<xn) + ßnZn<2> (a„)] •

n 1

• sinh an<5* • ein<pJJ (50)

Die punktförmige Stromabnahme lässt sich durch eine
periodische Dirac-Funktion S->K (<p) darstellen.

Es gilt daher:

2 H [k + Re { £ j« [Z„Z„d> (a„) 4- ß„Zn<2> («„)] •

n ^ 1

• sinh an<5* [cos nip + j sin nip]}] ôzn (<p)

mit

(San (<p)
1

+ A
2n Tz

cos mp

(51)

(52)
n 1

Wegen Gl. (52) folgen dann aus Gl. (51) die Gleichungen:

Re (jn [AnZn(1> (a„) + ßnZn,2) (an)] sinh an<5*} 2 K

Re [ [ZnZn(1> (an) + ßnZn(2) (a„)] sinh an<5* } 0
(53)

Die beiden Gleichungen lassen sich in einer komplexen
Gleichung zusammenfassen

n [AnZna> (an) + ßnZn(2) (an)] sinh and* — j 2 K (54)

Die tangentiale Flächenströmung:

S2 - 2 H Re 3— v ('"*, <P, 0)
\ vt sk

'

°° d 1

— 2 H Re ^ sinh an<5* ein<p [AnZna) (anr*) + ßn Zn,2) (an/"*)]j
l 11 1

(55)

366 (A 264) Bull. ASE 64(1973)6, 17 mars



Aus der bekannten Relation für Zylinderfunktionen _ m _ D 2K
(an) + Zn< > (an) -J nsinhan^'

Z'n (z) Zn-1 (z) -jZn(z) n 1, 2, 3,... (59)

folgt schliesslich: Z'n(1) (an Ro*) Zn + ZV2) (an Ro*) Rn 0

Sz= -2H-Re £ /Zn[anZn-i<i>(ani*) —" Z„<i>(a„r*)]+Bn[a„Zn-i<2>(a„r*) --^-Zn<2>(anr*)])-sinha„<5* -e^ (56)
l n l /

Eine weitere Randbedingung erhält man, wenn man be- Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

denkt, dass der innere Rand der Scheibe überall das gleiche
Potential besitzen muss. Es muss daher die tangentiale Flä- p _
chenströmung am Innenrand der Scheibe überall verschwinden.

Setzt man für
besitzt den Wert

Zn*1' (an) Z„<2> (an)

Z'nPKanRo*) Z'n<2) (anRo*)
(60)

R Ro* (57)

D Zn(1> (an) |zn-i<2> (anRo*) • Z„(2) (a„R0*)l
L ofn. Jto* Jso lautet die zweite Randbedingung: L anRo*

a ^ ry mr \i i d ^ ry<2)r m — o — Zn(2)(an) [zn-l(1) (anÄ0(.) "D—Zna,(anRo*)] +0Zn~T—[Zn' ' (an'"*)]r* Ro* ~r-Sn^r;—[Zn* ' (anr*)]r* Ro*— 0 L anRo* idr^ dr ^ (61)

Da D 4= 0 ist, hat das Gleichungssystem eine eindeutige
Das gesuchte Gleichungssystem zur Bestimmung der Inte- Lösung, und man erhält nach einer Zwischenrechnung für die

grationskonstanten : Integrationskonstanten :

z4n — j
Zn~i<2>(anRo*) - - " • Zn<2> (a„R0*)2 K _

v^" an Ro*
«•sinhan<S* ^ 1n<1'(an)[Zn-i(2»(anRoH;) " -Zn<2>(anRo*)l -Zn<2>(an)[Zn-E1' (anRo*) - - " Zn^KanRo*)!

L OfnzvOHs J L Ofn xvO^s J

« 1,2,3,... (62)

^ iy Zn — 1^ (0Cn ^0*) d ZiS^ (öCn

D • ZA OCn-fvO*
ön J

n • sinhantS* ~V1» (an) [Zn-1<2> (anRo*) ~~0^^z^2) («"«»«)] - Zn<2» (an) [z„-i<« (anRo*) - («*>»)]

10. Die magnetischen und elektrischen Feldgrössen

Hsi — H Re! ^ (Zn[anZn-i(1)(anrSl) —^-Zn(1) (an/**)j -fRn^anZn-i'2* (anr*) — -^-Zn(2> (anr*)j j sinh an(<5* — z*)
' 11=1

2K+ Re jn [ZnZn(1) (an»*) + RnZn(2) (anr*)] sinhan((5* — z*) ' eincp]

OO

Hsz — H Re { ^ an [ZnZn(1> (anr*) + RnZn(2) (anr*)] coshan((5* — z*) • eJntp|

eincpj

(63)

n 1

Ei
2 H 1

K + Re £jn[Z„Z„<i>(«„r,.) + RnZn(2> (anr*)] sinhan<5*
n=l

(64)

Ez — " Re ^ |zn üanZn-i(1)(anr^) — -^-Zn(1) (anr*)j + Rn ^anZn-i<2)(ani**) — y*-Zn<2) (anr*)J j sinhan<5* • eintP}

Bull. SEV 64(1973)6, 17. März (A 265) 367



Die induzierte Feldstärke:

Ei — [v, B] e\ /Ja o) R H i 1 + Re ^an[^nZn(1)(«nr*) + BnZn<2) (anr*)] coshan<5* • ej"--f

11. Die Klemmenspannung
Die Berechnung der Klemmenspannung der Unipolarmaschine

erfolgt am einfachsten über das elektrische Potential.
Die elektrische Feldstärke Ea in Gl. (2) lässt sich von einem
skalaren Potential ableiten.

E, =E-Ei 2 H
R grad u

2H
X

ei
du
dr*

1 du 1

dtp \ (66)

Nach Eintragen der Gleichungen (64) und (65) erhält man
aus der Integrabilitätsbedingung die gesuchte Potentialfunktion.

12. Zusammenfassung

Die Stromverteilung im Scheibenläufer einer Unipolarmaschine

bei punktförmiger Kontaktstelle am Zylindermantel
kann nur unter der Einschränkung, dass man die zylindrische
Scheibe durch eine Kreisfläche ersetzt, wobei man die
elektrischen Eigenschaften der Scheibe auf dieses idealisierte
System überträgt, gelöst werden. Ersetzt man die zylindrische
Scheibe durch eine Kreisfläche, so geht die räumliche Strömung
in eine flächenhafte Strömung, die räumlichen Wirbel in
Flächenwirbel über. Fasst man die Kreisfläche als Sperrfläche auf,
so lässt sich das magnetische Feld der Flächenströmung von
einem skalaren Potential ableiten. Das Randwertproblem der

Kreisfläche kann durch Einführung einer periodischen Dirac-

k2
a — — K In r* + y- r* 2 — Re |

OU

^ j \An "(an/*) — Zna) (anr*)J + Bn j^^Zn-d2' (anr*) — Zn<2) (anr*)j j •

• sinh an<5* • eJn'-? (67)

\ n l

Die Maschinenspannung; Funktion gelöst werden. Allgemeine Ausdrücke für die elek-

(r0, cp) trischen und magnetischen Feldgrössen, sowie für das elek-

U f (2^ ds) —^ R [«(1) —h (/?»>)] (68) frische Potential und die Klemmenspannung der Maschine

(|^0) x werden angegeben.
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