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Das Coulombsche Gesetz des Magnetismus fiir ferromagnetische Umgebung ')
Von W. Herzog

Behandelt werden zwei Ersatzbilder des Magneten. Das Gesetz von
Coulomb wird auf die Konstanten der Magnete zuriickgefiihrt und fiir
eine Umgebung aus ferromagnetischem Material abgeleitet. Hierbei
ist die Kraft mit der relativen Permeabilitit des zwischen den Polen
liegenden Materials zu vervielfachen.

1. Zum Problem
Die iibliche Darstellung des Coulombschen Gesetzes ist
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wobei p1 und p2 die Polstidrken, r den Abstand der Pole und F
die Kraft bedeuten. Mit dem Proportionalititsfaktor 1 wird
durch diese Gleichung das elektromagnetische Mafsystem ein-
gefithrt. In anderen Darstellungen ist p die magnetische
«Menge». Schliesslich findet man noch eine Beziehung, in der
Polstirke und Fluss proportional sind oder je nach Mass-
system sogar gleich. Als Hauptschwierigkeit wird die Bestim-
mung von r bezeichnet, weil der Magnetismus nicht punktfor-
mig in den Polen konzentriert sei. Dazu wird gesagt, dass es
magnetische « Mengen» nicht gibt.

Die Definition einer punktformig konzentrierten Polstédrke
aus dem mit Eisenfeilspinen erzeugten Flussbild ist wenig
uberzeugend, zumal auch noch der Abstand r daraus zu be-
stimmen ist. .

Nach einer kiirzlichen Darstellung [1]2) sind zwar die Enden
eines Magneten nach wie vor der Austritt der magnetischen
Kraftwirkung des Flusses, sie sind aber nicht der Ort der Kraft,
genau so wenig, wie ein Wasser liefernder Hahn die Quelle dar-
stellt oder etwas iiber dieselbe aussagt. Im Gegenteil, die Ma-
gnetenden verstreuen die Kraft eines Magneten wie ein nach
allen Seiten spritzender Wasserhahn und tduschen so einen
Kraftort vor.

Wie bereits dargestellt [1], 1dsst sich dieses Streubild durch
eine geeignet gewickelte Spule erreichen, genauer durch eine
schlecht gewickelte Spule. Aus diesem Grund zeigt eine nor-
mal - dicht an dicht — gewickelte Spule weniger Streuung, und
eine punktférmige Polbildung ist noch weniger zu erkennen.

Der bereits von Ampére durchgefiihrte Vergleich des Ma-
gneten mit einer stromdurchflossenen Spule wird durch das
Streubild der entsprechend gewickelten Spule erhirtet. Ein
brauchbares Ersatzbild muss sich daher auf diesen Grundlagen
aufbauen.

2. Das Ersatzbild eines Magneten

Eine Anordnung oder ein Gebilde, das eine Kraft zu liefern
imstande ist, benotigt dazu eine Quelle. Eine solche besitzt eine
konstante Grosse, die ihr den Namen gibt. Wird die Quelle
nicht benutzt, so ist ausser dieser Grosse keine weitere erfor-
derlich. Bringt man in die Néhe einer Quelle ein sie berithren-

) Mitteilung des Institutes fiir Elektrotechnik der Universitit

Mainz.
2) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.
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Deux images équivalentes de I’aimant sont traitées. La loi de Cou-
lomb est ramenée aux constantes de I’aimant et déduite pour une am-
biance en matiére ferromagnétique. Ce faisant, la force doit étre multi-
pliée par le facteur de perméabilité de la matiére se trouvant entre les
poles.

des Ereignis, so wird die Quelle aktiv. Bringt man zum Beispiel
in die Néhe eines Magneten — einer magnetischen Quelle — ein
Stiick Eisen oder einen zweiten Magneten, so entsteht die von
Coulomb festgestellte Kraftwirkung, und zwar durch den leeren
Raum und durch die Luft. Auch Eisenfeilspine werden durch
die wirkende Kraft ausgerichtet. Eine solche Einwirkung ohne
Beriihrung verdeutlicht man, indem man sich einen von der
Quelle ausgehenden Fluss vorstellt. Man kann an Flusslinien-
bildern zeigen, dass das in die Umgebung des Magneten ge-
brachte Stiick Eisen den Fluss auf sich zieht und sogar selbst
zum Magneten wird. Damit ist der Fluss durch das Eisenstiick
verdndert.

Der Fluss eines Magneten ist von seiner Umgebung ab-
hingig.

Die Anziehung der Flusslinien durch das Stiick Eisen lésst
sich dadurch erkliren, dass dasselbe dem Fluss einen geringe-
ren Widerstand bietet als die Luft. Aus dem gleichen Grund
findet der an Quelle und Verbraucher geerdete elektrische
Strom den Weg durch das gut leitende Grundwasser, falls der
niher liegende Weg einen hoheren Widerstand aufweist.
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Fig. 1

Ersatzbild eines Magneten
Magnetgrosse
Fluss
Innenwiderstand
Aussenwiderstand

. innerer Verlust der

Magnetgrosse

., dusserer Verlust
(Verbrauch) der
Magnetgrosse

Bei einer Spule ist die konstante Grosse — die Quellgrosse —
durch den Strom 7 und die Anzahl der Windungen N also
durch das Produkt NI gegeben. Eine dhnliche Moglichkeit bie-
ten die Ampeéreschen Molekularstrome, deren Summe eine ent-
sprechende Grosse darstellt.

Um nicht einen neuen Namen zu geben, sei die Quellgrosse
eines Magneten als Magnetgrosse bezeichnet, als Dimension
empfiehlt sich das Ampere.

Fig. 1 zeigt das so gewonnene Ersatzbild eines Magneten.
Die Magnetgrosse M liefert einen Fluss @ an die Umgebung.

Der Fluss findet im Magneten selbst einen Widerstand R; vor

(entsprechend dem inneren Widerstand einer Spannungsquelle)
und einen Widerstand R, in der Umgebung. Die dazugehorige
Gleichung lautet:
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M =& (R + R) = Mi + M, 2

M hat eine Richtung, es geniigt — auch bei den anderen
gerichteten Grossen — sich auf den Betrag zu beschranken. M
kann man als inneren Verlust der Magnetgrosse bezeichnen,
M, ist der Verbrauch oder der Aussenverlust. Beide Grossen
sind nicht konstant.

Aus GI. (2) entnimmt man

d R = M;
¢ Ra w— Ma (3)
so dass man drei Beziehungen fiir den Fluss bekommt:
& — M _ M M @)

Ri+R. R Ra

Fir die Widerstinde Ri und R, erhdlt man in bekannter
Weise (nach Hopkinson):

lmi lma
Ry =—2 _ B s e 5
Uri floAi 7 wrapo Aa )
Hierbei ist /mi die Linge des Magneten — die allerdings nur
fiir den aus den Enden desselben austretenden Hauptfluss gilt
(s. Fig. 6) —, A; der Querschnitt des Magneten und ur; seine
relative Permeabilitdt. Im SI-System gilt:

o = 4n - 1077 VsA-1 m1 (6)

Fiir den Widerstand R, entspricht /ma einem mittleren Weg
aus den verschieden langen Flusslinien im Aussenraum und A,
einer resultierenden mittleren Fliche aus dem Querschnitt des
gesamten Flusses. Beide Grossen lassen sich ndherungsweise
aus dem Flussbild bestimmen. Meistens interessiert nur das
Verhéltnis /ma/Aa, das sich nach GI. (2) durch Flussmessungen
bestimmen lidsst. Im Falle des Vakuums ist gra = 1, in Luft
Ura =1 4+ 0,37 - 10-6,

Entsprechend der Leistung bei einem Stromkreis lésst sich
eine Grosse P aus dem Produkt Magnetgrosse mal Fluss bilden

P=M® (7
Gleicherweise ist
Pi=M;D
Py = My @ ®
Py Py =P
und mit den GlIn. (3):
P = ]‘122 = ¢ R
M )
P, = e D2 R,

3. Das duale Ersatzbild

Fig. 2 zeigt das in der Form duale Ersatzbild, das einer dem
Strom I gleichen oder proportionalen Magnetgrosse besser
gerecht wird, da die Quellgrdsse eine Stromquelle ist. Sinnvoll
muss aber hier gesetzt werden

M = Ik
R = G (10)
a = Ga

Bull. SEV 64(1973)1, 6. Januar

wobei die G-Werte Leitwerte pro Zeit sind. Jetzt tritt an die
Stelle von GI. (2):

Ik = @ (Gi + Ga) (11)

Diese Formulierung sei im folgenden nicht weiter benutzt,
um den Anschluss an bekannte Formeln nicht zu verlieren.

[}
e
Ik
Gl Ga
Fig.?2
Duales Ersatzbild
Iy Magnetgrosse
Gj, G, Innen- und
Aussenleitwert

4, Das Coulombsche Gesetz
Bringt man einen zweiten Magneten (Fig. 3) in die Umge-
bung eines Magneten, und zwar derart, dass nur zwei Enden
aufeinander einwirken, so entsteht die von Coulomb beschrie-
bene Kraftwirkung. Die Fliisse @ und &’ stellen die Verbin-
dung zwischen den beiden Magneten her.
In der bekannten Form lautet die Beziehung fiir die Kraft F:

By’
Ho

F=m

(12)

wobei m die magnetische «Menge» des einen Magneten und By’
die Flussdichte des anderen ist. Die magnetische Menge sei
durch den Fluss @ ersetzt. Fiir die Induktion By’ gilt:

B =2, 13)
so dass aus Gl. (12) wird:
DD
F=—"
oAy 14)

Entsprechend wird die Kraft am Ende des anderen Ma-

neten
Fr— b D

oA, (13

Sind die Fliachen 4, und A4’ verschieden (Fig. 4) und wiirde
man geradlinigen Flussverlauf annehmen, so wiirden an den
beiden Enden verschiedene Fliisse, nicht nur wegen der ver-
schiedenen Magnetkonstanten, sondern auch wegen der Ab-
strahlungsflichen entstehen. Wie schon erwihnt, sucht der
Fluss den leichtesten Weg, er fiillt also den gesamten Raum
zwischen den Fldchen aus. Damit stehen die Krifte nicht mehr
senkrecht auf den Flichen, und die Ausgangsgleichung (12) ist
nicht mehr ausreichend. Auch fiir die Widerstinde miisste ein

E E:
M M, R M, M’
A, A
o e
—

i lmx
Fig. 3
Zwei Magnete (M und M’) im Abstand Inz
R, Widerstand des Zwischenteils
F, F’ Krifte der Magnete
A,, A, Endflichen des Magneten
M,, M,” Verlust der Magnetgrossen lings I,
@, @' Fliisse der Magnete
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Fig. 4

Flussaufteilung bei verschiedenen Querschnitten der Magnete

Bezeichnungen siehe Fig. 3

Mittelwert eingesetzt werden. Die Betrachtung sei daher auf
gleiche Flidchen beschrinkt:

A = A, (16)
Die Anwendung von Gl. (3) ergibt:
o MM, M, M
F=F = 1o Az R, =gz 13 an

Um A: zu beseitigen, konnte man anstelle der Magnet-
grosse eine andere Grosse wihlen, die noch eine Linge ent-
halt.

Es erscheint sinnvoll, die Kraft F auf die Fliche 4, zu
normieren, also den Druck anzugeben

F M. My’

a4, Mo (18)

iz

In der bisherigen Darstellung wurde ein homogener in eine
Richtung gehender Fluss zwischen den Magneten angenom-
men wie er etwa durch Fig. 5 (abgesehen vom Streufeld) reali-
siert ist. Coulomb hingegen ging von punktférmigen Magnet-
polen aus, die nach allen Seiten gleich abstrahlen. Der Fluss
verteilt sich jetzt auf eine Kugelfliche A4,’, die im Abstand /mz

den Wert hat:

A, = 4nilg, 19)

In GI. (14) eingesetzt, erhdlt man die bekannte Coulomb-

sche Form:
D P’

= 4””0 ll%z

(20)

Auf die Gl. (18) entsprechende Umwandlung muss ver-
zichtet werden, da die Fliche A4, nur als Grenzwert eingesetzt
werden konnte. Ebenso ist ein Widerstand zwischen Punkten
nicht definierbar, er wiare unendlich. Hervorzuheben ist, dass
bei beiden Darstellungen der Abstand /m. quadratisch im Nen-
ner eingeht. Der Unterschied in der Beschaffenheit des Flus-
ses — mehr oder weniger homogen — lisst sich durch eine Kon-
stante wiedergeben.

5. Ferromagnetisches Material in der Umgebung
eines Magneten
Fur Luft (Vakuum) im Aussenraum eines Magneten gilt
Gl. (2), deren vom Aussenraum abhédngige Gréssen den Index 0
erhalten:
M = @y (R + Rao) (21)
Fiillt man die Umgebung mit ferromagnetischem Material
auf — z. B. mit Eisenfeilspinen der relativen Permeabilitdt ura —,
so erhilt man, entsprechend Gl. (21):

M = &y (Ri + Ruy) (22)

30 (A 30)

Aus den Gln. (21) und (22) bildet man:

ﬂ o RaO (1 + Ri/RaO)

¢0 B Rau (1 + Ri/.Rau) (23)
Fiir die Widerstinde gilt:
Ima
Rao =
a0 IIOAa,
Ima
By =08
= Mra Ko A, (24)
Rao =
Rau = HUra

(Mit der Annahme, dass sich /ma und Aa bei verschiedenem,
jedoch homogenem Material nicht dndern.)

Falls Ri vernachldssigbar klein gegen Ray, ist, ergibt sich
aus den Gln. (23) und (24) die Ndherungsgleichung:

Dy = pra Do (25)

Bei Material hoherer Permeabilitdt in der Umgebung eines
Magneten erhoht sich — nahezu proportional der relativen
Permeabilitiatskonstanten — der Fluss.

6. Das Coulombsche Gesetz bei
ferromagnetischer Umgebung

Bei ferromagnetischer Umgebung dndert sich By’ in
B, = pra Bo’ (26)

so dass mit den Fliissen &, und &, Gl. (14) (4.'= A4;) sich
andert in:

TR
FH o Hra HO Az (27)
Fiir den Zwischenraum (ura = prz) in Fig. 3 gilt
Mz = dsu Ra,u MZ’ = (pu, Ra,u, (28)
und man erhilt .
Fu = M M, = HUrz HO Az ~]‘%2]W—z (29)
mz

HUrz ;0 Razu Az7

und schliesslich

Fig. 5
Anniithernd homogener Fluss zwischen zwei Magneten
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Fig. 6
Aufteilung des Magnetflusses in Hauptfluss q5h und Streufluss ¢s

Der Vergleich der Gln. (30) und (18) zeigt

Fu = Urz F (31)

Befindet sich im Zwischenraum zwischen zwei Magneten
ein ferromagnetisches Material der relativen Permeabilitdt sz,
so vervielfacht sich die Kraft mit ur.. Auch hier ldsst sich fiir
punktformige Magnetpole die Gl. (19) auf Gl. (27) anwenden.
Man erhilt unter Hinzuziehung von GI. (25):

dsu @u/ - MUra ¢0 @0/

) =
b 4 Hra HO lxznz 4 Tuo 11211z

(32)

und mit Gl. (20) ebenfalls die Beziechung (31).

Als Versuch wurde der Fluss eines Magneten mit der Um-
gebung Luft und dann mit Eisenfeilspidnen als Umgebung ge-
messen. Mit Luft ergab sich der Fluss @9 = 92 Skalenteile,
umgeben mit Eisenfeilspinen der Fluss @, = 113 Skalenteile,
der sich nach Erschiittern derselben durch Klopfen auf 115,5
Skalenteile erhohte.

Als weiterer Versuch wurde ein Magnet mit einem zweiten
Magneten, der als Waagebalken einer Coulombschen Waage
beniitzt wurde, austariert. Fiillt man in den [Zwischenraum
zwischen den Magnetenden Eisenfeilspine, so wurde die Kraft
erhoht, gleichgiiltig, ob gleiche oder ungleiche Magnetpole in
Verbindung traten.

Die Formeln (30) und (31) gelten nicht fiir teilweise Aus-
fiilllung. Hierfiir miissten neue Formeln fiir inhomogenes Ma-
terial zwischen den Magnetenden aufgestellt werden. Nach
einer friiheren Betrachtung [1], bildet jedoch ein eingebrachtes
Stiick mit dem anliegenden Magneten einen neuen Magneten
mit einer erhohten Magnetgrosse. Auf jeden Fall wird die Kraft
erhoht, es sei denn, man bringt einen Magneten entgegen-
gesetzter Flussrichtung ein.

Ein Nachteil der Coulombschen Formel und damit der
Gln. (18) und (30) besteht in der Ermittlung der Grosse /mz.
Dieselbe ist der Abstand zwischen den Polen. In Fig. 3 wurde

Bull. SEV 64(1973)1, 6. Januar

sie etwas grosser als der Abstand der Magnetenden eingezeich-
net. Es ist zu beriicksichtigen, dass wegen der Streuung /mi et-
was kleiner als die Magnetlinge ist, entsprechend muss man
fiir Im, etwas zugeben, was sicherlich richtigist, denn fiir /m, =0
miisste die Kraft nach den Gln. (18) und (30) unendlich gross
werden. Nach den Fig. 1 und 12 des Aufsatzes [1] besteht keine
Chance zur Ermittlung von Polen. Es sei daher

Iz = ra + 1o (33)

wobei ra der Abstand der Magnete und ro der nicht zu bestim-

mende Abstand der Orte der Polstirken von den Magnetenden

ist. Fir ra = 0 erhélt man die maximal mogliche Kraft Fp,.
Es ist nach den GlIn. (18) und (33) fiir ro = 0

Fm M, M,
A, " Hrnko— 5 34

und im Vergleich mit Gl. (18) ergibt sich:

F ro2

Fo ~ GoFrof 35

Aus GI. (35) lasst sich ro berechnen.

Der Gedanke an einen konzentrierten Pol einer Menge wird
vollig abwegig, wenn man die im Eisenfeilspinebild eines Ma-
gneten zu sehenden Richtungen, weder als von einem Pol kom-
mend noch als zu einem solchen hinfiihrend betrachtet, sondern
aufteilt in einen Hauptfluss @ und einen Streufluss &g, der
durch schiefes Auftreffen auf der Grenzfliche Magnet-Luft
durch Brechung an derselben entsteht [1].

Fig. 6 zeigt eine Skizze einer solchen Aufteilung. Es ist

D = Py + Dg (36)

und mit G1. (2)

M = @n (Rin + Ran) + @s (Ris + Ras) (37

wobei Ris kleiner als Rin ist. Auch wenn man dem Hauptfluss
einen grosseren Querschnitt zubilligt, diirfte Ran grosser als
Ras sein. Die kleineren Widerstinde beim Streufluss sind vor-
teilhaft, denn da das Produkt aus dem Streufluss und den
Widerstinden die Magnetgrdsse verringert, so ist die Ver-
schlechterung geringer, als sie der Fluss allein vortduscht. Mes-
sungen ergaben @, = 11 und @5 = 58 Skalenteile [1].

Der Autor dankt Dr. Bodenberger fiir die Versuche.
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