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BULLETIN

DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS

Gemeinsames Publikationsorgan des Schweizerischen Elektrotechnischen Vereins (SEV)
und des Verbandes Schweizerischer Elektrizitdtswerke (VSE)

Direkte Herleitung von zwei charakteristischen Gleichungen
der Gleichstrommaschinen aus der Feldtheorie
Von B. B. Palit

Zwei charakteristische Gleichungen der Gleichstrommaschinen,
néimlich die induzierte Spannung und das elektromagnetisch entwickelte
Drehmoment im Anker, werden in dieser Arbeit direkt aus einer der
Maxwellschen Hauptgleichungen beziehungsweise der Lorentzschen
Kraftgleichung hergeleitet.

1. Einleitung

In den meisten Lehrbiichern iiber elektrische Maschinen
bezichen sich die Erkldrungen tiber die elektromagnetischen
Wechselwirkungen in elektrischen Maschinen kaum auf die
Grundlagen der Feldtheorie. Infolgedessen kommt es vor, dass
man den Zusammenhang zwischen den Grundgleichungen der
Feldtheorie und den charakteristischen Gleichungen der elek-
trischen Maschinen nicht kennt. Um die charakteristischen
Gleichungen der elektrischen Maschinen aus den allgemein-
giiltigen Feldgleichungen herzuleiten, miissen die letzteren zu
diesem Zweck den elektromagnetischen Verhéltnissen der
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Deux équations caractéristiques des machines a courant con-
tinu, celle de la tension induite et celle du couple développé
¢électromagnétiquement dans linduit, sont déduites par l'auteur
directement de l'une des équations principales de Maxwell et de
Péquation des forces de Lorenz, respectivement.

elektrischen Maschinen angepasst werden. Es wird in dieser
Arbeit versucht, zwei einfachste aber wichtigste Gleichungen
der Gleichstrommaschinen, nimlich die induzierte Spannung
und das elektromagnetisch erzeugte Drehmoment, aus der
Maxwellschen bzw. der Lorentzschen Gleichung herzuleiten.
Die Kenntnisse der Grundlagen der Vektoralgebra sowie der
prinzipiellen Bau- und Funktionsweise der konventionellen
Gleichstrommaschinen werden vorausgesetzt.

2. Induzierte Spannung im Anker
der Gleichstrommaschinen

Eine der Maxwellschen Hauptgleichungen der Elektrizitéts-
theorie lautet [1]:
oB

V><E=—W—V xvx B

@

Der erste Term auf der rechten Seite weist auf die transfor-
matorische und der zweite Term auf die rotatorische Spannung
hin.

Man geht von dieser Maxwellschen Gleichung aus, um den
Ausdruck fiir die induzierte Spannung im Anker der Gleich-
strommaschinen herzuleiten. Dabei gelten folgende Buchsta-
bensymbole:

E elektrische Feldstirke im Ankerleiter

B magnetische Flussdichte im Luftspalt

v Umfangsgeschwindigkeit des Ankers

¥V Nabla-Operator

In den Gleichstrommaschinen findet keine transformato-
rische Wirkung statt. Demzufolge reduziert sich Gl. (1) zu:

VXxE=—-V xvxB 2)

Da die rotierenden elektrischen Maschinen im allgemeinen
zylindrisch sind, ldsst sich die analytische Behandlung im Zy-
linderkoordinatensystem vorteilhaft durchfiihren (Fig. 1).
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Die in Fig. 1 verwendeten Einheitsvektoren e, e, und e,
sind so geordnet, dass die folgenden Beziehungen gelten:

er Xeyg=e; oder ey, X e = —ey
ep X e; =e oder e; X eyg = —e; 3
e; Xe =ey oder e X e, = —egp

Die Vektoren V/, E, v und B werden im Zylinderkoordinaten-
system wie folgt dargestellt:

7 1 @ 0
Y %E’er"f'?'é};eq) +Tzez
E:Erer+E¢e(p+Ezez (4)
vV =uvrer +vgey + vz€y

B = Bre; + B(peq; + B, ey

In einer Gleichstrommaschine sind die aktiven Ankerleiter
nur in z-Richtung vorhanden (Fig. 2). Deshalb gibt es nur eine
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Schematische Darstellung einer Gleichstrommaschine
im Zylinderkoordinatensystem

einzige Komponente der elektrischen Feldstirke, die nun E,
ist. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Ankers ist nur in Rich-
tung der Koordinatenachse ¢ gerichtet. Die magnetische Fluss-
dichte ist hingegen nur radial verteilt. Aus diesen Griinden
konnen die Vektoren E, v und B bei einer Gleichstrom-
maschine wie folgt ausgedriickt werden:

E :Ezez
UV =Vgp€o (5)
B = B, e;

Aus Gl. (4) und (5) folgt unter Verwendung der GI. (3):

V xE= (—8 erJr—l -—,3—»e¢,+—,8 ez> X Ee; =
or r 0¢ 0z
oF 1 @FE ®
z O Lz
ST ot e, o
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Aus Gl. (4) und (5) folgt weiterhin unter Beriicksichtigung
von Gl. (3):

—V Xv ><B:~<ier+li—eq,—|~~d—ez> X
or r og oz
OB oB 2
" SO (T L ]
X (—vg Brey) (vq, 5. €° s = er>

Gemiss GI. (2) ist GIl.(6) der GI.(7) gleichzusetzen. Es
ergibt sich dann:

9 Es 1 0E. 2B vo 0B
Tar 0Ty e T T e g e g, o
(®)
Aus GI. (8) folgt eindeutig:
Ez = Vg B!' (9)

Die induzierte Spannung in einem Leiter der Linge [, ist
durch das Linienintegral der elektrischen Feldstirke iiber den
Leiter gegeben. Die induzierte Spannung ; lautet dann unter
Beriicksichtigung von Gl. (9) wie folgt:

Iy
w=§E;-dl = [ E,dl = v B: (10)
iz 0

Die induzierte Spannung in W—Leltern, verteilt tiber dem

Ankerumfang einer Gleichstrommaschine, ist dann gemiss
Gl. (10) wie folgt:

Ui:uiﬁiBrU(p[zﬂz e nanzl[Z-v-Ai:
2a 2a Tp lz 2p " 2a an
_ P wnLM-2p Mnodp
Tp Iy 2a o a

GIl. (11) ist die bekannte Gleichung der induzierten Span-
nung im Anker der Gleichstrommaschinen [2]. Dabei sind die
bei der Herleitung von Ui verwendeten Buchstabensymbole:

M Gesamtleiterzahl im Anker

2 a Anzahl Ankerzweige

2 p Polzahl

@  Polfluss

7p Polteilung

I, Ankereisenldnge, aktive Leiterlinge, Pollinge

n  Drehzahl

D Ankerdurchmesser

3. Drehmoment im Anker
der Gleichstrommaschinen

Aus der Feldtheorie ist bekannt, dass die elektrischen La-
dungen sowohl in elektrischem als auch in magnetischem Feld
den Krafteinwirkungen ausgesetzt sind. Die Lorentzsche
Kraftgleichung gibt besonders den Betrag und die Richtung
der elektromagnetischen Kraft an, die eine mit einer Ge-
schwindigkeit u bewegende Ladung ¢ in einem elektrischen
Feld der Feldstidrke E und einem magnetischen Feld der Fluss-
dichte B erfihrt. Die elektromagnetische Kraft nach Lorentz

lautet [3]:

F=qg{FE +uxB) 12)

E und B bezichen sich auf ein ruhendes System. Nur die
Ladung g bewegt sich im Feldraum mit der Geschwindigkeit
u relativ zum ruhenden System. In den elektrischen Maschinen
bewegen sich die Ladungen (Leiterstrom) durch die Leiter des
Ankers, der selbst wiederum eine Umfangsgeschwindigkeit von
v hat. Um genauer zu sein, soll nun z in G1. (12) durch u” + v
ersetzt werden, wobei u’ die Geschwindigkeit der Ladungen
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im Leiter relativ zum drehenden Anker bedeutet. Gl. (12) wird
dann folgende Form annehmen:

F =q[E + (w +v) x Bl (13)

In den elektrischen Maschinen ist die Bewegungsgeschwin-
digkeit der Ladungen im Innern der Leiter viel grosser als die
Umfangsgeschwindigkeit des Ankers. Infolgedessen kann die
relativistische Wirkung auf die Ladungen ausser acht gelassen
werden. Weiterhin gibt es in den elektrischen Maschinen keine
freien Ladungen und somit kein dusseres elektrisches Feld,
welches die Ladungen elektrostatisch beeinflussen konnte. Es

gilt dann:

E=0 (14)

Auf der rechten Seite von GI. (12), die nun fiir die Kraft-
berechnung in den elektrischen Maschinen giiltig ist, bleibt
somit nur noch der zweite Term. Die elektromagnetische Kraft
auf eine Ladung ¢, die nur dem magnetischen Feld B ausge-
setzt ist, ldsst sich durch die folgende Gleichung ausdriicken:

F =g (u x B) s)

Es wird nun die Kraft auf einen Leiter der Liange /; und des
Querschnitts A berechnet. Die Anzahl der Ladungstriger pro
Volumeneinheit im Leiter sei &V, die Ladung der Ladungstriager
sei g. Dann wird die gesamte auf den Leiter der Lange /, aus-
geiibte Kraft durch

F=A4I,Nqg(u x B) 16)

beschrieben [4]. Da die Ladungstriager sich mit der Geschwin-
digkeit w im Leiter in Richtung der Leiterachse bewegen, kann

Gl. (16) etwas gekiirzt werden.
F=ALNgu x B)=0Q(u x B) a7

Q ist gleich der gesamten Ladung, die pro Zeiteinheit durch den
Leiterquerschnitt A4 tritt. Mit Z dem im Leiter fliessenden Strom
kann GI. (17) weiter bearbeitet werden:
F=QuxB)=uQ xB=

~ Y 1B =10« B) ay)

I, ist ein Vektor des Leiters in Richtung der Leiterachse.
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Das von einem Leiter erzeugte elektromagnetische Dreh-
moment im Anker der Gleichstrommaschinen kann unter Be-
riicksichtigung der Gl. (3) und (18) wie folgt ausgedriickt wer-
den:

me =Fr=1(,e, X Brer)r =

1
:Brlzli'(ez Xer):BrlzIreq, (9)

Das Drehmoment wirkt tangentiell zum Ankerumfang in
Richtung der Achse ¢ und versucht den Anker in dieser Rich-
tung zu drehen. Das Drehmoment, erzeugt durch M-Leiter,
ist dann betragsmissig:

Mol = ma M = Bel, [r M = }?[ lz% : 321;'
P (20)
2P . 2p Dlap M
2p 7Tp,z lZ TI)ZRM_ 2na

Gl. (20) ist die bekannte Gleichung des Drehmoments der
Gleichstrommaschinen [2].

4. Schlussbemerkung

Auf Grund des hohen didaktischen Wertes bietet die An-
wendung der Feldtheorie zur Untersuchung der elektromagne-
tischen Vorginge in elektrischen Maschinen ein tieferes Ver-
stindnis ihrer Arbeitsweise an.
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