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BULLETIN

DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS

Gemeinsames Publikationsorgan des Schweizerischen Elektrotechnischen Vereins (SEV)
und des Verbandes Schweizerischer Elektrizititswerke (VSE)

Die Parallelschaltung vierstrahliger Sterne als Filter ')

Von W. Herzog, Mainz

Die Addition der Leitwertmatrizen ist bei Parallelschaltung
vierstrahliger Sterne nicht gestattet. Die richtigen Formeln fiir
die Parallelschaltung von zwei und drei vierstrahligen Sternen
werden angegeben. Als Beispiel wird gezeigt, wie zwei parallel-
geschaltete vierstrahlige Sterne eine Bandsperre und ein Band-
filter ergeben.

1. Der vierstrahlige Stern
In Fig. 1 ist ein allgemeiner vierstrahliger Stern abgebildet
[1]1%). Man entnimmt derselben die beidseitigen Leerlaufwider-
stdnde Wi:

W11 = Rio + R2o Wa1 = Rso + Rao €))
und die beiden Kurzschlusswiderstinde Wi:
Wik = Rio + Re2o Woar = R3o + Rao 2

Nach der fiir den Kernwiderstand M jeden Vierpols gelten-
den Formel

M2 = Wi (Wa1 — Wak) = Wa (Wn — Wix) 3
folgt

M=0 O]

Es findet also vor- und riickwirts keine Ubertragung statt.
Anders ausgedriickt, es findet keine Kopplung zwischen Ein-
und Ausgang statt.

Die Widerstandsmatrix des vierstrahligen Sterns lautet dem-
nach:

Rio + Reo 0
( .

0 Rao + R40)

Wandelt man die Widerstandsmatrix in die Leiterwert-
matrix Y um, so ist:

Fig. 1
Vierstrahliger Stern

1) Mitteilung des Institutes fiir Elektrotechnik der Universitit
Mainz.
2) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.
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L’addition de matrices de conductances n’est pas permise
dans le cas d’'un couplage en paralléle d'étoiles a quatre bran-
ches. Les formules correctes sont indiquées pour le couplage
en paralléle de deux et de trois étoiles a quatre branches. A
titre d’'exemple, il est montré comment deux étoiles a quatre
branches, couplées en paralléle, constituent un filtre coupe-bande
et un filtre passe-bande.

1
| R+ R ©
3
R3o0 + Rao

Schaltet man zwei vierstrahlige Sterne mit den Sternpunkten
0 und 0’ parallel (Fig. 2), so ergibt die Addition der Leitwert-
matrizen, dass die Kernleitwerte bzw. die Kernwiderstinde

Aro

0 R3g

R20' Rio’

Fig. 2

Parallelschaltung zweier vierstrahliger Sterne

der resultierenden Matrix ebenfalls gleich Null sind. Betrachtet
man Fig. 2 auf andere Weise, so findet man, dass die Schaltung
auch als Kettenschaltung von zwei Briicken aufgefasst werden
kann. Eine solche Kettenschaltung hat aber einen im allge-
meinen von Null verschiedenen Kernleitwert bzw. Kernwider-
stand. Voraussetzung ist hierfiir, dass zwischen den Stern-
punkten 0 und 0’ (Fig. 2) ein Spannungsunterschied besteht.
Man kann der Schaltung eine innere Kopplung zuordnen. Die-
selbe macht sich bei Anwendung der Parallelschaltungsformel
nicht geltend. Die Addition der Leitwertmatrizen ist demnach
fiir vierstrahlige Sterne nicht gestattet.

2. Die Parallelschaltung zweier vierstrahliger Sterne

Aus Fig. 2 seien die Leerlauf- und Kurzschlusswiderstinde
berechnet. Man erhdlt in beiden Fillen eine vollstindige
Briicke, wie in Fig. 3 dargestellt. Fiir den Leerlaufwider-
stand W gilt:
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Fig. 3
Briicke zur Berechnung der Leerlauf- und
Kurzschlusswiderstinde

X = X1=(Rso + Rj) | (Rao + Rp) (7
wobei das Zeichen || die Parallelschaltung wiedergibt.
Beim Kurzschlusswiderstand Wiy ist:
X = Xx = Rao || Rao + Rsy || R} (8)

Fiir die Schaltung in Fig. 3 lautet die Formel:

W -

Entsprechend einer Briicke mit drei oder vier verschiede-
nen Elementen, ldsst sich die allgemeine Anordnung in
Fig. 2 als Filter benutzen. Zur besseren Ubersicht seien hier
vereinfachte symmetrische Anordnungen benutzt. Die Grosse
M soll jedoch fiir die allgemeine Anordnung berechnet werden.
Die Behandlung mit den Gl. (3), (7), (8) und (9) ist jedoch sehr
umstindlich. Es seien daher die Formeln fiir die Kettenschal-

_ Ruo Rip (R20 + Ry) + R2o Ry (R0 + Rig) + X (Rio + Rzo) (Rip + Rb)
(R10 + Rip) (R20 + R3) + X (Rio + Rig + R20 + Ry)

3. Symmetrischer Vierpol aus zwei parallelgeschalteten
Sternen

Fiir die in Fig. 5a gezeigte Schaltung gilt:

W= Ws, Wa = WY,
(14)
M=M W= W
und mit den GI. (10):
WuWa + | W |
B e g .
1 2 War
M2
MH 2 Wa
15
War = Wn (15
)
_ W
| W= Wor | W

Die Formeln vereinfachen sich, wenn man zur Briicken-
anordnung in Fig. 5b tibergeht. Es ist:

| W

Xk:I/L/n—Mz Wor

(16)
tung zweier unsymmetrischer Vierpole (Fig. 4) angegeben: Xi=Wu+M=Wn
Wi — Wa Wi, + | Wi _ MM’ Wy — Woa W4, + | W71
U T T W + W, Wa + Wi, Wa + Wi,
_ Wu W W W (10)

| W |

| W | = Wn Wa — M?2

Fig. 2 entnimmt man fiir M und M’

R20 Rip — Rio R

~ Rio + Reo + R 1

(1
r_ RaoRs — Rso Ry
Rs3o + Rao + Rjp + Rjp
und fiir Wa; und Wii':
Wa = (Rio + Rig) || (R2o + Rj) (12)

Wi = (R3o0 + Rjp) || (Rao + Rip)

Die GI. (10), (11) und (12) ergeben als Bedingung fiir das
Verschwinden des Kernwiderstandes M der Schaltung in
Fig. 2:

(Rz20 Rjy — Rio Rjg) (Rao R3y — Rzo Ryp) =0 (13)

Ist eine der beiden Briicken abgestimmt, so ist nach GI. (13)
der resultierende Kernwiderstand M gleich Null. Fig. 2 zeigt,
dass hierfiir kein Spannungsunterschied zwischen den Stern-
punkten O und 0’ besteht. Vermeidet man diesen Sonderfall, so
lasst sich die Parallelschaltung von vierstrahligen Sternen als
Filter verwenden.

;
o— W, — W/ —o o—y; o
1 -
M M = M
S el | aadlas BN "] a
Fig. 4

Zwei unsymmetrische Vierpole in Kette
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Wﬂl f W]/l
\W | =W W5 — M"?

Hierfur liefert der linke Vierpol in Fig. 5a:

_ X Xs (X2 + Xa) + Xo Xa (X1 + X3)

X (X1 + X3) (X2 + X1)

= X1l X3 + Xz Xa
17

Fig. 5
Symmetrischer Vierpol aus zwei parallelgeschalteten vierstrahligen Sternen
und Ersatzbriicke

— (X1 + Xo) (X3 + Xa) (18)
X1+ Xo+ X34 X4
Das in den GI. (17) und (18) erhaltene Ergebnis lisst sich
aus Fig. 5a nach dem Satz von Bartlett direkt entnehmen. Zur
Absicherung wurde die Berechnung in direkter Weise durch-

gefiihrt.

X1

= (X1 + X2) || (X3 + Xa)

4. Symmetrischer Vierpol aus drei parallelgeschalteten
Sternen
Das Ergebnis der direkten Berechnung fiir drei parallel-
geschaltete Sterne zeigt, dass auch hier der Satz von Bartlett
anwendbar ist.
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Fig. 6

Symmetrischer Vierpol aus drei parz schalteten vierstrahli Sternen

und Ersatzbriicke

Nach Bartlett entnimmt man Fig. 6a fiir den Kurzschluss-
briickenzweig

Xe= X1l X3!l X5 + Xoll Xall X6 (19)
und fiir den Leerlaufbriickenzweig:
X1= (X1 + X2) || (X3 + Xa) [ (X5 + Xo) (20)

Die in den GI. (19) und (20) wiedergegebenen Formeln, bei
denen jedes Element in beiden Briickenzweigen vorkommt —
also Mehrfachausnutzung vorliegt, sind auf keine andere Weise
erzielbar. Daher sind Filter mit besonderen Eigenschaften zu
erwarten, die allerdings auch Bedingungen zu erfiillen haben.
Man sieht, dass die Zweige X1, X3 und X5 moglichst voneinan-
der verschiedene Elemente erhalten miissen, ebenso die Zweige
Xo, X4 und Xs. Nach Gl. (20) miissen auch die Zweige X1 und
Xo voneinander verschieden sein, ebenso X3, X1 und X5, Xe.

5. Eine Bandsperre aus zwei parallelgeschalteten Sternen

Zur besseren Ubersichtlichkeit sei ein Beispiel zu der An-
ordnung in Fig. 5 gegeben. Diese Anordnung ldsst sich natiir-
lich auch als Kettenschaltung zweier zueinander spiegelbildlich
aufgebauter Briicken berechnen. Eine solche Briicke weist eine
erhohte Ausnutzung der Elemente auf [2].

Die gewihlte Anordnung zeigt Fig. 7. Fiir die Zweige gelten
die Beziehungen:

Xi=wl
1
== G
1 20
ng: o wC3
Xe=wls

Entsprechend Fig. 5b ergeben sich die in Fig. 8 gezeigten
dazugehdorigen Briickenzweige. Die dazugehorigen Gleichungen
lauten:

X — Cz+ C3 L 777({)2 (wzfﬁ%s)_ B
k= o C2C3 (02 — wip) (W2 — 03p) 22)
Y= LiLs (0% — ) (0? — o)

T L1+ L w2 (w2 — w3p)

mit den Resonanzfrequenzen:

L Lg

Fig. 7

Zwei parallelgeschaltete Sterne mit Spulen und Kond toren
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Ly La

Pls = L1 La(Cz + Co)
5 1
Wip — L] C‘«}
0% = - ]
W3p = L4 C2
23
. ) (23)
=T, Cs
Wi = 1
87 LaCs
. C2+ Cs
& Co C3 (L1 + La)
L Lg
A H
|‘T c2

o

Fig. 8

Ly 2
1 Briickenzweige der Anordung in Fig. 7

—
"

3

Der Reaktanzverlauf der Briickenzweige ist in Fig. 9 wie-
dergegeben. Nun kann man die Resonanzfrequenzen in geeig-
neter Weise einander zurechnen. Man bendotigt vier Gleichun-
gen fiir die vier Schaltelemente. Eine Gleichung ist fiir die
Einfiihrung der Abschlusswiderstinde mit der Beziehung

Xx X1= — R? (24)

vergeben, so dass nur noch drei Festlegungen moglich sind.
Achtet man nicht darauf und legt in iiblicher Weise die Gren-
zen und die Pole fest, so erhilt man zuviel Gleichungen, wobei
zwischen diesen Bedingungen entstehen, die erfiillbar sein
konnen.

- -
X ‘ A‘k = X A XI i
w w
0 3 0 ®
d 1
1 1
- :
]
V: |/:
i .

s “p Ws Wy s

Fig. 9
Reaktanzverlauf der Briickenzweige in Fig. 8

—o

Es ist naheliegend, die Parallelresonanzfrequenzen mit den
Serienresonanzfrequenzen zusammenfallen zu lassen, um ein
Phasendrehglied zu erhalten. Man sieht nach kurzer Rech-
nung, dass die Beziehung wsp = wis die parallelgeschalteten
Serienkreise in Fig. 8 zu einem einzigen Serienkreis zusammen-
schmelzen ldsst. Damit wére eine Bandsperre moglich, die

allerdings nicht gut sein kann. Geht man von der Beziehung
2p =+ W1s (25)

aus, so konnte man die librigen Resonanzstellen zusammen-
fallen lassen:

W1p = W2s
(26)
W3p = W4s
und eine Bandsperre wire moglich.
Die Beziehungen (26) und (23) ergeben
Cz= Cs (X))
(A77) 113



Aus den GI. (23) und (27) folgt: iy 5 ;L Fig. 11

Zwei parallelgeschaltete Sterne mit
fgj’\ _ (Ll L4)- (78) c, l\z :/:l [ einem Seriekreis und Kondensatoren
®3p 4L, Ly -

und damit ¢ /\/\ cs
o i 4+

W1s > W2p c, [
29
Li=+La

: X . ) mit den Loésungen:
Dadurch ist ein Reaktanzverlauf nach Fig. 10 moglich,

also eine Bandsperre. Der eingezeichnete Dampfungspol sei L Ro wz ( l/l 2 )
spiter behandelt. = - a;?' -
Die Grenzen der Bandsperre seien w1 und w2, so dass die Ro ws w12
: : Ly=——— 1— -
drei Gleichungen lauten: 12 ( l/ w2? )
Cs=0C2 Die Gl. (23) zeigen, dass die Vorzeichenzuordnung richtig
: L1+ La ) ist (L1 > La). Die Beziehungen (26) legen bekanntlich Null-
O = o, LaCs 2% (30) stellen fest
5 2 - Wo1 = W1p = W2s o2 = W3p = W4s (37)
= FLyC . O
= so dass die Briickenreaktanzen jetzt in folgender Form dar-
Die Gleichungen fiir die Briickenzweige dndern sich in gestellt werden konnen:
2 ? (0% — ws?) X 2 w2 0 (0% — ©2?)
X1i=—-— & e R~ — O i
0Ce (0 — wip) (@* — w.sp) G1) 0 (@ — 03 (@ 03s) 38)
v — @LiLa (02 — o) (0 — i) X1 (0 — of) (0 — oFy)
AR Py @ (02 — 0:12) Ro  2maw(0?— m?)
so dass gemiiss Formel (24): Fiir die charakteristische Grosse K, die mit der Betriebs-
dampfung a in folgender Weise zusammenhéngt,
= Bhild e o 32)
(L1 + Lg) C2 (02 —w? e? =1+ K2 (39
gilt:
Dabei gehort zu jedem beliebigen @-Wert ausserhalb des X X1
Sperrbereiches ein bestimmter R-Wert. Zur Vereinfachung sei B Ro +
derselbe nach w = oo gelegt: o X1 Xk (40)
Ro Ro
o 2LiLs Ro2 (33)
(L1 + Ly C2 0 Das Einsetzen der Gl. (38) in die Formel (40) ergibt

2 2 2 952 = _ Aim,rz_ E— i 7* _a)_li
o 2= omolo—or (1- 1 55 )|[or—on (141 - Z5)] @
o (% — @12 22)2

Nun lassen sich die Schaltelemente berechnen. Aus den Die Bandsperre hat zwei Nullstellen
GI. (30) (fir w1s) und (33) folgt durch Multiplikation:

e T (34) @ =@ “('_l/l‘w&)

Ro w2 42)
und durch Einsetzen von Gl. (34) W = w22 (1 + l/l — — )
1 1T TR 5 und eine doppelte Polstelle w,, in der geometrischen Mitte des
g Ro 23 Sperrbereiches:
I’Ll Ly = z
1 W2 = w1 w2 (43)

Bei Bandsperren sind oft zwei und mehr Polstellen er-
wiinscht. Unter Verzicht auf die Nullstellen kann man mit
der angegebenen Schaltung zwei Pole erzielen. Verschiebt
man X; in Fig. 10 nach links unter Festhaltung von Xk, so
werden zwei Schnittpunkte und damit zwei Pole aus dem

Tangentenpunkt w.,. Dabei entstehen schwache Dampfungen
bei den nunmehr nicht zusammenfallenden Stellen wip = was

Fig. 10
Zusammenfassung der Reaktanzen in Fig. 8 zu einer Bandsperre und wsp = was. Auf die Durchrechnung sei hier verzichtet.
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L CF— U % &
Xe CrG X r""’""—l Eec
L — o—

— ——ax

Fig. 12
Briickenzweige der Anordnung in Fig. 11

6. Ein Bandfilter aus zwei parallelgeschalteten Sternen

Eine Erhohung der Anzahl der Elemente in einem oder
mehreren Zweigen bietet viele Moglichkeiten. Hierbei wére
auch zu iberpriifen, ob anstatt einer solchen Erhohung das
Parallelschalten eines weiteren Sternes zu empfehlen ist. Da in
dem vorliegenden Aufsatz nur die Absicht vorliegt, die Be-
rechnungsart zu veranschaulichen, sei die in Fig. 11 gezeigte
einfache Schaltung gewihlt. Mit einer Induktivitdt im vierten
Zweig lasst sich natiirlich mehr herausholen.

Die nach Bartlett entstehenden Briickenzweige sind in
Fig. 12 dargestellt. Durch eine bekannte Umwandlung wird
Xk in die dquivalente Schaltung von Fig. 13 tibergefiihrt. Fiir
die darin angegebenen Grossen gilt:

Ll’:Ll(l + C’;'ﬁ? (-74)2
C1 7
(P -
Ca+ Ca Cs+ C2+4 Cy

C3(Cz + Ca)

(44)
S s ey 7y

Damit entstehen die Reaktanzbilder gemdiss Fig. 14 mit
den Reaktanzen:

o GGG 0ok
k= C3(Co+ Clo 0 — o}y 4s)
h GG ook

CsCiv 2 —wd

Fiir die Resonanzfrequenzen entnimmt man den Fig. 12
bis 14:

o —._1---(1 ERP, © <)
R e Cz+ C2+ Cq (46)
P I I (1 ES .Cl)
N Cs
1 C1
9 1 =
D= T, C (1 - Cz) 47)

5 1 ( C1)[ . C1C2(Cs+ C4)]
o=+ 1+ 1+ A2 T2
I1C Ca (C1+ C2) C3Ca

Kann man eine Serienresonanzstelle mit einer Parallel-

resonanzstelle zusammenfallen lassen, so entsteht ein Band-
filter. Die Uberpriifung der Gl. (46) und (47) zeigt, dass

W1p = W2s (48)
moglich ist und zwar fiir:
C3=Cs2 (49)
Mit den Grenzen
mis=aw1 und we2p = w2 (50)
Yo
Xk
Fig. 13
¢ Umwandlung des Zweiges X K
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entsteht die Filteranordnung in Fig. 15, die ein Bandfilter
wiedergibt. Gegeben seien die Frequenzen w1, s und was =
wa. Anstelle von wgs kénnte man auch einen Pol vorgeben,
doch ist die Rechnung mit wss einfacher. Damit spaltet sich
Gl. (48) auf in:

(5D

Mit den Gl. (49), (50) und (51) wird aus den Blindwider-
stdnden in Gl. (45):

Wip =mwa und w25 = ma

3% 2C2+ Ca w? — w12
Co(Co+ Co)w 2 — a2
, , 52)
X Co+ Cs 2 — wa?
1= = e >
CoCiv @2 — wo?
b Xx . X
w A w
. =, =
] I
! i
f :
-m | = 00 |
s Yp Wos  Wyp
Fig. 14
Reaktanzverlauf der Briickenzweige in Fig. 12
Das negative Produkt von Xk und X
2C+ Cy @2 —wi?
— Xk X1= i (53)
Co2Cyw?  wo?2 — w?
wird bei der Frequenz
w?2 = w1 w2 (54)

dem Widerstand Ro angepasst und liefert als fiinfte Gleichung:

2C+ Cy

C2Cs Ro? w22 (55)

Wandelt man w?s in Formel (46) um in

C1(Ce + Ca)

- Zilcl (1 T gf]z) [1 " (2Cs+ Cy(CL+Co)

w3 ] = 1?2

(56)

Fig. 15
Zusammenfassung der Reaktanzen in Fig. 14
zu einem Bandfilter

so lassen sich alle Frequenzformeln auf @42 beziehen:

s Ci1(Cs + Ca) ] p

R Y |y P— L ) | — 2
Ol a [] (2 Cs + Ca)(C1+ C2) @1 ct

) 1 C
e S e ey %)
. ) C1(C2 + Cy)
— 2 ac I — >2

W3y = Wa (1 + (Gt o C4) w2 (59)

Eliminiert man Ci/C1+Cs aus den GIl. (57) und (59), so
folgt:

(A79) 115



Ci(w22 + 12 — 2 wa?) = 2 Co (w42 — w1?) (60)
und mit den Gl. (55), (59) und (58):
1 (2% — a2
—_ e Y * ot 61
Ce Rowz ¥ wa?2 — w2 1
2 fereded-od g
Lo= Ro w2 @22 + 012 — 2 w2 62)
C1= 2__ V(022 — @42) (02?2 — 012) (63)
Ro w2 w12 -
y 2 2
L, = Ko 22— _2 o e, (64)
®a 2 )/ (we? — wa?) (Wa* — @1?)

Mit den Werten in GI. (61) und (62) dndern sich die For-

meln fiir die Briickenzweige in Gl. (52):

X 20/0P —0d) (@2 —01%) 0P — 0
Ro (w22 — 1) w w2 — wa?
) (65)
X ;@) 0P
Ry 2 V(@22 — wa?) (022 — 012 0 @ — @2?
Zur Vereinfachung sei eingefiihrt [3]:
w22 = wo2 (1 +29)
w2 =wo2(1 —209)
2 1 52
ot = 2Lt 0 (66)
2
wa2 = wo2(1 +2¢)
w2 = w2 (1 + 2x")
5= K i s, & (67)
o o o
x &
5=z s=p (68)

Darin sind die gestrichenen Grossen die auf wo bezogenen

Frequenzabstande.

Die Frequenzabstinde werden in den Gl. (68) auf die halbe

Bandbreite bezogen. Man erhilt dann:

116 (A 80)

Xk 2 z+1
=—)1—p2.21- ZL__
l P z—p Ro /1 — p2

X1 | z—p
z—1 (69)

Ro

und mit Gl. (40) [3]:

2 ) 2
p (Z B 1_) (70)
p
Die Dampfung besitzt zwei Nullstellen
zo1 =0 Zo2 = p (71)
und eine doppelte Polstelle
Zoo = l (72)
o =
p

Je nach Wahl von p(wa) ldsst sich die Polstelle festlegen,
anders ausgedriickt: man kann die Polstelle vorgeben und er-
hilt dann die dazugehorige Grosse wa = was.

Eine normale Briicke benoétigt 12 Elemente, widhrend eine
Sternschaltung 10 Elemente braucht. Vereinfachte Briicken
(z. B. Differentialbriicken) kann man zum Vergleich nicht
heranziehen. Die Einsparung von zwei Elementen hat zur
Folge, dass nur eine Polstelle anstelle von zwei Polstellen
moglich ist, was kein Nachteil zu sein braucht. Die Elemente
sind in den Fig. 11 und 12 bzw. 13 verschieden, was einen
Vor- oder Nachteil bedeuten kann. Jedenfalls sind auch in
dieser Hinsicht verschiedene Filterarten zur Auswahl wichtig.
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