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Zur Dreieck-Stern-Umwandlung bei magnetischer Kopplung
Von B. B. Palit, Ziirich

Die Umrechnungsformeln bei der Umwandlung von Drei-
eck- auf eine dquivalente Sternschaltung ohne magnetische
Kopplung sind bekannt. Bei magnetischer Kopplung ist dage-
gen die Beziehung der Umrechnung, insbesondere fiir die Gegen-
induktivitit zwischen den Schaltungen, nicht gerade offensicht-
lich. Es wird in dieser Arbeit die Dreieck-Stern-Umwandlung bei
magnetischer Kopplung mit den eigenen Zweigen sowie mit den
Zweigen einer benachbarten Sternschaltung untersucht. Die
Spannungsgleichungen werden jeweils an der Seite der umzu-
wandelnden Schaltung aufgestellt und verglichen, um daraus die
Umwandlungsbeziehungen abzuleiten. Diese werden an Hand
von Messungen am Stator und Rotor einer Asynchronmaschine
bestditigt.

1. Einleitung

Die Anwendung der Zweiachsentheorie fiir die Asynchron-
maschine erfordert, dass die wirkliche dreiphasige Maschine
in eine zweiphasige Modellmaschine transformiert werden
muss. Die Transformation der Stator- und Rotorgrossen geht
von der Voraussetzung aus, dass sowohl die Stator- als auch
die Rotorwicklungen im Stern geschaltet sind. In Wirklichkeit
ist aber der Stator der Asynchronmaschine beim Betrieb
meistens im Dreieck geschaltet. Der Rotor hat entweder eine
dreiphasige Wicklung, die gewohnlich im Stern geschaltet ist,
oder eine kifigartige Wicklung, die sich in eine dreiphasige
Sternschaltung reduzieren ldasst. Bevor man die notwendigen
Transformationen zur Erlangung einer Modellmaschine vor-
nehmen kann, miissen also die Statorphasengrossen, wie der
Widerstand, die Selbstinduktivitit und die Gegeninduktivitit
zwischen den Phasen sowie die Gegeninduktivitit zwischen
einer Stator- und einer Rotorphase, in die entsprechenden
Grossen einer dquivalenten Sternschaltung umgewandelt
werden.

Allgemein gesagt werden im folgenden die Umrechnungs-
beziehungen abgeleitet, die auf Grund der Transfiguration
vom Dreieck auf den dquivalenten Stern einer elektrischen
Schaltung entstehen. Die Zweige der umzuwandelnden Schal-
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621.316.765.1:538.565.5
On connait les équations de conversion relatives a la con-
version d'un montage en triangle en un montage équivalent en
étoile sans couplage magnétique. Lors du couplage magnétique
par contre, la relation du calcul de conversion, en particulier
pour l'inductance mutuelle, n’apparait pas immédiatement. Cet
exposé examine la conversion étoile-triangle a couplage magné-
tique avec branchements propres, ainsi qu'avec les branche-
ments d’'un montage en étoile voisin. Les équations de tension
sont chaque fois établies et comparées du coté du montage a
transformer, afin d'en déduire les relations de conversion. Ces
derniéres sont confirmées par des mesures effectuées au stator
et a linduit d’'une machine asynchrone.

tung sind dabei unter sich als auch mit den Zweigen einer
anderen Sternschaltung magnetisch gekoppelt.

2. YVoraussetzungen

2.1 Die dreiphasigen Stator- und Rotorwicklungen sind
symmetrisch. Die Wicklungen sind im Raum elektrisch um
1200 voneinander entfernt.

2.2 Der Rotor ist stillstehend.

2.3 Die Lage des Rotors ist so gewihlt, dass die Gegen-
induktivitit zwischen je einer Phase des im Dreieck geschalte-
ten Stators und des im Stern geschalteten Rotors maximal ist.

3. Spannungsgleichungen bei Dreieck-Stern-Anordnung

Zur Aufstellung der Spannungsgleichungen werden die Zu-
leitungs-, Kreis- und Zweigstrome geméss Fig. 1 eingefiihrt
[1]11). Die Zuleitungsstrome des Stators sind 74, i und ic und
des Rotors i7a, ip und ic. Die Kreisstrome des Stators von A
zu B seien mit iap und von C zu B mit icp bezeichnet. Ferner
wird im Dreieck ein zirkulierender Kreisstrom io eingefiihrt.
Die Zweigstrome im Rotor seien dhnlich wie im Stator von «
zu b mit iap und von ¢ zu b mit icp bezeichnet. Die Spannungs-
gleichungen werden nach Operatorrechnung mit Momentan-
werten von Stromen und Spannungen geschrieben. Die fol-

genden Buchstabensymbole werden in den Span-
nungsgleichungen verwendet:

Rs, Lg Widerstand bzw. Selbstinduktivitit des
Stators pro Phase;

Ry, L Widerstand bzw. Selbstinduktivitit des
Rotors pro Phase;

M, My Gegeninduktivitiat zwischen zwei Stator-

bzw. Rotorphasen bei der gegebenen
raumlichen Trennung;

Fig. 1
Schaltung einer Asynchronmaschine
Dreieckschaltung im Stator, Sternschaltung im Rotor

Bezeichnungen siehe im Text

1) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.
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Fig.2
Umgewandelte Schaltung einer Asynchronmaschine
Aquivalente Sternschaltung im Stator, normale Sternschaltung im Rotor

Bezeichnungen siehe im Text

Mr maximale Gegeninduktivitit zwischen einer Stator-
und einer Rotorphase;
D Differential-Operator.

Die Spannungsgleichungen lauten:

Ua = (Rs + Lsp)isas — (Rs + Lsp)io + 2 Mss p io +
+ Msspics + (Msr + Msr cos 60°) p iap +
+ (Msr + Mz cos 60°) p ich = (Rs + Ls p) iaB — 1)
— [Rs + (Ls — 2 Mss) plio + Mss p ics +

: 3 ;
+%Msrpfab +7Msrplcb

upc = — (Rs + Lsp) icB — (Rs + Ls p) io +
+ 2 Msspio — Msspias + Msrcos 600 p ian —
— My cos 600 p iayy — (Msr + Mgr cos 60°) p icp = 2)
= — Msspias — [Rs + (Ls — 2 Mss) plio —

y 3 ;
- (Rs + Lsp) IcB — 7Msrp Ich

Hea = — Msspias — (Rs + Lsp) io + 2 Mss p io +
+ Msspics — (Msr + Msr cos 60°) p ian +
+ My cos 600 p icyy — M cos 600 picy = 3)
= — Msspiap — [Rs + (Ls — 2 M) plio +

. 3 .
I MSSPICB— 7Msrplab

Der Kreisstrom ip wird nun aus der Dreieckschaltung
eliminiert. Zu diesem Zweck wird das Kirchhoffsche Span-
nungsgesetz auf das Dreieck angewendet:

Uacs =0= — (Rs + Lsp)ian + 2 Msspian -+
+ [3 Rs + 3 (Ls — 2 Mss) plio + (Rs + Ls p) icB —
—2Msspics + (Mg — 2 Msrcos 600 — Mg +
+ 2 Msr cos 60°) p iap + (Msr — 4
— 2 My cos 60° — Mgy + 2 Msr cos 60°) picn =
= —[Rs + (Ls — 2 Mss) plias +
+ 3[Rs + (Ls — 2 Mss) plio + [Rs + (Ls — 2 Mss) plics

Die Auflésung der Gl. (4) nach ip ergibt:

_ J:Rs =+ (Ls — ZMSS)P] IAB — [Rs + (Ls —2 Mss)p] I'C}i
3[Rs + (Ls — 2 Mss) p]

)

To
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Ml'l'
) Gl. (5) wird in GI. (1), (2) und (3) ein-
—— _'04 gesetzt. Man erhélt nun fir #as, usc und
R p ¢ uca folgende neue Ausdriicke:

uas = (Rs + Ls p)ias — % [Rs +

+ (Ls — 2 Mss) plias + %[Rs—}"

+ (Ls = 2Mss)p] ic + MssprB‘l‘

3 . 6
"‘%Msrpiab“l"Z—Msrplch: ()

= %[Rs + (Ls -+ Mss)P] IAB +%‘[Rs + (Ls -+

. 3 .
+ Mss) plics + %Msrpiab—{— TMsrplcb

S0 = e Wi i — %[Rs + (Ls — 2 Msg) plias +

+ % [Rs + (Ls = ZMSS)P] icB — (Rs -+ LSP) icB —

@)
—_— '%‘Msrpfcb = - %[Rs -+ (Ls -+ Mss)P]iAB’“

— %[Rs + (Ls + Mss) plics — %Msrp ich

Uca = — MsspisB — % [Rs + (Ls — 2 Mss) plias +

+ 3 [Ro + (Ls — 2 M) pl icn + Mes pion —
; 1 (8)
== TMsrP fap = — ? [Rs + (Ls + Mss)P] iAB +

. 3 .
+ % [Rs + (LS + Mss) P] IcB — 7Msrp lab

4. Spannungsgleichungen bei Stern-Stern-Anordnung

Die beiden Schaltungen im Stator sind dquivalent, wenn
sich bei gleichen Stromen ia, ig und ic in beiden Schaltungen
auch dieselben Spannungen uag, #sc und uca einstellen (Fig.2).
Die Umwandlung der Dreieckschaltung in eine dquivalente
Sternschaltung darf keine Anderung der Strome und Span-
nungen im Rotor verursachen. Die Zweigstrome des Stators
und Rotors sind also gleich wie vorher. Die verdnderten
Grossen des Stators entsprechend der dquivalenten Stern-
schaltung werden wie folgt bezeichnet: Ry, Ls', M, und M.

Die Spannungsgleichungen uas, upc und wca lauten nun
folgendermassen:

uaB =2 (Rs" + L' p)ias + 2 M pias +
+ (Rs' + Ls' p) icB — Mg pice + My pics +
+ M pics+ (3 M cos 300 + Mg cos 90°) p iap +
+ (3 M cos 30° + M cos 90%) p ich = )
= 2[R + (L' + M) plias + [Rs + (Ls" + M) plics +

+ 305 atpin+ AT Mt
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upc = — (R + Ls' p)iag — Mispias + Mg pias —
— M piag — 2 (R + Ls' p)ics — 2 M pics +
+ (2 M, cos 90° 4 M, cos 300 — M, cos 309) p ian —
— (3 M c0s 300 — M cos 90°) p ien — £10)
= —[RS + (L's + M) plias —

/
—2[Rs’ + (L's + M) plics — -3% Mg picy

ca = — (R + Ls' p)iag — 2 Mgspian +
+ Mépias + (RS -+ Ls' p)ics +2 M pics —
— M pics — (3 Mg cos 30° — Mg ¢cos 90°) p iap —
— (M, cos 900 — M, cos 300 -+ M, cos 300 —
— M c0s 909 picy = — [R’s + (Ls’ + M) plian +

an

/

+ IR + (Ls’ + M) plics — 13

5 M p ian

5. Summe der Spannungen
Da die Spannungen uas, usc und uca der dquivalenten
Sternschaltung dieselben wie bei der Dreieckschaltung sind,
muss also deren Summe nach dem Kirchhoffschen Spannungs-
gesetz auf das Dreieck gleich Null sein. Im folgenden werden
als Kontrolle die Spannungen bei den beiden Schaltungen
addiert:

A-Schaltung

— LR (Lot M) Plinn —

3,

5 Msrp Iep —

= % [Rs + (Ls + Mss) plics — (12)

== % [Rs == (Ls + Mss)p] IAB +

1

3 5
—3“ [Rs -+ (Ls + Mﬁs) ])] icB — & MsrP lah =

+ 2

Aquivalente .. -Schaltung
uap + unc + uca = GIL.(9) + G1. (10) + GI. (11) =
=2 [Rs/ —+ (Ls/ + Mq’s) P] iAB +

, P 33 ., .
+ [Rs" + (Ls" + Mss)P]lCB+—g—‘MsrP1ab+

28 M pion — (R + L+ Midplias — (1)

’ s % o & 313
— 2[Rs" + (Ls" + M) plics — Ty

—[Rs" + (Ls" + M) plian +

MS'I- P fen —

’ ’ ’ . 3 37 ’ .
+ [Rs" + (Ls" + M) plics — —g M, p ian =0

6. Vergleich der Spannungsgleichungen

Die Spannungsgleichungen bei der Dreieck- und dquivalen-
ten Sternschaltung im Stator kénnen wie folgt in Matrixform
dargestellt werden:

A-Schaltung

UAB %[Rs+(Ls+MSS)P] ‘;—[RS‘F(LS‘FMSS)P] %Msrp %MSTP iAn
1 . 2 3 .
usc = - ?[Rs‘f“ (Ls + Mss) p] - §[Rs+(Ls + Mss) pl 0 _7MSTP ic
1 1 3 (4
uca - ? [Rs + (Ls + Mss) p] —?: [Rs —+ (Ls + Mss) P] - strp 0 Tan
ich
Aquivalente . -Schaltung
[ 1 T smeriemrs mi T L T 313 sp 3V8 2 ol [ ]
UAB 2[Rs" + (Ls" + M) pl [Rs" + (Ls" + M) p] T Mg p Ty Mg, p IAB
’ ’ ’ ’ ’ ’ 3 l/37 7 3
Usc = — [Rs" + (Ls" + M{) pl — 2[R + (L' + M) p] 0 ) Mg p IcB
313 W
uca —[Rs" + (Ls" + M) pl [Rs" + (Ls" + M) pl — 5 Mip 0 fan
f(-l)

uss + usc + uca = Gl. (6) + Gl. (7) + GI. (8) =

= 2 [Rs + (Ls + Mi) plian +
+ % [Rs -+ (Ls + Mss) plicn + (12)

3 . 3 X
’|’?M5r171ab + TMsrPfcb—

1118 (A 806)

Bei sinusformiger Speisespannung konnen die Spannungs-
gleichungen (14) und (15) wie folgt mit Spannungs- und
Stromzeigern ausgedriickt werden, wobei der Differential-
Operator p durch jo zu ersetzen ist:

Bull. ASE 62(1971)23, 13 novembre



A-Schaltung

[ B . 3. 3. T I, 7
Uas %[Rs +io(Ls + Mss)] ?[Rs +jo(Ls + Mss)] jla’MS!‘ 7JwMST Ls
1 2 3.
Ugc | = — 7 [Rs +io(Ls + M)l — 3[R tjo(Ls + M) 0 — 5 ioMs Ion
1 1 3 _ (1e)
Uca -5 [Rs +jo (Ls + Mss)) 5 [Rs +jo(Ls + M)l . — 5 jo M 0 Ly,
ch
dquivalente . -Schaltung
B 7] B . ) /3. 3 717,
U.s 2R | joo (L + My (R Fiol + Ml 2oy igi jod | | e
’ > 7 ’ ’ (3 ’ ’ 3 ]/'5—
Usc | = | —[RS +jo(Ls + M) — 2[Ry Fjo(Ls + M{)] 0 — = 2—) o Mg Ics
. (17)
; L , , oL , , 33 .
Uca —[Rs +jo (L' + M) [Ry +jo(Ls + MYl — =57 jo M 0 L
Iy

7. Umrechnungsbeziehungen

Wenn die erwidhnten Schaltungen dquivalent sein sollen,
miissen dann die Impedanzmatrizen der obigen Gleichungs-
systeme untereinander gleich sein. Durch Vergleich der Ele-
mente der Impedanzmatrizen erhilt man die gesuchten Um-
rechnungsbeziechungen:

1
Rs/ = ? Rs (1 8)

1
Ls/ ‘I‘ Ms/s: ?(Ls‘i‘ Mss) (]9)
My = % Mar 20)

Bei elektrischen Schaltungen ohne magnetische Kopplung
fallt die magnetische Verkettung sowohl innerhalb der eigenen
Zweige als auch mit den Zweigen anderer Schaltungen weg.
Gl. (16) und (17) reduzieren sich dann mit Einsetzen von
" Mg = M, = Ms = M = 0 folgendermassen:

A-Schaltung

Durch Vergleich der Elemente der Impedanzmatrizen ge-
langt man zu den allgemein bekannten Ergebnissen:

1

Rs’ = E‘ Rs (23)
, 1
Ls = ? Lg (24)

Aus den Gleichungssystemen (16), (17) sowie (21), (22)
erkennt man, dass die Umrechnungsbeziechungen wegen der
Vielzahl der Gleichungen iiberbestimmt sind. Wéren aber die
Wicklungen unsymmetrisch gewesen, so hitte man alle Glei-
chungen gebraucht, um die ungleichen Beziechungen der Um-
rechnung in jeder Phase auszudriicken.

8. Beispiel
Die Umrechnungsbeziehung der Gegeninduktivitit zwi-
schen zwei Spulensystemen bei der Umschaltung eines Spulen-
systems vom Dreieck auf den Stern wurde an Hand einer

[y | [~ 2 . y [, ]
UAB § (Rs +Jjo Ls) 3" (Rq + _] CULQ) IAB
_ 1 ; 2
UBC - - 7 (Rs +3 o Ls) *3 (Rs +_] (L)Lq) ICB (21)
1 p
Uga — 3 (Rt oLy 3R+ joLy)
Agquivalente 1 -Schaltung
Uas 2(RY +joLs) (Rs' + jo Ls) Lss
UBC = - (Rs, ‘]*_] w Lq/) —2 (Rsl *]‘ _] CULSI) ICB (22)
Uca — (R +jo Ly) (Ry +jo L)
Bull, SEV 62(1971)23, 13. November (A 807) 1119



stillstehenden Asynchronmaschine untersucht. Die Haupt-
daten dieser Maschine sind wie folgt:

10 kW, 50 Hz, 1450/1550 U./min

Stator: 380 V, 21 A, 3-phasig/A

Rotor: 380V, 16,5 A, 3-phasig/ A

Die untersuchte Asynchronmaschine hat, wie es den Haupt-

daten zu entnehmen ist, dreiphasige Wicklungen sowohl im
Stator als auch im Rotor. Der Rotor ist stindig im Stern ge-
schaltet. Der Nullpunkt der Sternschaltung ist nicht ausge-
fiihrt. Hingegen sind die Wicklungsenden des Stators frei und
zur Umschaltung verfiigbar. Die erste Messung der Gegen-
induktivitdt zwischen den Stator- und Rotorphasen wurde bei

A i c
c
U
ABA o 0
B
b

Fig. 3
M g der G uktivitit zwisch Stator und Rotor

Dreieckschaltung im Stator, Sternschaltung im Rotor

der Dreieckschaltung im Stator vorgenommen. Der Stator
wurde einphasig mit einer Wechselspannung von 50 Hz ge-
speist (Fig. 3). Die Lage des Rotors wurde fiir die maximale
Gegeninduktivitit zwischen den Phasen des Stators und
Rotors eingestellt. Diese Lage des Rotors ist dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Spannung zwischen den Rotorphasen

Vergleich der maximalen Gegeninduktivitiiten zwischen dem Stator
und Rotor bei der Dreieck- bzw. Sternschaltung im Stator

Tabelle I

/ MSI‘

I,gp Msr Msr o

Mgr

A H H

2 0,1031 0,0605 1,706
5 0,0963 0,0563 1,710
7 0,0916 0,0525 1,745
9 0,0873 0,0461 1,895

Aus Tabelle I ist zu erkennen, dass das Verhiltnis M zu
M{, mit dem zunehmenden Strom auch ansteigt. Dies ist auf
die grossere Durchflutung und demzufolge héhere Séttigung
des Stators bei der Sternschaltung zuriickzufiihren. Dass das
Verhiltnis Mg zu Mg, auch bei kleinen Stromen nicht genau
gleich /3, sondern weniger als dies ist, kann die Folge fiir die
nicht exakte Einstellung des mechanischen Winkels von 30° sein.
Zudem kann der Grund auch an den Abweichungen in der
untersuchten Asynchronmaschine von der Voraussetzung der
absoluten Symmetrie der Wicklungssysteme liegen.

9. Bemerkungen

Wenn auch die obige Betrachtung aus dem Problemkreis
von elektrischen Maschinen stammt, gelten die Umwandlungs-
beziehungen gleichwohl fiir alle magnetisch gekoppelten
elektrischen Kreise unter den erlduterten Schaltungsbe-
dingungen.

Der Verfasser dankt Prof. Dr. W. Herzog, Universitit
Mainz, und Prof. Dr. G. Epprecht, Eidgenossische Technische
Hochschule Ziirich, fiir die niitzlichen Hinweise zu dieser
Arbeit.

2N

Fig. 4
M der G induktivitit zwischen Stator und
Rotor bei der veriinderten Schaltung des Stators und Stellung
des Rotors
Sternschaltung im Stator, Sternschaltung im Rotor
(wie bisher); Rotor mechanisch um 300 gegeniiber der
bisherigen Lage im Uhrzeigersinn gedreht

a und ¢ Null ist. Die Messung wurde bei vier verschiedenen
Werten vom Strom Ixs durchgefiihrt (Tabelle I). Aus den ge-
messenen Werten der Spannung Uep und des Stromes Iap
wurde Ms: unter der Voraussetzung der Symmetrie der
Wicklungen ermittelt. Hernach wurde der Stator auf den Stern
umgeschaltet und wie vorher einphasig iiber 4 und B gespeist
(Fig. 4). Da die Achsen der Statorwicklungen im Raum fest
sind, wurde der Rotor im Uhrzeigersinn mechanisch um 309
gedreht, damit die relative Lage zwischen dem Stator und
Rotor der Umwandlung vom Dreieck auf den #quivalenten
Stern entspricht. In dieser Lage des Rotors wurde die Gegen-
induktivitat M¢, bei den gleichen vier Stromen Iap ermittelt.

1120 (A 808)
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