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Die Dreieck-Stern-Transformation von Vierpolen1)
Von W. Herzog, Mainz

41- 46

Es werden die Widerstands- und Leitwertmatrizen von vier
Anordnungen aus je drei Vierpolen berechnet. Die unter sich
dualen Dreieck- und Sternunordnungen werden miteinander in
Beziehung gesetzt und die Transformationsgleichungen angegeben.

On calcule les matrices des résistances et des conductibilités
spécifiques de quatre dispositions réalisées par trois quadripoles.
Les dispositions en triangle et en étoile, réciproquement binaires,
sont mises en relation en indiquant les équations de transformation.

1. Zum Problem

Cauer [l]2) benutzte Dreieckschaltungen von Vierpolen als

Weichen. Die vorteilhafte Schaltung eines Vierpols vor einer
Weiche [2] führt bereits zur Sternschaltung von drei Vierpolen.
Eine Anwendung könnte bei den Vierpolbrücken [3] vorliegen,
in gleicher Weise wie die Dreieck-Stern-Transformation bei
einer Brücke eine leichte Umwandlung und Berechnung
gestattet. Eine Erweiterung auf mehr als drei Vierpole entsprechend

der Umwandlung von «-strahligem Stern und //-Eck [4]
ist möglich. Drei Vierpole lassen sich parallel, in Reihe und in
Kombinationen der beiden Arten schalten. Zunächst seien die
Formeln für die Dreieckschaltungen von Vierpolen parallel und
in Serie angegeben, wobei von den Kombinationen abgesehen
wird.

2. Die Dreieckschaltungen
2.1 Die Parallelschaltung von drei Vierpolen

Fig. 1 zeigt die Parallelschaltung von drei passiven
unsymmetrischen Vierpolen. Eine Erweiterung auf aktive Vierpole

bringt keine Schwierigkeiten. Fig. la ist — räumlich
betrachtet — symmetrisch aufgebaut. Hierbei liegen die Punkte

1,2, 3 in einer Ebene und ebenso die
Punkte 1', 2', 3'. Fig. lb ist eine Um-
zeichnung von Fig. la in die Ebene mit
Spannungsverlauf Ui, Uz, Us entgegen
dem Uhrzeiger. Fig. lc ist ebenfalls eine

Umzeichnung von Fig. la in die Ebene.
Durch Kreuzen der Klemmen lassen sich
die Richtungen der Spannungen Ui, Uz,
Us zum Vergleich nach Bedarf umdrehen

(z. B. Fig. lc).
Aus Fig. 1 sind die Leitwertdarstellungen

der drei Vierpole ablesbar:

rik y12
i 1

Fl2 Y2k
1 1

Yl2
2 2

Fl2
2

î^2k
2

U)

Hierbei sind Ui, Uz, Us die Spannungen, Ii, Iz, Is und

Ii ,1s Is die Ströme (s. Fig. 1). Die Kurzschlussleitwerte Fik
und Yzk sowie die Kernleitwerte Yiz erhalten einen weiteren
Index zur Zuordnung zu dem entsprechenden Vierpol.

Durch Eliminierung der mit einem Strich versehenen Ströme

ergibt sich die gesuchte Leitwertmatrix der Dreiecksanordnung:

Ii
Iz — Iz

Flk y12
3 3

y12
3

Y2k
3

(1)

Mitteilung des Instituts für Elektrotechnik

der Universität Mainz.
2) Siehe Literatur am Schluss des

Aufsatzes.

Fig. 1

Dreieckparallelschaltung von drei Vierpolen
mit positiven Kernleitwerten
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Fig. 2
Dreieckserieschaltung von drei Vierpolen mit positiven Kernwiderständen
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Fig. 3

Dreieckparallelschaltung von drei Vierpolen mit negativen Kernleitwerten

mit der Abkürzung:

Y (Fit + F|k) i Fi i + (Fik + Fsk) I Y2

+ (Fik + F2k) Ya Ylk Ylk Yik12 3
Y2k Yik Yak

12 3

2 Yl2 Fl2 Fl212 3
(5)

Ausgedrückt durch die Widerstandsmatrizen der einzelnen

Vierpole wandeln sich die Beziehungen (4) und (5) mit der
Abkürzung von Gl. (6):

W-

(2)

(Wax + Wu) \Wi\ + (Wu + Wai) W2 \ +

+ (Wu + Wax) \Wa\+ Wu Wu Wu + (6)
V 2 1 / 12 3

2 Mi Ma MaW2i Wax Wax

12 3

und ausgedrückt durch die Widerstandsmatrizen (Wu, Wax in [s. Gl. (7)]:
sind die Leerlaufwiderstände, M die Kernwiderstände,

\W\= Wu Wax - Ma):

h

w

/ Wax Wu

\WaJ + W^\

Ma
\Wa\

Ma
\Wa\

i Wa 1 \Wa
U i

Wax
l

Wu
3 Mi t/2

\Wi\ \Wa\ \Wi

Mi Wax
2

Wu
+ W- l t/3 l

(3)

Löst man die Gl. (2) nach den Spannungen auf, so folgt:

/ Fik Fik + Fik Yak
1 2 2 3

r2k Y2k + i Yi i

3 1

Yl2 Y\2 — Fl2(Flk + Y2k)
1 2 3 2 1

y12 Y12- yi2(Fik+ Y2k)13 2 1 3

y12 ri2 - Yi2 (Fik + y2k)
1 2 3 2 1

yik yik + yik y2k
2 3 3 1

y2k y2k +1 y21
1 2

yi2 yi2- yi2(yik+ y2k)
2 3 13 2

y12 y12- Yi2(Ylk 4- y2k)
1 3 2 1 3

yi2yi2- yi2(yik+ y2k)
2 3 13 2

yik yik + yik y2k + y2k y2k -

3 1 1 2 2 3
i y3i

h

\ls)
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2.2 Die Serieschaltung von drei Vierpolen

Den in Fig. 2a und 2b gezeigten Serieschaltungen, wobei in
Fig. 2b zwei Kreuzungen durch Umdrehen eines Vierpols und
der Spannung U3 ersetzt sind, entnimmt man für die einzelnen

Vierpole die Formeln:

lui- uAl-f[ «V 1

IFn
3

m3

m3 IF2.
3

fVu Mi
1

Mi W21
1

IFn Mz
2

Mz fVzi

(8)

und erhält daraus die zur Matrix (2) duale Matrix :

Ui Wzi + IFn Ms
2 3

Uz — Ms Wz 1 + W11
3 1

U3 Mz Mi

Mz

MI

Wzi + fVu
1 2

I2

I \"l
(9)

und ausgedrückt durch die Leitwerte [vgl. (3)] :

/ \
Ui

Uz

/ Yik
2

\u3j

Y2k
3

I Y2 I I Ys I

Fl2

I Ys\

Y12
2

I Yz\

YlZ
3

YS\

Fik
3

Y3\

Y2k

ra
Yx2

T*T

Fl2
2

I Yz\

Yl2

uü
Fik

rht
F2k

vk\) \h)
(10)

Die Auflösung der Gl. (9) nach den Strömen ergibt [vgl.
Gl. (4)] mit der Abkürzung von Gl. (11) [vgl. Gl. (5) und(6)]:

JV= + IFn) I Wi 1 + (FF21 + Ikii) 1 IFa +

+ flF2i+ IFiAl fF3| + tVnmiWu+ (11)Vi 2/ 12 3

+ W21 W21 W21 + 2 Mi M2 M312 3
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Die Umwandlung der Widerstände in Gl. (11) und (12) in
Leitwerte liefert, entsprechend Gl. (6) und (7) :

HCO
>1

X
£"
X
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Mit der Abkürzung:

F (Fat + Fik) I Fi | + (Fi* + Fat) I Fa | +

+ (Fik + F2k) I F3 + Fik Fik Flk
V 2 1 / 12 3

(14)

F2k F2k Fak — 2 Fl2 Fl2 Fl212 3 12 3
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In den Fig. 3 und 4 mit dualen Matrizen sind den Fig. 1

und 2 entsprechende Schaltungen dargestellt, bei denen

Umwandlung des Vorzeichens der Ausgangsströme und

Ausgangsspannungen (Vertauschen der Ausgangsklemmen) der
einzelnen Vierpole vorliegt, was einem Vorzeichenwechsel der

Kernwiderstände oder der Kernleitwerte entspricht.

3. Die Sternschaltungen
3. / Parallelschaltimg von drei Vierpolen

Für die Vierpole in Fig. 5a und 5b, wobei Fig. 5a räumlich
betrachtet werden kann (vgl. Fig. la), während Fig. 5b eine

Umzeichnung in die Ebene darstellt, gelten die Gleichungen:

Fit El2 \ j U-2 1

2 2
(15)

'
El 2

2 Yf '(U°

Fik Yv2
3 3

Fl2
3

r2k
3

IM

><
<M

.HM

£
+

44

£
/ \ j X"

1

NIM
\ f U3\

1 +/'!</„ 44
(M rH

+

IM

5

+

i
r

c
NC

s
+

£

sowie die Beziehung:

Ii + h' + h' 0 (16)

Durch Eliminierung von Uo und der mit einem Strich
versehenen Ströme ergibt sich :

«MCO

44
IM (M

<M

>E
IM X

+

£

+

Fig. 4
Dreieckserieschaltung von drei Vierpolen mit negativen Kernleitwerten
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W= Wu \ W2\\ W3\+ Wu\ Wi\\ W3\ + Wu \Wi\\Wz12 3
(20)

Der Fig. 5 lässt sich weiterhin entnehmen:

W11 M:3 \ I 13
3

Mz Wz\ I \ /3'
3

(2!)

7' 2"
Fig. 5

Sternparallelschaliung von drei VierpoÎ2n mit negativen Kernleitwerten

Aus den Gin. (21) oder aus den Gin. (17), (18) erhält man,
nach den Spannungen aufgelöst:

/ \ / (W21 + Wn) I Wx \ + Wu Wz 1
V 2 3/ 1 2 3

C/2

\^»/

Mi M2 W2\
3_

W

M\ M3 W2\
2

Mi M2 W2\
3

W

(W2\ + W2A | W2 + Wl\ W21 ^21
V _1 3/ 2 13w

M2 M3 H/21
1_

w

Mi M3 W21

_____ 2_

M2 M3 ^21
1

w

\ l \
h

(Wn + WzA I Wz + (Fn W21 W21vi 2 / 3 2 1

w / /3 ;

und durch die Leitwerte ausgedrückt:

W Wn W21 + Wz 1 (F2i + W-n Wzi (23)12 13 23

(22)

' \
Ui

Uz

H

l Fit F3
2

Flk Yz 1 -1- r2k F,k ylk
3 12 3

Y12 F12 Fik
1 2 3

F12 F12 Fik13 2

Fl 2 F12 Flk
1 2 3

Y

Fik i F3 ; + Fik I Fi j + Yzk Fik Fik
1 3 2 1 3

F12 F12 Fik13 2

F

Fia F12 Fik
2 3 1

F12 F12 Flk
2 3 1

Flk Yz I + Flk i Fl I + y2k Flk Flk
1 2 3 2 1

\ / \
h

h

W
(24)

F= Fik Fik F3 I + Fik Fik I F2 I + Fik Fit | Fi | (25)12 13 2 3
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3.2 Die Serieschaltung von drei Vierpolen und in der Leitwertform [vgl. Gl. (19)]:
Der Fig. 6, die die Serieschaltung dreier Vierpole zeigt,

lassen sich die folgenden Beziehungen entnehmen:

Ml-(LIH M3 Wn
3

Ui + U2 + U3' — 0

(26)

(27)

Die Eliminierung des Stromes /o und der mit einem Strich
versehenen Spannungen führt zu der zur Matrix (17) dualen
Beziehung :

£
N

£T

om

w
N
»HC

M

+
S
M

1—
X

.NCO

+
£

£

NCO

&
+

£

+

s
+

£
+

s

5
1

+
,N(
S
+
I'

N

£'

+
£

M

£
X.NN

+
S

£

N

£
X

+
£

£
X
r-ICi

+
S

u

II

+
NC1

&
^—-

+

£

5
5 S

£
N

£
N
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Mit den Matrizen der Einzelvierpole in Leitwertform:

Yik YL2
1 1

Y12
1

r2k
1

Fik Y12
2 2

Y12
2

Y2k
2

Ylk Yl2
3 3

Yl2
3

Y2k
3

(32)

gelangt man zu [vgl. Gl. (22)]:

/ \ / (Yik + E2k) I El I + Llk Eïk Eak

j V 2 3 / 13 2

/2

\ /

El2 El2 E2k
1 2 3

El2 El2 E2k
12 3

El2 El2 E2k
1 3 2

(Yzk + E2k) I E2 | + Elk E2k Eak
Vi 3 > 2 13

E12 E12 E2k
1 3 2

E12 E12 E2k
2 3 1

E12 E12 Eak
2 3 1

E Eak Eäk + Eak Eak + E2k E2k
12 13 2 3

(34)

fEak + E2k) E3 I + Eik Eak E2kVi 2 / 3 2 1

Ui

Ü2

7 W
(33)

und erhält somit die zu Gl. (22) duale Form. Die Umwandlung
der Leitwerte in Widerstände bringt [vgl. Gl. (24)]:

/ \

h

\hj

/ wu \ w3 1 + fvii 1 w21 W2\ Wu Wu
1 s 3_

w

Mi Mg iE] :

3

W

Mi Ms lEu
2

W

Mi M2 Wn
3

W

lEn I IV3 I + W\\ I (Ei I + W21 Wu Wn
1 3 2 13

W

M2 M3 Wi\
1

Mi M3 IE,,
2__

w

M2 M3 fVn
1

w

w Wu Wu I w3 I + Wu Wu \W2\+ Wu Wu I Wi12 13 2 3

W

Wu \ w2\+ Wu\Wi\+ W21 Wu Wu
1 2 3 2 1

W /

(36)

/ \
Ui

Ü2

\Ua,
(35)

4. Die Sterndreieck-Transformationen der Vierpole

4.1 Parallelgeschaltete symmetrische Vierpole

Für die Anordnungen Fig. 3 und 5 gelten die Formeln (2)

mit negativen Kernleitwerten und (17). Da die Matrizen zur
Hauptdiagonale symmetrisch sind, so sind nur sechs

Gleichungen für die Vierpolelemente vorhanden. Man kann drei

beliebige Bedingungen zwischen den Kurzschlussleitwerten
aufstellen; einfacher ist es, symmetrische Vierpole zu verwenden.

Antimetrische Vierpole sind auch möglich, die

Anordnungen in Stern und Dreieck lassen sich nicht sinnvoll
zuordnen, und die Formeln sind kompliziert. Die für symmetrische

Vierpole umgeänderten Formeln (2) mit negativen
Kernleitwerten und (17) ergeben:

/
Eik

3
Fik

2

- Yl2
3

Yl2
2

- Yl2
3

Fik + Yi*
1 3

- Yl2
1

\
El2

2

- Yl2
1

Yik + Yik
2 1

Ap / Ei I + Eik Eik + Eik)
Eik + Eik + Eik123

E12 E12
1 2

Eik + Eik + Eik123
E12 E12

1 3

Eik + Eik
i 2

Eik
3

E12 E12
1 2

Elk
1

Eik + Eik
2 3

I E2 + Eik (Eik + Eik)
Eik -!- Eik + Eik12 3

E12 E12
2 3

Eik + Eik + Eik12 3

E12 E12
1 3

\
Eik + Eik + Eik12 3

El2 E12

"Eik + Eik + Eik12 3

I Es I + Eik (Eik + Eik)
Eik + Eik

1 2
Eik

(37)

wobei die Beziehungen Ap und x p für alle Elemente der zu- gehörigen Matrix gelten. Der Vergleich der Hauptdiagonalen
ergibt nach einfacher Rechnung:
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I Ap
Vi [- I Yi I + Y2

Vik
r31] + Kik Yik)

2 3

und mit Gl. (40):

k Ap

yik
a j

i Ad

Fik
\ '

k

Yik + Yik + Yik12 3

'
î/2 [I Yi - 1 Y2 + 1 Ys j] + Yik Yik

1 3

Yik + Yik + Yik12 3

'
Vi [| Yt 1 + Ys 1 - 1 Ys |] + Yik Yik

1 2

(38)

Yik + Yik + Yik12 3

\ / yi2YI2
rik Kit + Yik + V--

y1 \ 3 2 yi2

' Y" I Y12 Y12

Yik Yik + Y\k + VJ"
2 / I 3 Yl2

Y?
Yl2 Y12

Ylk + Yik + V 1

2 1 112
^ 3

lAp

iAp

l Ap

(42)

während sich die Kernleitwerte direkt ablesen lassen:

Yl2 Yi2
2 3

/ \ Ap /

Kl2

\ 'I \

/ \ AP /

yA
\ °) \

I \ Ap /

(F12

\3 j \

Ylk + Ylk + Ylk
1 2 3 1

Y12 Y12
1 3

Yik + Yik + Yik
1 2 3

(39)

Yl2 Y12
1 2

Ylk + Ylk + Ylk
1 2 3

1 Ap

l2
yik Ylk + Ylk + Ylk

1$
Kr ~ Fik + Kik + Tik

YA
Y3k Yik + Yik + Yik

k Ap

yik + yik

Die Summe der Gin. (42):

> ap(Vik+ yik+ yik)'
\ 1 2 3 /

2(Vik+ yik+ yik)
\ 1 2 3 /

yi2 yi2 yi2 yi2 yi2 yi2
2 3 | 1 3 1 2 1

(43)

Ap

yi2
i

_1 3_ _|_ 2

Yl2 ^
2

y12
3

verhilft mit den Gin. (41) zu den Quadraten der Kernleitwerte

tor-
Ki2 Y12 YA YA

Zur Berechnung der Sterngrössen aus den Dreiecksgrössen
schreibt man die Hauptdiagonale der Stern-Matrix (37) in

folgender Form:

/ \ * Vi * 12

Fik + Fik + Yik + -V23 + y2a + Yh
\ 1 2 3/ -* 12 3 2Yl2

1

Ap

to)"- (44)

Yik + Yik
3 2 I

\ Ap

Yik 4- Fik (40)

Y12 Y [ 2 Yfi Yl2

2 V 1 yn< + + Yik + - V1-*12 \ 1 2 3 /

12 112"
»-1 - YA + YA

Ap

tor-
fa.2 14 / \ 12 -» 12

TÏT (yik + yd"+ •)') + TT + rf!+ ^
3

Y12 Y12 \ YA YA
Ap

Für die Determinanten liefern die Gin. (42) und (44):

Aus den Nebendiagonalen erhält man durch Multiplikation
und Division:

Yi |^> Ys I Y2 I + 2 Yik Yik
3 2 1

Y12 Yl2 Ylk
2 3 1

Yik Yik Y12
2 3 1

Ap

' 12
1

Yik H- yik + yik
1 2 3

Yv
y^H- yik + yik

1 2 3

H*
yik 4- Yik + Yik

' Y12 Y12
1 2_
Y12

k 3

Ap

(41)

Y2 1A" Yi I I Ys I + 2 Yik Yik I
1 3 \

Y3 [ XV

Y12 Y12 Ylk
iL 1 2

Yik Yik Y12312
Y12 Y12 Ylk

1 2 3

Ap

I Y2 + I Yt I + 2 Yik Yik I 1

yikFikFi2\ 12 3

Ap

(45)
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4.2 In Serie geschaltete symmetrische Vierpole Fig. 4 und Fig. 6 mit den für symmetrische Vierpole verein-
Zueinander in Beziehung zu setzen sind die Anordnungen fachten Matrizen (9) mit negativen Kernwiderständen und (28) :

/ Ar

Wn + Wn — Mz — Mi

— Mz Wn + Wn — Mi
3 1

M2 -Ml Wn
i

Wn

\Wi\+ WnH Wn + Wn)
2 3 / Ml A / 2

Wn + Wn + Wn

Mi Mz
Wn + Wn + Wn

Mi Mz
Wn -

l
Wn

2
W11

3

Wn + Wn + Wn

W2 | Wu(Wn-
2 V 3

Wu)
Wn + Wn + Wn

Mi M3
Wn + Wu + Wu

M2 M3
Wn + J*ii + Wu

M2 M3
Wn + Wu + ^1112 3

I w3 I + ^11 (^11 + Wu)
Wu + ^11

1 2
Wu

3 /
(46)

Fig. 6
Sternserieschaltung von drei Vierpolen mit negativen Kernwiderständen

Die daraus zu entwickelnden Formeln entsprechen den

Beziehungen (38) bis (45), so dass auf die Wiedergabe
verzichtet werden kann.
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