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Die Dreieck-Stern-Transformation von Vierpolen')

Von W. Herzog, Mainz
A= e

Es werden die Widerstands- und Leitwertmatrizen von vier
Anordnungen aus je drei Vierpolen berechnet. Die unter sich
dualen Dreieck- und Sternanordnungen werden miteinander in
Bezichung gesetzt und die Transformationsgleichungen angegeben.

1. Zum Problem

Cauer [1]?) benutzte Dreieckschaltungen von Vierpolen als
Weichen. Die vorteilhafte Schaltung eines Vierpols vor einer
Weiche [2] fiihrt bereits zur Sternschaltung von drei Vierpolen.
Eine Anwendung konnte bei den Vierpolbriicken [3] vorliegen,
in gleicher Weise wie die Dreieck-Stern-Transformation bei
einer Briicke eine leichte Umwandlung und Berechnung ge-
stattet. Eine Erweiterung auf mehr als drei Vierpole entspre-
chend der Umwandlung von n-strahligem Stern und n-Eck [4]
ist moglich. Drei Vierpole lassen sich parallel, in Reihe und in
Kombinationen der beiden Arten schalten. Zunichst seien die
Formeln fiir die Dreieckschaltungen von Vierpolen parallel und
in Serie angegeben, wobei von den Kombinationen abgesehen
wird.

2. Die Dreieckschaltungen
2.1 Die Parallelschaltung von drei Vierpolen

Fig. 1 zeigt die Parallelschaltung von drei passiven un-
symmetrischen Vierpolen. Eine Erweiterung auf aktive Vier-
pole bringt keine Schwierigkeiten. Fig. 1a ist — rdumlich be-
trachtet — symmetrisch aufgebaut. Hierbei liegen die Punkte
1, 2, 3 in einer Ebene und ebenso die
Punkte 7', 2’, 3’. Fig. 1b ist eine Um-
zeichnung von Fig. 1a in die Ebene mit
Spannungsverlauf Ui, Us, Us entgegen
dem Uhrzeiger. Fig. 1c ist ebenfalls eine
Umzeichnung von Fig. 1a in die Ebene.
Durch Kreuzen der Klemmen lassen sich
die Richtungen der Spannungen Ui, Us,
Us zum Vergleich nach Bedarf umdre-
hen (z. B. Fig. 1c¢).

Aus Fig. 1 sind die Leitwertdarstel-

On calcule les matrices des résistances et des conductibilités
spécifiques de quatre dispositions réalisées par trois quadripdles.
Les dispositions en triangle et en étoile, réciproquement binaires,
sont mises en relation en indiquant les équations de transformation.

I Yik TYie Us
_ 1 1

Is — I3 Y%z Y%k Us

(1

I3’ Yik Yie Us
_ 2 2

L — I Yi2 Yok U

2 2 /

Hierbei sind Ui, Us, Us die Spannungen, I, I», Is und
I, I, I3 die Strome (s. Fig. 1). Die Kurzschlussleitwerte Yix
und Year sowie die Kernleitwerte Y12 erhalten einen weiteren
Index zur Zuordnung zu dem entsprechenden Vierpol.

Durch Eliminierung der mit einem Strich versehenen Stro-
me ergibt sich die gesuchte Leitwertmatrix der Dreiecksanord-
nung:

lungen der drei Vierpole ablesbar:

L’

Yik 7Yi2 U
_ 3 3
Lk—1I Yi2 Yok Us
3 3
(1)

Fig. 1
Dreieckparallelschaltung von drei Vierpolen
mit positiven Kernleitwerten

1) Mitteilung des Instituts fiir Elektro-
technik der Universitit Mainz.
?) Siehe Literatur am Schluss des Auf-

satzes.

908 (A 593)

Bull. ASE 60(1969)19, 13 septembre



I {Ylk + Yox
3 5

I | = Y1a
3

\13 Yia
2

Fig. 2

Dreieckserieschaltung von drei Vierpolen mit positiven Kernwiderstinden

Y12
3

Yix + Yok
8 3

Fig. 3
Dreieckparallelschaltung von drei Vierpolen mit negativen Kernleitwerten

mit der Abkiirzung:
Y= (Ylk + Y2k) | Y1|+ (Ylk + YZk) | Yo -+
3 2 1 3
+ (Ylk + YZk) | Y3| + Y1k Yix Y1k + Yok Yox Yor +
2 1 1 2 3 1 2 3

+2 Y12 Y12 Y12 (5)
1 2 3

Ausgedriickt durch die Widerstandsmatrizen der einzelnen
Vierpole wandeln sich die Beziehungen (4) und (5) mit der Ab-

kiirzung von Gl. (6):

Yéz \ Ul\ W=

Y}z Ua ]| (2)

Yo Y1k + Yox Us
1 2 1

(W21+ Wu)\ Wil + (W11+ W21) | Wea | +
2 3 1 3
+ (Wn + Wzl) | W3 |+ Wu Wn Wn + (6)
2 1 12 3
+ W?l W31 W§1~—2M1 M2 M3

und ausgedriickt durch die Widerstandsmatrizen (W1, Wa  in [s. Gl (7)]:
sind die Leerlaufwiderstinde, M die Kernwiderstinde,
| W= Wn Wa— M?): o SO o
; ng N W121  Ms Mo U
! Wsl| ' [We] W W | !
El=] —2& L m U 3)
W3 il " ws] A ?
% My M ng 5 Wil o
[Wa| Wi AR ?
Lost man die GIl. (2) nach den Spannungen auf, so folgt:
Y1k Y1k + Yik Yox + Yox Yo + | Y1 | Y12 Yi2 — Y12 (Y1x + Yox) Yi2 Y12 — Yia (Yik + Yox)
12 2 3 3 1 1 e 3 2 1 103 21 3
Y Y Y
Yi2 Yie — Yia (Yix + Yox) Yix Yixk + Yik Yok + Yox Yo + | Y2 Y12 Y12 — Y12 (Y1k + Yox)
_ i 2 3 3 1 2 3 3 1 1 2 ) 2 3 13 2
Y Y ) Y
Y12 Y12 — Y12 (Y1ik + Yox) Y12 Y12 — Y12 (Y1ix + Yox) Yik Y1k + Yix Yox + Yox Yor + | Y3 |
i3 2 1 3 2 3 1 3 a8l 3 12 2 3 o
Y ¥

Y
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2.2 Die Serieschaltung von drei Vierpolen

Den in Fig. 2a und 2b gezeigten Serieschaltungen, wobei in
Fig. 2b zwei Kreuzungen durch Umdrehen eines Vierpols und
der Spannung Us ersetzt sind, entnimmt man fiir die einzelnen
Vierpole die Formeln:

Ui — UY Wél M3 5L

Uy’ M3 ng Iz

Uz — Uy’ W%1 M I»
= ®

Us’ M1 W%1 I3

Us — Us’ Wél M2 I3

U’ Mz ng 5L

und erhilt daraus die zur Matrix (2) duale Matrix:

Us ng + W131 M3 Mo I
Uz | = M3 W§1 + W}l M L9
Us \ Mo M Wil + Wél I3

und ausgedriickt durch die Leitwerte [vgl. (3)]:

Yék ng Y;z Y;z
- S an I
BAREEA s ] B 1
T I I i
=l - ~ I
BANREAREE B i
Y%z Y}g Y%k ng
= —~ I
[Ys] FAREE AR VA S
(10)

Die Auflosung der Gl. (9) nach den Stromen ergibt [vgl.
Gl. (4)] mit der Abkiirzung von Gl. (11) [vgl. Gl. (5) und (6)]:

W= (W21+ Wu){ Wil + (Wzl-l- Wll) | Wa | +
2 3 3 1
+ (W21 4 W11) | Wa | 4+ Wu Wu Wu + 11
1 3 i 2 3
+ W§1 ng ng+2M1M2M3

Bull. ASE 60(1969)19, 13 septembre



(€1)

@n

&N

N

n

A

X

A

4 g T
leximig +2q 1m0 ]eig +

T 3 T ¢ g 3
18X [ [ TA [+ B Ay |6 |+ Feq Mo |8 | + AT ALY [T |

X
14 € T € 14
llex 17ig + 2q | g )eig + |1 (2 oig

£
€ T g T €
[log 17ig + ex (meg]eip + | 2g |2ig eig

. S
€ (4
+ 14 | g Eig

X

(3 T 1
[ imig + g 1 meg]oig +
i
T e
+ | 3g | Big Bg

P, §

I <
8L |1 | +Xog Ang | &g | +
X

onig g (eg | 4 g Reg |1 |

A

i i 14 €
: AL+ _M@LE +
- X
2 T
+ &g | e By

X

I [4 €
[eg img + g (weg)eig +
A
[ i
+ 84 | 3Lg 3g

M

z €
Aa\s + _H\&v TW — 8NN

M

14 T 1 € € 4
_N\R _ + Ry By By Ty + iy Ty

M

g 1
8L |18 | + Mg %o | & | +
A

1 € € k4
AL AL |8 | AL AR | T |

Am I M
G4 + ) S — S

1 4 4
Aa\: + :\xv SN — TN TN

M

en M
I T 1 i€
_m\R _ +—w\& 13 44 +~N\: Wyl -+ S\R S\R
' 3 g <
A—w\—\_ =+ :\Sv~§~ — N T
0 g -
\ G+ ) o —

T 3
Aa\x -+ :\:v SN — WV

T € € [ [ 1
_a\x _ + g ey + By gy + TTyg 1Yy

&7

L4

Y

Mit der Abkiirzung:

7

g

7

Y= (ng + Y%k) | Y1|+ (Y%k‘}“ ng)l Yo| +

(14)
i 2 3
+ Yok Yox Yok — 2 Y12 Y12 Yi2

Y1k Yix Yix +

)| Yol +

1

2

Yix + Yox

T

Die Umwandlung der Widerstinde in GI. (11) und (12) in

Leitwerte liefert, entsprechend Gl. (6) und (7):

3

2

1

3

2

1
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In den Fig. 3 und 4 mit dualen Matrizen sind den Fig. 1
und 2 entsprechende Schaltungen dargestellt, bei denen Um-
wandlung des Vorzeichens der Ausgangsstrome und Ausgangs-
spannungen (Vertauschen der Ausgangsklemmen) der ein-
zelnen Vierpole vorliegt, was einem Vorzeichenwechsel der
Kernwiderstinde oder der Kernleitwerte entspricht.

3. Die Sternschaltungen
3.1 Parallelschaltung von drei Vierpolen
Fiir die Vierpole in Fig. 5a und 5b, wobei Fig. 5a rdumlich
betrachtet werden kann (vgl. Fig. 1a), wihrend Fig. 5b eine
Umzeichnung in die Ebene darstellt, gelten die Gleichungen:

L Yik Yie Uy
_ 1 1
L’ Yi2 Yok Uo
1 1
I» Yik Yie Uz
_ 2 2 a15)
Iy’ Yi2 Yok Uo
2 3
I3 Yix Yie Us
_ 3 3
I’ Y12 Yeox Uo
3 3

sowie die Beziehung:
L'+ + 13 =0 (16)

Durch Eliminierung von Up und der mit einem Strich ver-
sehenen Strome ergibt sich:

U, I
\‘30:
0‘5 Ul
\ IQI Vs
2 1
D 8
/I, L\ S,
1'1 -l:I I2 g‘

u,\ U -Ui | 3

Fig. 4
Dreieckserieschaltung von drei Vierpolen mit negativen Kernleitwerten
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2 3

1

Yok + Yor + Yok

Y=

und durch die Widerstande ausgedriickt:

19

S o S
<
gm

= - x

N < Ry

3 s =

S| | =
T
s
<

<
gm

4 X -~

N X N

S

| i |

=

<
=
gm
T - .
E:N& §§ §§
e S b
= S\ |
¥
s
£ |

I
= = =

Bull. ASE 60(1969)19, 13 septembre



W= Wn|Wsl||Ws|+ Wél\WlHW3\~\~ W%HWIHWM
' ' (20) 5

Der Fig. 5 ldsst sich weiterhin entnehmen:

U1 W{l My I
U M W%1 I’
Uz Wu Mo I
=] * @n
Uo M ng Iy
Us VV%I M3 I3
Uo M3 ng I3

7

Fig. 5
Sternparallelschaliung von drei Vierpelzn mit negativen Kernleitwerten

Aus den Gln. (21) oder aus den Glin. (17), (18) erhalt man,
nach den Spannungen aufgelost:

(W21 e Wzl)l Wil Wu Wa Way M1 M W M1 Ms Wa
U AN SIS v ARG it i Riaweidds o A
w w w
Mi Ms Wa (WZI + Wz])l Wa | 4+ Wn War Wa Mo M3 Wa
vs | = 3 E i ¥ A i
w w w
M1 M3 Wa Mo M3 Way (W21+ W21) | W3 | -+ Wu Wa Wai
Us R L AN S YARMSIAINGS i S o
w w w
W = Wa Wa + Wa Wa1 + War Wa (23)
12 13 2 3
und durch die Leitwerte ausgedriickt:
[ Yix | Ya| + Yix| Y2 | + Yk Yik Yix Y12 Y12 Y1k Yiz Y12 Yix
U T 3 1 2 3 12 3 13 2
Y Y Y
Y12 Y12 Y1k Yik | Y3| + Y| Y1 |+ Yok Y1k Yix Y12 Y12 Y1k
5 | = 12 3 [ B R S 2 3 1
Y Y Y
Y12 Y12 Y1k Y12 Y12 Yik Yic| Yo | + Yix!| Y1 | + Yox Yix Yik
Us 13 2 R 1 B 3 2 1

Y Y

Y = Yllk Y;k\Y.’s\*F Y%k Yéle‘z{ - Y})k Yék‘ Y| 25)

Bull. SEV 60(1969)19, 13. September
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3.2 Die Serieschaltung von drei Vierpolen
Der Fig. 6, die die Serieschaltung dreier Vierpole zeigt,
lassen sich die folgenden Beziehungen entnehmen:

U

Uy

Uz

Wil M I
M1 Wil Io
Wun Mo Is
=l ° (26)
Mo ng ) Iy
W:lal M3 I3
M3 ng ) Iy
U/ + U2+ Us’"=0 27

Die Eliminierung des Stromes Io und der mit einem Strich
versehenen Spannungen fiihrt zu der zur Matrix (17) dualen

Beziehung:
- - —~ & )
~ ~ ~ ~ ~"
e ¥
gw
t
g S &
- s R
| | =
-
-
gm Nen
N
T :
S p
| = | o
+ S
£ s
gm
T
N
= = =
= | |
+
s
S
I
5 =) <t
~—

914 (A 599)

und in der Leitwertform [vgl. Gl. (19)]:
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Mit den Matrizen der Einzelvierpole in Leitwertform:

I Yix Yo
1 1

Io Y12 Yok
1 1

U

ur

gelangt man zu [vgl. Gl. (22)]:

(sz + Y2k) | Y1 |+ Yik Yok Yok
N2 3 1 3 2

I> Yik Yie Us I3 Yik Yie Us
_ 2 2 _ 3 3 (32)
I Yis Yo Uy’ Io Yi2 Yok Uy
2 2 3 3

Y12 Y12 Yok Y12 Y12 Yok
1 2 3 13 2

I Y Y Y Uy
Y12 Y12 Yok (sz + sz) | Yo | 4+ Yix Yox Yok Y12 Y12 Yox
L= i 2 3 1 3 2 1 3 2 3 1 Us
Y Y Y
Y12 Y12 Yok Y12 Y12 Yok (sz -+ sz) | Y3|+ Y1k Yok Yok
I3 1 3 2 2 3 1 1 2 3 2 1 \Us
Y b d Y
(33)
Y = Yok Yor + Yok Yox + Yox Yox (34)
12 103 2 3
und erhilt somit die zu Gl. (22) duale Form. Die Umwandlung
der Leitwerte in Widerstinde bringt [vgl. Gl. (24)]:
Wu|Ws |+ Wna| Wal| + Wa Wu Wu M1 M2 Wu My M3 Wn
i 2 3 1 2 3 3 S U
w w w
M1 M Wn Wu | Ws |+ Wu | Wil + Wa Wu W Ms M3 W
L= T s 1 3 2 1 3 1 Us
w w w
My M3 Wi M2 M3 W Wu| Wal+ Wul| Wi+ Wa Wu Wu
Is -2 RO 1 2 3 2 1 3
W w w
(35)
(36)

W=WuWu|Ws|+ WuWn|We|+ WinWul| Wi
102 13 2 3

4. Die Sterndreieck-Transformationen der Vierpole

4.1 Parallelgeschaltete symmetrische Vierpole

Fiir die Anordnungen Fig. 3 und 5 gelten die Formeln (2)
mit negativen Kernleitwerten und (17). Da die Matrizen zur
Hauptdiagonale symmetrisch sind, so sind nur sechs Glei-
chungen fiir die Vierpolelemente vorhanden. Man kann drei

beliebige Bedingungen zwischen den Kurzschlussleitwerten
aufstellen; einfacher ist es, symmetrische Vierpole zu verwen-
den. Antimetrische Vierpole sind auch moglich, die Anord-
nungen in Stern und Dreieck lassen sich nicht sinnvoll zu-
ordnen, und die Formeln sind kompliziert. Die fiir symmetri-
sche Vierpole umgednderten Formeln (2) mit negativen Kern-
leitwerten und (17) ergeben:

| Y2 | + Ylk(Ylk + Ylk)
N 2 \1 3

Y12 Yo
iy

" Yie + Y1+ Yix
1 2 3

o i+ Yllk(Y%kJr Y%k)
Yzﬁk + Yék - Yéz - Yéz Yik + Yék + Y%k
e Ty
R S S SRR G BN S (PR (e 70
Te 1
“Yp o o Yp Yph Y gk

Yik + Yix + Y
1 2 3

ey
Yt Y+ Yo
1 2 3

A
Y12 Y12 p
13

T Y+ Y+ Y
1 2 3

Yéz Yéz
7 Y+ Yie + Y
1 2 3

| Y3+ Yk (Ylk + Y1k)
3 U1 2

Yix + Yk + Yix
1 2 3

37

wobei die Beziechungen Ap und A p fiir alle Elemente der zu-

Bull. SEV 60(1969)19, 13. September

gehorigen Matrix gelten. Der Vergleich der Hauptdiagonalen
ergibt nach einfacher Rechnung:
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A und mit GI. (40):
’ VL= Vil Yal [ Yall 4+ Yie Y P 40)
Yllk - Ylk + Ylk + Ylk Lp Y12 le Ap
Yik|] = Ylk + Ylk +
1 Y%z
KUY Vel Yall+ Vi Y |
Y = 38 A
o Y1k + Y1k + Yix (38) P Y12 Yiz\ ©
1 2 8 Yir]| = Ylk -+ Ylk + 138 42)
2 Y12
A
{ * [ Ui+ Yel— | Yall+ Y Yue ™7
Yix = = Yie t Y+ ¥ L2 *P Y12 Y]_z -
\ ’ i 2" 3" Yix| = Ylk -i— Ylk +
3 Y12
3
wiéhrend sich die Kernleitwerte direkt ablesen lassen: )
Die Summe der Gin. (42):
Ap AD Y5 -+ Y- + Y- - p—
Y1z Yo T ) T (@3)
Yiz Yix + Y + Yix ; Ap
. 2 3 Ygz Y{l}z Y}z Yéz Yéz Yiz
= |2 (Y Yi + Y ) -
A o i v Ch + 5 { Y1o + Y12 ’ Yio
Y%2 Y%2 1 2 3
Yie ’Yii; Y+ Y G2
verhilft mit den Gln. (41) zu den Quadraten der Kernleitwerte:
Ap YiZ Y%z AD (lez)Ap _
. TS - S— 1
Yéz Yix + Yix + Yix
1 2 3 . Ap
Y12 Y12 Y Y:lfz
_ 2 3 - - 37 2 2
2~V F (e T ) v
Zur Berechnung der Sterngrdssen aus den Dreiecksgrossen 4
schreibt man die Hauptdiagonale der Stern-Matrix (37) in v Ap (44)
folgender Form: ( %2) a
A
n Y12 Y12 le Y12 ’
Y3, AP P e | 3Y ! (Ylk + Yix + Ylk) + —?* + Yh+ Y
Yie — 5515 | =|Yux+ Y poatr s e L
7 Yoo+ Y+ Y 3 2
1 i 2 3 i3
. ()=
Y o ’
- | =i+ 0 A
Y%k Ylk + Ylk + Ylk * E . (40 Yi2 Yé2 Yfz Y%z‘) , ) ’
= | 5t - ¥ »VY) R N
2 Yéz (Y}k B 1k f 1k Y:fz B i 1 12
Y:];z AD Ap
Yik ————<—]| =Y+ Yix
: Yix + Y; Y . . . .
? 1 K 2" T 3" ° ! Fiir die Determinanten liefern die Gin. (42) und (44):
_ of 5
Aus den Nebendiagonalen erhilt man durch Multiplikation Y a8 Y 32 Y1k
[ Yilrp=||Ya|+ | Ye|+2 Y Y1 |1 —
und Division: 3 2 Y‘}k ng Y{g
Yfz =8 /Yéz Yéz ae B 7 Ap
~x 1 v v =V wmr. Y12 Y12 Ylk
T+ Mt T e [ Futres | | ]+ | Fiih 4 2 Fie B | 1~ 2
13 Ylk Ylk Ym
A | _
Y%Zz P /Y12 le ’
[ — 3 1 _
Yix + Yix + Yix Y12 “n AP
1 2 3 Y12 Y12 Ylk
2 AP Ap l Y3 ‘)\p: I YZ 1 %7 i Yl ‘ + 2 Y%k Y}_k o Y.]:(nijlk Y12
g (Y7
Yie+ Y+ Yix ]\ Tz R B
1 2 3 3 (45)

916 (A 501)
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4.2 In Serie geschaltete symmetrische Vierpole

Zueinander in Beziechung zu setzen sind die Anordnungen

Fig. 4 und Fig. 6 mit den fiir symmetrische Vierpole verein-
fachten Matrizen (9) mit negativen Kernwiderstdnden und (28):

Ar Ky
| Wil + Wu(Wu + Wn
Wu+ Wn — Ms — Mo L ( 2 ,ﬁ,_) — M M M M
2 3 Wu -+ Wn + Wn Wu -+ Wu + Wn Wu + Wu+ Wu
1 2 3 1 2 3 1 2 3
— M. Wu+Wu —M = Mi M- [WZ]+W§1(W§I+Wi1) - M M3
2 3 i ! Wu+ Wu + Wn Wu+ Wn+ W Wn -+ Wua+ Wu
1 3 3 1 2 3 1 2 3
M1 M Mo M- | Ws |+ Wu (Wu + Wi
— M- —M: Wu+ Wn 18 bt 3( 1 ‘3)
1 5 Wu+ Wua+ Wn Wu + Wu + Wn Wi+ Wi+ Wi
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(46)
*i*— I, Die daraus zu entwickelnden Formeln entsprechen den
Us Beziehungen (38) bis (45), so dass auf die Wiedergabe ver-
zichtet werden kann.
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