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Bahnstorungen bei nichtstationiiren Nachrichten-Satelliten
Von H. Paul, Baden

Der Nachrichten-Satellit «Molnija» (= Blitz) wurde am
23. April 1965 in der UdSSR in eine 12-Stunden-Umlaufbahn
gebracht. Im Gegensatz zu den stationdren Nachrichten-Satelliten
vom Typ «Syncom» und «Early Bird» mit 24-Stunden-Bahnen ist
dieser subsynchrone Satellit nur etwa 8 bis 9 h pro Tag fiir Uber-
tragungszwecke verfiighbar; aber er hat wegen der besonders ge-
wihlten Bahn doch einige interessante Eigenschaften, iiber welche
im folgenden berichtet wird. Dabei werden zuerst mit einer ver-
einfachten Storungsrechnung die Einfliisse des Aquatorwulstes der
Erde und der Luftreibung in der Exosphdre auf die Bahnelemente
von Satelliten abgeleitet und dann anhand dieser Ergebnisse die
Bahneigenschaften von «Molnija» gezeigt.

1. Allgemeines iiber Satellitenbahnen
1.1 Die Keplerschen Gesetze

Wenn sich ein Korper von der Masse m mit der Geschwin-
digkeit 7 um einen Zentralkorper bewegt, dessen gesamte
Masse M im Mittelpunkt konzentriert gedacht ist, und wenn
ferner dessen Gravitation die einzige auf m wirkende Kraft ist,
so erfolgt die Bewegung auf einer Ellipsenbahn, in deren
einem Brennpunkt der Mittelpunkt des Zentralkorpers liegt.
Die Zentralkraft ist:

I(:G'Mrﬁ2 (1)

wobei G die Gravitationskonstante (G = 6,67 - 10720 km?3 kg1
s72) und r der Abstand zwischen M und m sind. Die Bahn-
ellipsen werden in Polarkoordinaten r und v beschrieben

durch:
_ p _a(l—¢?) @)
1+ecosv 1-tecosv

r

mit der grossen Halbachse a, der numerischen Exzentrizitiit e
und dem Halbparameter p = a (1 — e2), (Fig. 1).

Die Bewegung wird weiterhin bestimmt durch den Fldchen-
satz:

do e
g U
e VG Mp 3)
und durch die Umlaufzeit U:
4 m2
8 — 3
v GM a @)

Die Bahngeschwindigkeit V' des Korpers m ist in jedem

Punkt der Bahn:
2

mit den beiden Komponenten:
_dr _V GM .
Vr= a5 = » e-sinv

a1
dt — r

(6)

Vo= l/GMp

Ist insbesondere der Zentralkorper die Erde mit der Masse
M = 5977 - 1024 kg, so ist:

GM = pu=3,986-105 km?s—2

1.2 Die geozentrischen Koordinaten

Will man die Bewegung eines Satelliten relativ zur Erde
untersuchen, so fithrt man rdumliche Polarkoordinaten mit
dem Erdmittelpunkt als Zentrum ein, sog. geozentrische
Koordinaten (Fig. 2).
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Le 23 avril 1965, le satellite de télécommunications Molnija
(Eclair) a été lancé en URSS sur une orbite qu’il parcourt en
12 heures. Contrairement aux satellites stationnaires du type Syn-
com ou Early Bird, qui font un tour en 24 heures, ce satellite
subsynchrone n'est disponible que durant 8 a 9 heures par jour
pour des retransmissions. Du fait de sa trajectoire particuliere,
il possede néanmoins quelques propriétés intéressantes, que I'au-
teur décrit, Par un calcul simplifié, celui-ci détermine tout d’abord
les influences qir'exercent le renflement équatorial terrestre et le
frottement de air dans 'exosphére sur les éléments de la trajec-
toire de satellites, puis il décrit les propriétés orbitales du Molnija,
d’apreés les résultats de ses calculs.

Die Aquatorebene der Erde ist die Hauptkoordinaten-
ebene, welche die Erdoberfliche im Aquator als Grundkreis
schneidet. Ein Punkt auf der Erdoberfliche kann durch zwei
auf den Aquator bezogene Winkel definiert werden, wenn man
einen Ausgangspunkt auf dem Aquator festgelegt hat. Als
dieser Nullpunkt dient der Friihlingspunkt v°, das ist der
Punkt, wo man die Sonne vom Erdmittelpunkt aus gesehen
am 21. Mérz findet. Der Winkel v MF = « ist dann die
Rektaszension und der Winkel FMS = ¢ ist die Deklination
des Punktes S. Dieser sei die Projektion des Satelliten S” auf
die Erdoberfliche.

Die Bahnebene des Satelliten schneidet die Aquatorebene
in der Geraden MA’, welche als die Linie des aufsteigenden
Knotens & bezeichnet wird. Im Punkt A4’ ist die Deklination
des Satelliten Null. Die Lage des aufsteigenden Knotens £
wird auf dem Aquator vom Friihlingspunkt V" aus gemessen
als der Winkel . Dann ist <<AMF = a — Q.

Die Bahnebene ist gegen die Aquatorebene um den Winkel /
geneigt. Im Punkt P, ist der Satellit der Erde am nichsten
(s. auch Fig. 1), man bezeichnet den Ort als das Perigdum
(Erdnihe); der Ort grosster Erdferne A, heisst das Apogdum
(Erdferne). Die Verbindungslinie Apogidum-Perigdum wird
Apsidenlinie genannt. Die Lage des Perigiums wird durch den
Winkel AMP. = » vom aufsteigenden Knoten aus gemessen.

(=3
L
~

m
K
Ayl

Ap

6h

h 10

Fig. 1
Bahnellipse und Zentralkorper
Pe Perigdum; Ap Apogidum; F,, F, Brennpunkte; M Mittelpunkt der
Bahnellipse; a grosse Halbachse; b kleine Halbachse; p Halbparameter;
r Radiusvektor; v wahre Anomalie; E exzentrische Anomalie; R Radius
des Zentralkorpers; S’ ein Satellitenort nebst zugehoriger Zeit t— T nach
Perigdumsdurchgang; ae lineare Exzentrizitat; Q Hilfspunkt zur Ab-
leitung der Keplergleichung [21]
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Fig.2
Satellitenbahn und geozentrische Koordinaten
v~ Friithlingspunkt; & Richtung des aufsteigenden Knotens;
NP Nordpol; SP Siidpol; M Mittelpunkt der Erde; S’ Satellitenort;
S Subsatellitenpunkt; Pe’ Satellitenort im Perigdum; Pe Subsatelliten-
punkt fiir Perigdaum; A4, A’ Ort des aufsteigenden Knotens; £2 Knoten-
linge; @ Perigaumswinkel; i Bahnneigung gegen die Aquatorebene;
v wahre Anomalie; & Deklination; « Rektaszension von S; Ap Sub-
satellitenpunkt fiir Apogium

Den Satellitenort legt man in der Bahnellipse durch den Winkel
P.MS = v, vom Perigdum aus gerechnet, fest, und MS’" = r
ist der zugehorige Radiusvektor.

Wenn der Satellit geméss den Keplerschen Gesetzen seine
Bahn durchlduft und keinerlei storende Krifte auftreten, so
sind 2 und o unverédnderliche Grossen. 2 wird durch das Ab-
schussdatum und @ durch den Brennschluss der letzten
Raketenstufe festgelegt.

1.3 Stérungen der Bahnelemente

Die sechs Bahnelemente a, e, i, 2, @ und 79 (= Zeitpunkt
des Perigiumsdurchgangs) konnen aber durch eine Anderung
der Zentralkraft oder durch zusitzliche Krifte Anderungen
erfahren, welche entweder nur wihrend eines Umlaufs oder
eines Teils davon auftreten und wieder verschwinden (kurz-
periodische Storungen) oder welche eine dauernde Anderung
in den Bahnelementen bewirken (sdkulare Storungen). Die
exakte Berechnung dieser Storungen ist recht kompliziert. Es
ist jedoch in vielen Fillen ausreichend, wenn man die durch
eine Storung erfolgte «Variation der Elemente» berechnet und
die weitere Bewegung in einer neuen Ellipse mit leicht ab-
weichenden Daten (oskulierende Ellipse) wieder als Zwei-
korperproblem behandelt.

102 (A72)

Man nimmt also an, der Satellit erfahre in seiner Bahn am
Ort P eine storende Kraft von bestimmter Grosse und Rich-
tung. Man zerlegt diese bzw. den zugehorigen Beschleunigungs-
vektor in die drei Komponenten R, S und W. R liegt in der
Richtung des Radiusvektors, S ist senkrecht zu R und liegt
in der Bahnebene, W ist senkrecht zu R und S (Fig. 3). Die
Momentangeschwindigkeit 7 in der ungestorten Bahn ist
bekannt; durch die Stérung treten drei zusitzliche Geschwin-
digkeitskomponenten d ¥z, d¥Vs und d Vw auf, welche die neue
Bahnellipse bestimmen. Wenn nur R und S vorhanden sind,
erfolgen nur Anderungen in der Bahnebene, d. h. nur Ande-
rungen von a und e. Wenn allein die Beschleunigung W wirk-
sam ist, treten Anderungen von / und @ auf, wenn alle drei
Komponenten R, S und W gemeinsam in Erscheinung treten,
tritt eine Drehung der Apsidenlinie, also von w ein.

Die Storbeschleunigungen konnen ihre Ursache haben in
dem nicht kugelsymmetrischen Verhalten der Erdbeschleuni-
gung infolge der Abplattung der Erde, in der nicht mehr ver-
nachlédssigbaren Bremsung durch die Lufthiille der Erde und
eventuell noch in der Gravitation von Mond und Sonne.

1.3.1 Stérungen in der Bahnebene

Diese sind also nur durch R und S bedingt. Man kann sie
berechnen aus den Geschwindigkeitsinderungen. Einerseits
ist ja

V2= Vg2 4 Vs?

und
2 1
2. o RN %
F H ( ¥ a )
Mit
VdV=Vr-dVr+ Vs-dVs
und
M
dV = > da
sowie
dVe = R dr
Ve = ‘/ﬁ esinv
b
dVs= Sdr
Ve Vur
erhidlt man
da  2a? e ya
W_l/ﬁ (e-sinv R+rS) )
Nimmt man den Fldchensatz (3) zu Hilfe:
oy dv
r dar - VMP

und setzt nun:

e i

dp 2‘/% rS

so wird:

dr

wobei angenommen ist, dass sich r in der Zeit d¢ nicht &ndert.

Fig. 3
Die Beschleunigungsvektoren R,
S und 7 in der Bahnebene
r Radiusvektor; #n Winkel
zwischen r und der Bahntan-
gente T; v wahre Anomalie
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Die Anwendung der Ellipsenformel p = a (1 — ¢2) liefert
dann:
de p da 1 dp

2 =@ dr e dr

oder nach einfacher Umrechnung:

de ‘/ Rsmu+[ew+'—+pcosu'/ S ®)

Aus den GI. (7) und (8) erkennt man, dass die radiale Stor-
beschleunigungskomponente R am stérksten wirksam ist fiir
v = 909 und 270°, dagegen ist sie bei v = 0° und 1800 ohne
Einfluss auf @ und e. Die S-Komponente der Storkraft macht
sich dagegen fast stindig bemerkbar.

1.3.2 Anderungen der Lage der Bahnebene

Diese Anderungen von 7 und @ kénnen nur durch die
W-Komponente hervorgerufen werden. Betrachtet man ein
Bahnstiick und den Aquator in der Umgebung des aufsteigen-
den Knotens (Fig. 4), und zwar einmal in der urspriinglichen
ungestorten Lage &, bzw. 2 und 7, und einmal nach der
Storung durch W mit den neuen Werten 2 + AQ und i + Aj,
so kann man aus dem sphidrischen Dreieck 61 S & sofort

ableiten:
W d:t

tgs:-Vv ~ de

da & sehr klein ist, und
sin (i + di) - sin (d€2) = sin « - sin (d¢)
mit u = w + v. Ausserdem ist nach GI. (6):

1 .—
Vv:*r‘l/!lp

so dass sich mit Riicksicht auf die Kleinheit von di und de
ergibt:
dae  r
dr Vup
Die Anwendung des Kosinussatzes auf das sphirische
Dreieck £1 S &, liefert:

cos (i + di) = cos i - cos (de) — sini - cos u - sin (de)
oder

sin u
sl O)

E:cosu-ds'—ﬂﬂ'f
dr Vup
Wenn also u = @ + v = 900 oder 2700 ist, dndert W die
Neigung i der Bahnebene nicht; und wenn u = » + v = 0°
oder 18009 ist, wird 2 von W nicht beeinflusst.

(10)

1.3.3 Abwanderung der Apsidenlinie
Eine Anderung des Winkels o wird durch alle drei Kompo-

nenten R, S und W hervorgerufen. Die etwas langwierige
Rechnung ergibt hierfiir:

Aquator

& dR &,
Fig. 4
Anderung der Bahnneigung ;i und der Knotenlage durch den
Beschleunigungsvektor W
2 Knotenldnge vor der Storung; d£2 differen-
tielle Anderung der Knotenlage; de differentielle Anderung der Bahn-

S Subsatellitenpunkt;

lage im Subsatellitenpunkt; i+ di Bahnneigung nach der Storung;
K1 & . alte und neue Knotenlage
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y 4 P Fig. 5
Zur Ableitung des Potentials bei
( verteilten Massen

r Abstand zwischen Aufpunkt P

b dm und Koordinatenursprung 0;
0 Abstand des differentiellen
¢ (] Massenpunktes d/m vom Ursprung;
{ Abstand Aufpunkt—Massen-
0 f punkt; @ und @ sind die Inte-

grationsvariabeln

~sinv- S —cosv- R]

dg)” _ 1 l/

Die Abwanderung der Apsidenlinie ist bei stark elliptischen
Satelliten-Bahnen oft recht unerwiinscht.

Wie schon erwihnt, liegt die Hauptursache fiir das Auf-
treten der Storkréfte in der Abplattung der Erde. Thre Kompo-
nenten werden zunéchst berechnet.

. dQe
—cosic g (1)

2. Stﬁrung_pn der Bahnelemente durch den
Aquatorwulst der Erde

2.1 Das Potentialfeld der Erde

Die von Kepler aufgestellten Gesetze der Planetenbewegung
setzen voraus, dass die ganze Masse des Zentralkorpers in
seinem Mittelpunkt konzentriert und daher die Gravitations-
beschleunigung y rein kugelsymmetrisch ist. Diese Voraus-
setzung muss man aber fiir die Satellitenbewegung in der Nihe
des Erdsphiroids fallen lassen. Bekanntlich ist ja die Erde an
den Polen abgeplattet, siec hat einen Aquatorhalbmesser
a = 6378,388 - 0,10 km und einen Polhalbmesser

b= 6356,912 + 0,1 km. Die Abplattung 4“7 ist also

+ 0,1 = 0,003354.

298 2
Wesentlich kleiner ist die Elliptizitit des Aquators, da der
Unterschied zwischen grosser und kleiner Halbachse des
Aquators nur etwa 30 m zu betragen scheint. Diese Daten
sind schon seit langem aus geodétischen Messungen bekannt,
sie wurden aber in neuester Zeit durch Vermessung des Erd-
sphéroids mit Hilfe von speziellen Satelliten (SECOR) nicht
nur bestdtigt sondern auch noch verbessert. Im Folgenden soll
die Unrundheit des Aquators vernachlissigt werden, da sie ja
etwa drei Zehnerpotenzen kleiner ist als die der Meridiane.
Dann ist die Anziehungskraft, welche auf einen Korper von
der Masse m ausgeiibt wird, nur noch von der geographischen
Breite f und dem Abstand / von den einzelnen Massenpunkten
dm der Erde abhidngig. Man fiihrt nun die Potentialfunktion

ein, wobei / der Abstand jedes Massenpunktes dm von der an-
gezogenen Masse m ist (Fig. 5). Mit den Abstidnden r und o
zum Massenmittelpunkt wird:

A1 (2N A2 e

l—;‘/l l(r) 2(,‘)cos@

und fiir 1// kann man dann eine Reihenentwicklung machen:
1 1
— = e § - - P i
/ [1. ( ) P(6)+( ) Pﬂ(@)-!...]

r

wobei P, (@) die Legendreschen Kugelfunktionen von @ sind.
Fiithrt man zur Berechnung von U die Integration tiber die
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ganze Erdkugel von ¢ = 0 bis ¢ = R aus, so erhélt man eine
Reihe von der Form:

o0 R\
v=* [1 — > du- () PuGin /f)}
I r
n=2

in welcher die Koeffizienten J, der tesseralen Harmonischen
noch unbekannt sind. Sie beriicksichtigen die Dichteverteilung
in der Erde und konnen nur experimentell erfasst werden. Aus
den heute vorliegenden Messergebnissen von geoditischen
Satelliten kann man mit folgenden Werten fiir J,, rechnen:

Jo = +1,0822- 103

J3=—24-10"6

Jy=—1,707-10-6

Da Js und J4 viel kleiner als Jo sind, gentiigt es fiir die Be-

rechnung der Bahnstorungen bei Satelliten, nur das Glied mit
J2 zu beriicksichtigen. Man erhilt so:

_ K J2 (ﬁ 2 (1 — 3sin2
v="~ [1+ : r) (1 — 3sin /f)] (12)
und daraus die Gravitationsbeschleunigung:
R} R \2 .y
p By~ S = — [ ()= 3sinp] (3)

Der erste Summand ist die Gravitationsbeschleunigung
durch die homogene Masse der rein kugelférmigen Erde,
wihrend der zweite den zusdtzlichen Beschleunigungsvektor
durch den Aquatorwulst darstellt. Da er mit r—4 wichst, ver-
schwindet er mit grosserem Abstand von der Erdoberfliche
sehr rasch.

Um nun aus y(r, f) die gesuchten drei Komponenten R, S
und W zu finden, teilt man zunédchst das Potential U nach
Gl. (12) auf in einen Anteil

Up=#£
r

und einen Storanteil

UI: ﬂ

- Ja R2 (1~3sin2ﬁ)
3 r3

Aus Uy erhilt man die drei Komponenten der Zentralkraft:

_opm _dxOUo X
Koz = 2 7mdt2 =m w um pE; = m Boz
d?y Yy
KOy:mW:fﬂnl}?:mBoy
d2z 7
Koz—m—dt2 —fumr—a,—mBOz
; = g : : ; z
mit r%=x%-+ py>+z? und smﬁ:7

Aus dem Storanteil U’ ergeben sich in analoger Weise die

drei Storbeschleunigungskomponenten im rechtwinkligen
Koordinatensystem:

B, = Db(i' = —,quRZ-riﬁ(l — 5sin2B)

By =L~ —uJa R (1= Ssin )

B, = DDL;’, — —uJ2R2: 7254 (3 — 5sin2p)

woraus sich die drei Komponenten R, S und W in Kugel-
koordinaten mit den bekannten Transformationen ergeben zu:

104 (A 74)

2
R:-“Jrz—fosinzi-sinn’u— )
P 2
S— ﬂﬁl—&—sinai-sin(Zu) (14)
2
W= LP R @iy sin

2.2 Beeinflussung des aufsteigenden Knotens

Es bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr, die Gl. (9) aus-
zuwerten, denn mit dem in Gl. (14) angegebenen Wert von W,
Ersatz von dr geméss dem Flichensatz (3)

durch du und mit:

r=pll +ecos(u— w)]*
erhdlt man

qo_ _ 2J2R

2
- cosi - sinull 4 ecos (« — w)] du
Fiir einen einzigen Umlauf kann man den Flichensatz noch
gelten lassen, ebenso darf man p, 7, e und w als konstant an-
sehen und somit iiber einen ganzen Umlauf von « = 0 bis
u = 2 1 integrieren. Das ergibt:
A
Umlauf
Rechnet man noch von Bogen- auf Winkelgrade um und
fihrt die Zahl der Umldufe pro Tag ein, so wird schliesslich:

AQ 9,78 -cosi q/({R\7
sy
Das bedeutet, dass die Bahnebene unter dem Einfluss des
Aquatorwulstes eine Prizessionsbewegung ausfiihrt, welche
wegen des negativen Vorzeichens in entgegengesetzter Rich-
tung wie die Satellitenbewegung erfolgt. Fiir polare Bahnen
(cos i ~ 0), wie sie z. B. fiir ESRO I und II vorgesehen sind,
ist AQ ~ 0, fiir nahezu dquatoriale Bahnen (Telstar) kann
AQ einige Grade pro Tag erreichen.

R

—2nJ (—) ' 15
nJe ? Cos i (15)

(16)

2.3 Drehung der Apsidenlinie

Diese ldsst sich mit den nun bekannten Werten von R, S
und W nach Gl. (14) mit Hilfe von GL. (11) fiir einen Umlauf
leicht berechnen, wenn man wieder den Fldchensatz benutzt,
um dz durch du zu ersetzen. Es empfiehlt sich, aus Gl. (11)

zundchst
do” dow de

& a T g
zu bilden, die Integration durchzufiithren und dann erst Aw
mit dem schon aus GI. (15) bekannten AQ herzuleiten. So
findet man nach lingerer Rechnung:

Aw R\2 y
Um—lw—f—nh(—;) (5cos%i— 1) (17
und -
Aw  500(5cos?i—1) 1/{ R\’
Tag (1 — e2)2 ( a ) L

Bei diesem Resultat ist bemerkenswert, dass Aw = 0 wird,
wenn cos i = ]/0;26, also i = 63,49 betrdgt. In diesem Falle
dreht sich die Apsidenlinie nicht durch den Einfluss des
Aquatorwulstes. Die Russen haben eine ganze Reihe von
Satelliten unter diesem Winkel zur Aquatorebene in Umlauf
gebracht, insbesondere auch den Nachrichtensatelliten « Mol-
nija». Da dieser zugleich eine 12-Stunden-Umlaufbahn hat,
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bleiben Apogidum und Perigdum stets am gleichen Ort stehen.
Dariiber wird im Abschnitt 4 noch genauer berichtet.

Fiir Forschungssatelliten mit nicht-synchronen Umlauf-
bahnen (z. B. ESRO 1) liegt die tdgliche Abwanderung der
Apsidenlinie bei etwa 3 bis 49, so dass ein solcher Satellit in
lingstens 6 Monaten die Ausmessung der Kugelschale zwischen
Apogidum und Perigdum erledigt haben kann.

Es sei zum Schluss noch darauf hingewiesen, dass der
Aquatorwulst keine sikularen Stérungen bei /, a, ¢ und p her-
vorbringt. Man findet leicht, dass die entsprechenden Integrale,
tiber den ganzen Umlauf genommen, verschwinden. Hingegen
sind kurzperiodische Storungen, die sich im Verlauf eines Um-
laufes wieder aufheben, durchaus moglich.

3. Storung der Bahnelemente durch die Lufthiille der Erde
3.1 Die bremsende Kraft

Zur Berechnung der Bremsung eines Satelliten durch die
Lufthiille der Erde muss man zunidchst einmal die Warme-
bewegung der Luftmolekiile in der Exosphére ndher betrachten.
Aus vielen Untersuchungen ist bekannt, dass in etwa 200 km
Hohe iiber der Erde die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile
etwa 1 bis 3 km/s ist. Ein in dieser Hohe in einer Kreisbahn
fliegender Satellit hat dagegen eine Geschwindigkeit von etwa
7,5 km/s. Man kann daher die Molekiilgeschwindigkeit gegen-
tiber der Satellitengeschwindigkeit vernachlédssigen, also an-
nehmen, dass die Luftmolekiile nur von vorn auf den Satelliten
auftreffen. Sodann ist die mittlere freie Wegldange in 200 km
Hohe etwa 1 km; in 600 km Hohe ist sie bereits grosser als
1000 km, was bedeutet, dass das Stromungsfeld der ankom-
menden Molekiile praktisch ungestort ist durch die vom
Satelliten zuriickgeworfenen. Unter diesen Voraussetzungen
kann man die Bremskraft wie folgt berechnen: Denkt man sich
den Satelliten als Korper mit einer ebenen Stirnfliche von
Qs m2 Querschnitt, so wire zunichst die Bremsende Kraft:

ms Br, = — oL Qs Vs?

wobei o1, die Luftdichte, Vs die Geschwindigkeit und ms die
Masse des Satelliten sind. Jedoch ist noch ein Proportionalitéts-
faktor C, der Widerstandsbeiwert, einzufithren. Fiir unelasti-
schen Stoss ist C = 2, fir elastischen ist C = 4. In der Hoch-
atmosphdére liegt C zwischen beiden Werten. Die Verzogerung
bzw. negative Storbeschleunigung ist somit:

By — — .

und zwar ist die Richtung von By stets eine Tangente der
Satellitenbahn.

3.2 Die Anderung der Apogiumshihe

Man kann nun B = T in die beiden Komponenten

R = T :cosnund S = T - sin 5 zerlegen, wobei ;7 der Winkel
zwischen R und T ist, und damit Gl. (7) umformen in:

da 2a?

o ¥

Dann ist mit dem obigen Wert fiir T":

dea  CQs  a* 3
dr ms u oLV

In dhnlicher Weise ergibt sich aus GI. (8):

de__cOs

T or, V (e + cos v)
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Die grosse Halbachse a wird also dauernd kleiner, die
Exzentrizitidt ¢ wird kleiner, solange cos v < — ¢ ist, jedoch
grosser, wenn cos v > — e¢. Will man nun iiber einen ganzen
Umlauf integrieren, so muss man die Abhingigkeit der Luft-
dichte o (H) von der H6he H beriicksichtigen.

Es ist
_ H—H,
o(H)=pgoe He
mit H o Perigiumshohe
00 = 0(Ho) Luftdichte im Perigdum

RT dH
Ho=——= ~d(ne) SkalenhdGhe

Fiihrt man nun gemdiss Gl. (23) und Fig. 1 ein:

Ho—H=ro—r=ae(cosE— 1)
po_ M Il +ecosE
a | —ecosE
und
dE _2m 1
dr U 1 —ecosE
so ergibt sich mit
ae
Ho
da  COQs a2 0o (1+ecosE)i o EUBLE

dE ms l —ecosE

Dieser Ausdruck ist durch Reihenentwicklung des Wurzel-
ausdrucks zu integrieren und fiihrt auf Integrale der Art:

2n
217 f cos(nE)excos EJF
0

In (.X) -

welche die modifizierten Besselfunktionen mit dem Argument x
und der Ordnung » darstellen. Das Argument x ist bei den vor-
liegenden Rechnungen meistens sehr gross (5 bis 300), man
kann daher eine asymptotische Reihe fiir /. (x) anwenden,
deren beide ersten Glieder bereits geniigende Genauigkeit er-

1 —ecosE
fir Werte von e > 0,5 nur schlecht und sie kann daher nicht
vor der 4. Potenz von e abgebrochen werden. Dagegen darf
man bei kleinen Exzentrizititen (e ~ 0,1), wie sie bei vielen
Satelliten ublich sind, bereits das quadratische Glied vernach-
ldssigen. Man erhilt nach ldngerer Rechnung:

geben. Aber die Potenzreihe fiir konverglert

A C S 2 2 '1/1,
Unmlaaf ~ Q,?,%Q"fl/ % [oater+F5] 09)
mit
(p"(‘))*1+25‘+26'+f+ L3 ed4- ...
und
)7271 2__ =7 27 o3 — 3 et —
Y’a(E) 1 —6e 2 e 8 37

Mit der Abnahme der grossen Halbachse ist nach dem
dritten Keplerschen Gesetz eine Verringerung der Umlaufzeit

verbunden, denn aus
,  4m?

aS
u
folgt
AU 3 Aa
u 2 a

pro Umlauf.
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Die Projektion der Bahn von «Molnija» auf die Erde

Pe Perigdium; Ap Apogiaum; Mii Minchen; Mo Moskau;

W Washington; Ch Chabarowsk
Die angegebenen Zeiten sind Minuten bzw. Stunden nach dem
Perigdaumsdurchgang

Man kann also aus den leicht zu beobachtenden Ande-
rungen der Umlaufzeit die Grosse von po berechnen.

Mit der Anderung von a erfolgt auch eine Abnahme Ae von
e, welche man in dhnlicher Weise wie Aa berechnen kann. Es
wird

Ae "“MI/Z—E .10
Umlauf % e () ] (20)
mit .
e e 1,
pele)=1+e—5—5— g€
und 3
_ o1 3 o€ 45
Y’g(e)—3+7c+86+ 64 ¢ T

Mit Gl. (19) und (20) kann man nun endlich auch die
Anderung der Apogdumshdhe AH 4, ausrechnen:

AHap=a(l +e)— (a+ Aa)(1 + e + Ae)~
—Aa(l+e)—a-Ae

Fuir schwach exzentrische Bahnen erhilt man:
1
AHap ~ —2(1 — e)-Aa(l — Tx)

wiihrend fiir stark exzentrische Ellipsen wird:

pe (€) — ng Ef)*

I+e———
coa(E) + %(e)

AHA[;N *Aa

Fiir den zur Zeit in der Ausfiihrung befindlichen Satelliten
ESRO II rechnet man mit folgenden Daten:

Qs ~ 0,4m? U = 99 min
ms ~ 71,5kg Ho = 56,5-103m
a = T7,1-10°m oo = 1,5-101 kgm—3
e = 0,0528 x = 6,63
Somit ist: A
a
Unlaal — — 87,8 m

Man kann die ungefahre «Lebensdauer» 77, dieses Satelliten
abschiitzen, wenn man annimmt, dass beim Erreichen der
Kreisbahn (Perigium = Apogidum) der Absturz erfolgt. Fiir
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den Start ist Hap ~ 1100 km, Hpe ~ 350 km, also ist n - Aa
= 7,5 - 10° m, woraus man die «Lebensdauer» 71 ~ 1,65 Jahre
berechnet.

4. Berechnung der Bahn des Satelliten «Molnija»
4.1 Zeiten und Koordinaten

Wie bereits unter Abschnitt 2.2 erwdhnt wurde, ist die
Bahnebene des russischen Nachrichtensatelliten «Molnija»
unter dem Winkel 7 = 63,40 gegen die Aquatorebene der Erde
geneigt. Dadurch wird die Drehung der Apsidenlinie Aw = 0,
Apogdum und Perigdum wandern nicht in der Bahnebene fort.
Das ist ein erstes wichtiges Merkmal dieser Bahn. Das zweite
ist die Umlaufzeit U, welche 11 h 43 min betrdgt, so dass
«Molnija» ein subsynchroner Satellit ist mit zwei Umlédufen
pro Tag. Der Einfachheit halber sei im Folgenden stets mit
U = 43200 s gerechnet. Aus den bekannten Werten fiir die
Apogidumshohe Haip = 39940 km und die Perigiumshohe
Hp.= 518 km folgt dann die grosse Halbachse zu a = 26 600 km
und die Exzentrizitit e = 0,741. Weiterhin ist die kleine Halb-
achse b = 17 850 km, und die vom Radiusvektor pro Zeiteinheit
bestrichene Fliche:

f=

Will man nun die Pro_lektion der Bahn des Satelliten auf die
Erde berechnen, also die Orte und die zugehorigen Zeiten, wo
sich der Satellit im Zenith befindet, so muss man ausgehen von
der Keplergleichung:

. 2n
E—e smE—T(t—T)—

nab

=34 600 km?2s—1

(e2))

in welcher E die «exzentrische Anomalie» ist. Sie ist aus
Fig. 1 leicht abzuleiten. (+ — 7)) ist die Zeit, welche nach dem
Durchgang durch das Perigdum verstrichen ist. Aus E ergibt
sich dann der Zusammenhang mit dem Winkel v durch:

- l/l —e?-sinE
v=arctg— —F— (22)
und mit der Lange des Radiusvektors:
r=a(l —ecos E) (23)

r und v definieren in jedem Zeitpunkt (# — 7') den Ort des
Satelliten auf der Ellipse.

NP

Aquator

Fig. 7
Die trigonometrischen Verhiiltnisse zwischen Bodenstation B und
Subsatellitenpunkt §
M Erdmittelpunkt; Np Nordpol; ¢ = D = Bodenstation—Subsatelliten-
punkt (Grosskreis); ¢z, @g geographische Breite von B bzw. S
Ay, Ag geographische Breite von B bzw. §
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Die trisch Beziel zwi Satellitenort 7, Subsatelliten-

punkt S, Bodenstation B, Elevationswinkel / und gerader Distanz A
BD Horizontebene; R Erdradius; ST = H = Satellitenhdhe

4.2 Die Bahnprojektion auf die Erdoberfliche

Man kann nun weiter mit den Kugelkoordinaten von Fig. 2
die Projektion S eines Satellitenpunktes S” auf die Erdober-
fliche ausrechnen. Der Winkel v ist durch den Bogen P, — S
gekennzeichnet, die Lage des Perigdumspunktes P, durch den
Bogen o = A P, vom aufsteigenden Knoten & ab, und dieser
ist wieder festgelegt durch den Bogen V» — A = 2 auf dem
Aquator, das ist der Abstand des Knotens vom Friihlingspunkt.

2 wird durch das Abschussdatum bestimmt, w durch den
Brennschluss des Trigerfahrzeuges. Beide Werte sind dann fiir
einen einzigen Umlauf als feste Grossen anzusehen. Die geo-
graphische Breite 0 = FS und die Linge a — 2 = AF be-
rechnet man fiir jeden Zeitaugenblick + — 7 nach dem Peri-
gdumsdurchgang aus dem sphérischen Dreieck AFS mit den
Seiten (v + v) = u, (¢ — 2) und J und dem Winkel 7, der ja im
Falle der « Molnija» 63,49 ist. Man hat:

sin d = sin /- sin (w + v) = sin/ - sin u
tg(ex— 2)=cosi-tg(w+ v) =cosi-tgu

Diese Rechnungen wurden fiir 36 Werte r — T durchgefiihrt.
Von der gefundenen Liange « — Q ist jeweils noch der durch
die Erddrehung bestimmte Wert (r — 7T') - 150 abzuziehen, um
die wahre geographische Liange A zu erhalten.

Das Ergebnis der sehr langen Rechnung ist in Fig. 6 auf
einer Erdkarte in Merkatorprojektion dargestellt. Dabei wurde
Q = — 300 aus dem Abschussdatum (23. April 1965) und
o = 240° aus einigen russischen Angaben entnommen.

Verfolgt man die Bahn auf der Karte, so sicht man, dass das
Perigdum P. um O h uber dem Sidatlantik liegt. In einer
Stunde tiberfliegt der Satellit die siidliche Halbkugel, und dann
steigt er langsam in weiteren fiinf Stunden bis zu seinem
Apogidum A, auf, das er iiber Zentral-Russland erreicht. Er
bleibt noch weitere fiinf Stunden iiber Russland, iiberfliegt in
zwei Stunden wieder die siidliche Hemisphére, nun aber mit
dem Perigdum iiber dem Siidpazifik und zieht dann widhrend
neun Stunden iiber den nordamerikanischen Kontinent hinweg.
Wegen der Zwolfstunden-Umlaufbahn wiederholt sich dieser
Vorgang jeden Tag auf die Minute genau in gleicher Weise.
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Wegen der Neigung der Bahnebene von 63,49 dndert sich
die Lage von Perigdum und Apogidum nicht. Dagegen tritt eine
Drehung der Bahnebene 2 auf, die sich aus den Bahnelementen
zZu:

AQ = 0,146 Grad/Tag
berechnet. Diese kann wie unter Abschnitt 4.4 noch gezeigt
wird mit kleinem technischen Aufwand ausgeglichen werden.

4.3 Elevationswinkel und Ubertragungsdistanzen

Neben den reinen Bahndaten interessiert sich der Nach-
richtentechniker natiirlich besonders fiir den Elevationswinkel
iiber dem Horizont und fiir die Ubertragungsdistanzen
zwischen dem Satelliten und den Bodenstationen. Die geo-
metrischen Verhéltnisse gehen aus Fig. 7 und 8 hervor. B ist
die Bodenstation mit den festen Koordinaten Az und ¢z, S ist
der Subsatellitenpunkt mit den zeitlich verdnderlichen
Koordinaten As und ¢s. Die Distanz D auf dem Grosskreis
durch Bund S'ist durch den Winkel o gegeben. Wendet man den
Kosinussatz auf das sphirische Dreieck BPS mit den Seiten
900 — ¢p, 909 — ps und D und dem Winkel As — Ap an, so
hat man:

cos D = cos o =cos (As — AB) - COS @5 COS @B+ sin @s sin ¢p

In Fig. 8 sei nun B wieder der Ort der Bodenstation, M der
Erdmittelpunkt, .S der Subsatellitenpunkt und 7" der Ost des
Satelliten. Dann ist die Tangente BD zugleich die Horizont-
ebene fiir B, der Winkel % ist der Elevationswinkel, BT ist die
Ubertragungsdistanz Bodenstation — Satellit und ST ist die
Satellitenhohe tiber der Erde. Aus der Ellipsengleichung ergibt
sich fiir jede Zeit (r — T):

a(l —e?)
1+ ecosv

R+ H=

km ms
45 —150

x10°
40
35 4
30 4 4100

25 4

20

Fig. 9
Gerade Distanz A4 und Signallaufzeit  fiir verschied Bodenstationen
1 Moskau; 2 Chabarowsk und Washington; 3 Miinchen; (—T Zeit
nach Perigdiumsdurchgang
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Elevationswinkel / iiber dem Horizont in Abhiingigkeit von der Ortszeit f,
1 Moskau; 2 Chabarowsk; 3 Miinchen; 4 Washington
h Elevationswinkel; h,,;, minimaler Elevationswinkel fiir die
Bodenantenne

Dann liefert das Dreieck MBT:

sin o

A= (R+ H) cosh (24)

und aus dem Dreieck BDT findet man:
tgh = cotgo — e B 25
EA=COlgT (R-+ H)sino (25)

Diese Gleichungen wurden fiir « Molnija» und die Stationen
Chabarowsk, Moskau, Miinchen und Washington ausge-
wertet, wobei in Fig. 9 die gerade Distanz 4 und die einfache
Signallaufzeit 7 in Abhédngigkeit von der Zeit (¢t — T) nach
Perigdumsdurchgang dargestellt ist, widhrend Fig. 10 den
Elevationswinkel 7 iiber dem Horizont, iiber der Orts- bzw.
Zonenzeit ¢, aufgetragen, wiedergibt. Rechnet man mit einem
zuldssigen minimalen Erhebungswinkel von 10° (wegen der
sonst auftretenden Erhohung der Rauschtemperatur der
Antennenanlage), so siecht man, dass fiir Moskau die Betriebs-
zeit etwa 814 h betrdgt und zwar von 8 h 30 bis 17 h (Ortszeit).
Selbst fiir Miinchen (Raisting) ist eine Verbindung zwischen
7 h 30 und 15 h Ortszeit, d. h. wéahrend 7%, h moglich.
Chabarowsk einerseits und Washington anderseits liegen
natiirlich noch viel giinstiger. Fiir die franzosische Station
Pleumeur-Bodou ist 7 = 22,99, wenn «Molnija» im Apogidum
steht, also kann auch dort noch fir einige Zeit der Kontakt
aufrechterhalten werden.

Die geraden Distanzen weichen untereinander nicht
wesentlich voneinander ab, wie Fig. 9 zeigt. Zwischen der
dritten und der zehnten Stunde nach Perigdumsdurchgang
kann vom Satelliten aus gesehen mit allen vier Stationen gleich-
zeitig gearbeitet werden.

Vom Uetliberg bei Ziirich aus erscheint « Molnija» tédglich
mittags unter einem Erhebungswinkel von 28,20 mit einer
Distanz 4 = 42 900 km.

4.4 Korrektur der Knotenabwanderung

Wie schon unter 4.2 angegeben, muss man mit einer tig-
lichen Abwanderung der Knotenlinie von — 0,146° rechnen.
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Das Apogdum wiirde dann in einem Jahr lings des 50. Breiten-
grades um etwa — 53° weglaufen. Man konnte aber die Lage
der Bahnebene dadurch stabilisieren, dass man bei jedem
Umlauf im geeigneten Moment eine Querbeschleunigung W*
durch ein Miniaturtriebwerk erzeugt (z. B. durch einen Freon-
strahl).

Es ist also:
de r

a Yup

. sin(w +v) W
sin i
bzw.
d_Q_l/z sin (@ + v) .
dt u  sini(l1 + ecosv)

Die kleinste Beschleunigung W* muss man aufwenden,
wenn man in dem Moment die Diise 6ffnet, wo

sin (w + v)

)= (1 + ecosv)

ein Maximum durchlduft. Das ist fiir die Molnija-Bahn bei
vopt = 188,250 der Fall und dann ist f(vope) = + 3,5.
Somit ist einerseits:

A 0,683 W+
dr

Anderseits erhédlt man aus GI. (15):
AQ = —295-10"8¢s"1
Die notwendige Korrekturbeschleunigung ist dann

W#* = 4321075 m s 2. Diese werde z. B. durch einen
Freonstrahl erzeugt, welcher mit

Vex = C = 150 mS_l
aus der Diise austritt. Aus der Raketengleichung

VeR— Vo=c-In (ﬂ)
mp
mo  Startmasse = mg -+ mrr
mr Raketen(=Satelliten)masse
mrr Treibstoffmasse
folgt mit Vg = 0:

. mmr
mr

=W*- At =
=432-10%ms™1

VR=c-ln(1+@)~c
MR

Die Raketenmasse scheint bei « Molnija» etwa 3 - 104 g zu
sein. Somit miisste die Treibstoffmasse mrr ~ 200 Vr sein.
Wird die Diise bei jedem Umlauf fiir die Dauer von Az = 1 s
geoffnet, so ist:

Vr=43,2-10ms1

also:

mrr = 8,64-103 g pro Umlauf
oder

mrr =17,28-10"3 g pro Tag.

Das Treibstoffgewicht (auf der Erde gemessen) ist dann
~ 0,175 g*/Tag.

Geht man nun von dem Treibstoffgewicht aus, welches der
Nachrichtensatellit «Early Bird» zwecks Korrektur seiner
Position mit sich fiihrt, namlich 4,4 kg*, und nimmt man nun
fiir «Molnija» ein Treibstoffgewicht (beim Start) von nur
1,75 kg* an, so ergibt sich, dass dieser Vorrat fiir etwa 27 Jahre
ausreichen sollte. Dies ist ein grosser Vorteil der an sich sehr
stabilen subsynchronen Bahn mit grosser Exzentrizitét.
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4.5 Bahnstorungen durch Mond und Sonne

Im erdfernsten Punkt, wo die Gravitationskraft der Erde
am kleinsten und die des Mondes am grossten sein konnte, ist
das Verhiltnis der beiden Beschleunigungen:

YErde: YMond = 2,46 * 105

Diese Abschidtzung zeigt schon, dass man den Mond als
Storkorper in erster Ndherung vernachldssigen kann. Im Ein-
zelnen sind die Beschleunigungen, welche die Erde, der
Aquatorwulst, der Mond und die Sonne erzeugen:

yErge = 57,8 cms~2 im Minimum

ywaist = 0,96 cm s~2 im Maximum

Ymona = 3,82+ 1073 cm s~2 im Maximum

Vsonne = 0,594 cm s —2

Danach mochte man zunichst versucht sein, dem Einfluss
der Sonne grosse Beachtung zu schenken. Die Sonne wirkt
aber auf die Erde im zeitlichen Mittel ebenso stark wie auf den
Satelliten, und die Bahnstorung fiir diesen relativ zur Erde ist
nur durch den mehr oder weniger grossen Abstand des Satel-
liten von der Sonne bedingt. Das ist aber im Falle der «Molnija»
nur die Schwankung von + 46300 km auf 150 Millionen km.
Man kann also die Sonne als Storkorper vernachlissigen.

4.6 Lebensdauererwartung

Zum Schluss sei noch kurz der Einfluss der Exosphire auf
die Bahn von «Molnija» betrachtet. Ausgehend von den Be-

trachtungen unter 3.2 und unter Zugrundelegung der folgenden
Annahmen:

Os=125m2 ms=30kg a=2,66-10"m
e=0741 0o=4-1012kgm=3 x =195
erhilt man Ae = — 70 m/Umlauf. Dieser Wert ist wegen der

nach dem vierten Glied abgebrochenen Reihenentwicklung um
etwa 20 9, zu giinstig. Nimmt man den wesentlich ungiinsti-
geren Wert Aa = — 100 m/Umlauf an, so werden dennoch bis
zum Erreichen der Kreisbahn nicht weniger als 540 Jahre ver-
gehen, falls nicht andere Einfliisse (Meteoriteneinschlige!) den
Absturz wesentlich beschleunigen.
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Neue elektrische Akzeleratoren im Dienste der Materialpriifung und Medizin
Von K. Kuphal, Baden

Es werden einige neue elektrische Akzeleratoren des Hoch-
volt-Energiebereiches zwischen 4 und 35 MeV beschrieben, und
zwar Neuentwicklungen der in der Materialpriifung und Me-
dizin meist benutzten Elektronenbeschleuniger «Betatron» und
«Linearbeschleuniger». Bei beiden kénnen die beschleunigten
Elektronen entweder direkt als Elektronen-Strahlung austreten
oder Rontgen-Strahlung gleicher Maximalenergie erzeugen. Fiir
die zerstorungsfreie Materialpriifung braucht man ein inten-
sives Rontgenstrahlbiindel hoher Durchdringungsfihigkeit, das
von einem kleinen Brennfleck ausgeht, um grosse Material-
dicken mit kurzer Filmbelichtungszeit zu durchstrahlen und eine
gute Fehlererkennbarkeit zu erzielen. Fiir die Strahlentherapie
benotigt man exakt ausgeblendete Rdéntgen- und Elektronen-
Strahlenbiindel geniigender Reichweite, um die Wirkung der Be-
strahlung moglichst auf den Krankheitsherd zu konzentrieren.
Die Elektronen-Strahlung bietet den Vorteil, je nach Energie
mehr oder weniger tief in den Korper einzudringen. Sie kann
dadurch die einem Krankheitsherd bestmoglich angepasste Dosis-
verteilung erzeugen.

1. Einleitung

Elektrische Akzeleratoren dienen der Erzeugung schnel-
ler geladener Teilchen, Die fiir die praktischen Anwen-
dungen heute wohl wichtigsten Partikel sind die Elektronen.
Sie verlassen den Beschleuniger entweder direkt als Elek-
tronen-Strahlung oder erzeugen in einem Target (Antika-
thode) Rontgenstrahlung. Man benutzt Elektronenbeschleu-
niger ausser zu Forschungszwecken hauptsiachlich zur zer-
storungsfreien Werkstoffpriifung und zur Strahlentherapie
in der Medizin. Fiir beide Anwendungsgebiete hat sich der
Hochvoltbereich der kinetischen Elektronen-Energie von 1
bis ca. 40 MeV als giinstig erwiesen.
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621.384.64

L’auteur décrit quelques nouveaux accélérateurs de particules
électriques pour énergies allant de 4 a 35 MeV, qui sont dérivés
des «bétatrons » et des «accélérateurs linéaires» couramment
employés en médecine et pour lessai des matériaux. Dans les
uns comme dans les autres, les électrons accélérés peuvent soit
sortir de l'appareil sous forme de radiation électronique, soit
servir a produire des rayons X de méme énergie maximale. Pour
essayer les matériaux sans les détruire il faut disposer d'un
faisceau intense de rayon X trés pénétrants et émanant d’'un foyer
concentré, afin que ces rayons puissent traverser des matériaux
épais et qu'une bréve exposition du film suffise pour faire bien
apparaitre les défauts. En radiothérapie on a besoin de faisceaux
de rayons X ou de faisceaux d’électrons diaphragmés avec préci-
sion et de portée suffisante, afin que leffet des rayons puisse
étre concentré le plus possible sur le foyer de la maladie. Les
rayons électroniques présentent l'avantage de pénétrer, selon leur
énergie, plus ou moins profondément dans le corps, ce qui permet
d’adapter le mieux possible leur dosage et leur répartition a la
partie malade.

Es sollen hier einige neue Entwicklungsstufen der beiden
wichtigsten Akzeleratoren dieser Energie, ndmlich des Be-
tatrons und des Linearbeschleunigers behandelt werden.
Beide Arten sind auf den Gebieten der Materialpriifung
und Medizin seit etwa 15 Jahren in Gebrauch. Obwohl ihre
Grundkonzeption heute zum technischen Allgemeingut ge-
hort, geht ihre Entwicklung stindig weiter. Die Ziele sind
dabei hauptsichlich hohe Betriebssicherheit und relative
Einfachheit der Mittel, verbunden mit grosser Strahlleistung
und Genauigkeit der Strahlfiihrung. Vor Beschreibung ein-
zelner Gerite und ihrer Figenschaften sei eine kurze Uber-
sicht der seitens der Materialpriifung und der Medizin zu
stellenden Anforderungen gegeben.
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