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49. Jahrgang Nr. 1 Samstag, 4. Januar 1958

BULLETIN
DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS

GEMEINSAMES PUBLIKATIONSORGAN
DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS (SEV) UND
DES VERBANDES SCHWEIZERISCHER ELEKTRIZITÄTSWERKE (VSE)

um nauan
Das Sekretariat des SEV und die Redaktion des «Bulletins» danken den

Verfassern von Aufsätzen, Referaten und Mitteilungen aller Art für ihre
Mitarbeit im zu Ende gegangenen Jahre. Ihnen, sowie den Mitgliedern und
Abonnenten entbieten wir die besten Wünsche zum neuen Jahre.

^a/tta

Stossvorgänge in zwei elektromagnetisch gekoppelten Spulen
Von B. Heller, Prag

621.314.21.045 : 621.318.4.015.33

In vorliegender Arbeit werden die Stosserscheinungen in
zwei elektrisch und magnetisch gekoppelten Spulen bei
Berücksichtigung der gegenseitigen Induktivität sowohl zwischen
den verschiedenen Windungen, welche ein und derselben
Spule angehören, als auch zwischen Windungen, welche
verschiedenen Spulen angehören, behandelt. Die Lösung führt
auf stehende Wellen, wobei einem vorgegebenen Wert der
zeitlichen Kreisfrequenz sowohl harmonische, als auch
hyperbolische Funktionen des Ortes zugeordnet sind. Die weitere
Untersuchung ivird gesondert für den Fall der kurzen und der
langen Spulen durchgeführt. Weiter werden die räumlichen
Eigenwerte für einige technisch wichtige Spülenanordnungen
berechnet, ivobei für Grosstransformatoren die für die langen
Spulen erhaltenen Ergebnisse gelten. Für die Stosserscheinungen

in Grosstransformatoren gilt weiter, dass bei diesen im
Spektrum der räumlichen Eigenfrequenzen zwei einander
zugeordnete Gruppen von Eigenfrequenzen auftreten, zwischen
denen ein konstantes Verhältnis besteht. Dabei ist die
niedrigste Eigenfrequenz der einen Gruppe nur wenig verschieden

von der Eigenfrequenz der gestossenen Wicklung für sich
allein (ohne Sekundärwicklung). Allgemein erscheinen bei
zwei Spulen mit gleichen Randbedingungen nur die
entsprechenden Eigenfrequenzen einer einzigen Spule, während dann,
wenn die Randbedingungen für jede der beiden Spulen
verschieden sind, eine solche Verstimmung der Eigenfrequenzen
der gestossenen Spule eintritt, dass die entsprechenden
Eigenfunktionen gleichzeitig alle Randbedingungen beider Spulen
erfüllen können.

L'auteur traite des phénomènes oscillatoires dans deux
bobines couplées électriquement et magnétiquement, compte
tenu de l'induction mutuelle entre différentes spires d'une
seule et même bobine, ainsi qu'entre spires de bobines
différentes. La solution conduit à des ondes stationnaires et, à

chaque valeur de la pulsation, correspondent une fonction
harmonique et une fonction hyperbolique de lieu. L'auteur
examine ensuite le cas des bobines longues et des bobines
courtes, puis des fréquences propres sont calculées pour quelques

dispositions de bobines importantes en technique. Les
résultats obtenus pour les bobines longues sont applicables
aux transformateurs de grande puissance. En ce qui concerne
les phénomènes oscillatoires dans ces transformateurs, on a

affaire à deux groupes de fréquences propres, entre lesquelles
existe une relation constante. La fréquence propre la plus basse
d'un groupe ne diffère que peu de celle du seul enroulement
primaire impulsé (sans l'enroulement secondaire). En général,
dans le cas de deux bobines dont les conditions aux limites
sont identiques, n'interviennent que des fréquences propres
correspondant à une seule bobine, tandis que, lorsque les
conditions aux limites sont différentes pour chaque bobine, la
répartition des fréquences propres de la bobine impulsée est
telle, que les fréquences propres respectives satisfont
simultanément à toutes les conditions aux limites des deux bobines.

1. Einleitung
Stosserscheinungen in zwei elektrisch und magnetisch

gekoppelten Spulen sind schwierig zu
untersuchen, da jede Spule für sich eine Anordnung mit
verteilter Induktivität und Kapazität darstellt, wobei

sich die Ausgleichsvorgänge längs beider Spulen
infolge der gegenseitigen Induktivität und Kapazität
beeinflussen.

In vorliegender Arbeit sollen die in dieser Anordnung

auftretenden Ausgleichsvorgänge berechnet
werden, welche den Übergang von der sofort nach
Auftreten des Spannungsstosses sich einstellenden
kapazitiven Anfangsverteilung der Spannung zur
quasistationären Endverteilung der Spannung, welche

bei Rechteckstoss nur von den Induktivitäten
abhängt, vermitteln.

1
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2. Der Übergangsvorgang

Das Schema, welches der Untersuchung der
Ubergangsvorgänge in zwei elektromagnetisch
gekoppelten Spulen zu Grunde gelegt wird, ist in Fig. 1

dargestellt. Hier bedeutet Ci die Erdkapazität der
Spule 1, Ki ihre Windungskapazität, C2 die
Erdkapazität der Spule 2, K2 die Windungskapazität
der Spule 2, C12 die gegenseitige Kapazität zwischen
beiden Spulen, wobei alle diese Grössen auf die
Längeneinheit in achsialer Richtung bezogen sind.
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Schema zur Untersuchung der Stossvorgänge in zwei
elektromagnetisch gekoppelten Spulen

C, Erdkapazität der Spule 1, bezogen auf die Längeneinheit in
achsialer Richtung; C2 Erdkapazität der Spule 2, bezogen auf

die Längeneinheit in achsialer Richtung
Weitere Bezeichnungen siehe im Text

Es gilt für die räumliche Änderung des Stromes 0
in der Spule 1 :

Sil

ix
— Ci

Ölt 1

it
Cl2 i(u i— u2)

it
Ki

S3 U1

S»2 it
(1)

und analog für den Strom i2 der zweiten Spule:

St2 r iU2 n S (u2 — ui) v ö3 u2— — c2 '-12 r tv2
ix it it ix2 it

(2)

Darin bedeuten: in, u2 die Spannungen bzw. ii,
i2 die Ströme am Ort x der ersten, bzw. der zweiten
Spule, gemessen in Richtung der Spulenachse.

Weiter gilt für das räumliche Spannungsgefälle
an der Stelle x längs beider Spulen:

iu i
ix
iU2

ix

—JVi

N2-

i&i
it

i02
it

(3)

(4)

Darin bedeuten : 0i der mit einer Windung am
Ort x der ersten Spule verkettete gesamte magnetische

Fluss; <Z>2 der mit einer Windung am Ort x der
zweiten Spule verkettete gesamte magnetische
Fluss; Ni die Windungszahl pro Längeeinheit der
ersten Spule und iV2 die Windungszahl pro Längeeinheit

der zweiten Spule.

Ferner soll die achsiale Länge l beider Spulen
gleich eins gesetzt werden. Dann gilt für 0\ :

i l

01 /(Vi Mi (x, £) ii (f) d| + /JV2 Mi2 (x, £) i2 (£) df
(5)

Darin bedeutet der erste Summand jenen Teil
von 0i, welcher nur durch den Strominhalt der
ersten Spule verursacht ist, während der zweite
Summand jenen Teil von <Z>i darstellt, welcher durch
den Strominhalt der zweiten Spule erregt ist.
Mi (xi, f) ist derKoeffizient der gegenseitigen Induktivität

zwischen zwei Spulenelementen der ersten
Spule, welche sich an den Stellen x und f befinden,
während Mj2 (xi, |) den Koeffizienten der gegenseitigen

Induktivität zwischen dem an der Stelle x
befindlichen Spulenelement der ersten Spule und dem
an der Stelle f befindlichen Element der zweiten
Spule darstellt.

Entsprechend gilt für den resultierenden magnetischen

Fluss 02 am Ort x der zweiten Spule :

l l
02 =J.JV2M2(«, I) i2(f) d£ +/Ni Mi2(x, f) 0 (f) df

0 0 (6)

Für die verschiedenen Wicklungsanordnungen in
Luft und auf einem magnetisch abgeschirmten
Eisenkern gilt in guter Näherung eine exponentielle
Abhängigkeit der Koeffizienten Mi, M2, Mj2 in
Funktion des Abstandes j x — £ j :

M M0e^A|*~êi (7)

Damit geht Gl. (5) über in folgende Form:

0i=NiMw\fe f)ii(|)d|+/e^ 4-

+ N2Mo Je "(X_l)i:2(|)d£+fe X)i2(Ç) df
0 *

(8)

Darin bedeuten M10 den Koeffizienten der
Selbstinduktivität einer Windung der Spule 1 und Mo den
Koeffizienten der gegenseitigen Induktivität
zwischen einer Windung der Spule und einer in
derselben Ebene liegenden Windung der Spule 2.

Durch doppelte Differentiation von Gl. (8) erhält
man:

i2 01

ix2

und analog:

i202

X20i — 2 À (Ni Mio 0 + N2 Mo i2) (9)

ix2
l2 02 — 2 X (iV2 M20 i2 -j- N1 Mq ii) (10)

Die Gl. (1)...(4), (9) und (10) bilden ein System
simultaner Differentialgleichungen der Veränderlichen

u, i, 0. Aus ihnen folgen durch entsprechende
Elimination und Umformung z. B. für 0 folgende
zwei Differentialgleichungen :



Bull. Ass. suisse électr. t. 49(1958), n°l 3

N C + Ci2
7>2(Ni0I~N202) _ Ki N1*4 0!

Mo

3t2

34<Z>2

s»4

3t2

- m2o
ô4^i
3x4

- A2 (Vi 3202

3*2

S*2 3f2

3201
-M20

3ac2

2 TV, A (M10 M20 —Mo2)

M,

3«2

a4^i
3a:4

-M-10

(H)

iy23402
_

3i2 3a;2 M2
S.C.Î* + C12^5ç^-K2

Sx4 3a;2 3a;2

2 iV2 A (Mio M20 — M02)
(12)

Wird die Lösung dieser Gleichungen in der Form
angesetzt:

_ ja* ja>I
01 Fi e e

rh TV >XX >ml0 -2 F2 e e

(Fl, Amplituden)

(13)

(14)

so stellen diese Beziehungen physikalisch ein System
stehender Wellen längs beider Spulen mit der räumlichen

Kreisfrequenz tx und der zeitlichen Kreisfrequenz

00 dar.

Damit folgt für das Amplitudenverhältnis F±jF2
einander entsprechender Wellen:

— (a2 + A2) — 2(v2
Mo

1) A Ni N2 co2 C12

Mo2
«4 (oc2 + A2)2 — 2(v2 —1) A co2 («2 + A2)

xc
Mo

(C2 + C12) N22 + (Ci + C12) iVi2

+ 4 (*2—1)2 iVi21V22 to4 A2 (Cl + C12) (C2 + C12)

(18)
oder gekürzt:

eu4 A co2 B
«4 («2 + A2)2

+
«2 (Ä2 _|_ }2)

(19)

mit

A 4 (v2 —l)2 W12 1V22 A2 [Ci C2 + Ct + C2] (20)

A
B 2 (v2 — 1)

Mo
• (2 C12 iVi iV2- v [(C2 + C12) iV22 + (Ci + C12) iVx2] j

(21)

(22)
Mo

Durch Auflösung von Gl. (17) nach co2 folgt:

hco2 — x2 (x2 -j- A2)
— B
'
2~Ä +

B2

4M2
C

A (23)

Fi _ M0 <x2 (x2 + A2) — 2 (Mio M20 — M02) A Ni 1V2 co2 C12

F2
~

M20 «2 («2 + A2) — 2 (Mio M20 — M02) A IV12 co2 (Ci + C12 + Ki x2)

Fi Mio (&^ ~~h A2) — 2 (Mio M20 — Mo2) A iV22 co2 (C2 -f- C12 -f- i^2 ^)
F2 Mo &2 (&2 -f- A2) — 2 (Mio M20 — Mo2) A iVi iV2 co2 C12

(15)

(16)

Die weitere Untersuchung soll für lange Wellen
durchgeführt werden, für welche die Ungleichung
Kx21(C -f- Ci2) <C 1 erfüllt ist. Dann können in obigen

Gleichungen die Glieder Kx2 vernachlässigt
werden. Werden weiter in den Gl. (13) und (14) die
Streukoeffizienten v\ Mio/Mo, v2 M2o/Mo
eingeführt, so erhält man :

Mo
(x2 + A2) — 2 (n v2 — l)kNi N2 co2 Cia

F2 Ii
Mo

<x2(«2+A2) —2(ri fa — 1)A Ni2 co2(Ci-\-Ci2)

°1
Mo

x2 (x2 + A2) —2 (vi v2 — 1) A N22 w2 (C2 + C12)

(oc2 + A2) — 2 (vi v2 — 1) A Ni N2 (O2 C12
M0

(17)

Die Streukoeffizienten vi und v2 sind nicht sehr
voneinander verschieden; es ist daher statthaft,
an Stelle von oq und a2 ihr geometrisches Mittel
v ]Jv\v2 zu setzen. Dann ist:

bzw.

mit

u>i2 x2 (x2 -|- A2) xpi

<o22 x2 (x2 -j- A2) y)2

rpi

V2

~B
i VB2 C

2 A
1

M A2 + A

— B 1/ B2 C

2 A } 4A2
1

A

(24)

(25)

(26)

Weiter folgt aus Gl. (23) für einen bestimmten Wert
von co2.

«1,2"
A2

2

A2_

4

(o^

y>i

«3,4 : Ä,22
A2

2

A2 coc

4 y2

(27)

(28)

In den Gl. (27) und (28) entsprechen dem
-(--Zeichen vor der Wurzel positive Werte von x2,
dem Zeichen dagegen negative Werte von x2. Zu
einem bestimmten Wert von co2 gehören daher vier
verschiedene Werte von «2, von denen jeweils zwei
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grösser und zwei kleiner als Null sind. Jenen
entsprechen harmonische, diesen hyperbolische
Funktionen des Ortes. Anderseits folgt aus den Gl. (24)
und (25), dass jedem Wert von x2 zwei verschiedene
Werte von co2 zugeordnet sind. Hier ist noch zu
bemerken, dass bei der einlagigen Spule zu jedem
Wert von a>2 zwei Werte von \'2 gehören und zu
jedem \2 nur ein einziger Wert von co2. Die Kopplung

mit der zweiten Spule bedingt daher eine
Verdoppelung der Frequenzen.

Sind beide Spulen symmetrisch angeordnet (Ni
i\?2 N, Ci Ci2 C2 C), so ist die rechte
Seite von Gl. (18) ein vollständiges Quadrat.

Dann geht Gl. (18) über in :

>2
x2 (a2 -j- A2)

mit
M0 2(i-+ 1) IV2 AC

1

(29)

M02{v+1)N2XC
Eine besondere Untersuchung erfordert der Fall

sehr enger magnetischer Kopplung beider Spulen
[r2lrl ^ U (l bzw. r2 bedeuten die Radien der beiden

Spulen)].
Hier gilt für den Streukoeffizienten v:

1 + e (t « 1) 1 + 2e

und damit
(v2 — l)2 an 4 £2 s» 0

Gl. (18) geht dann über in folgende Form:

2 x2 (ofi + A2)

r No Ni i2 Mo X Ne N2 [(C2 + C12) + (Ci + C12) ^ - 2 Ci2J

(30)

Im Falle sehr enger magnetischer Kopplung beider

Spulen entsprechen einem bestimmten Wert von
ai2 zwei verschiedene Werte von x2 und nicht vier.
Das System ist daher entartet.

Für das Amplitudenverhältnis rj F\/F 2
einander entsprechender Wellen längs beider Spulen
folgt durch Einsetzen von. 1 fipi, bzw. 1 hp2 für
x2 (x2 -j- A2)/co2 in Gl. (17):

971

9?2

v — 2 ipi Mq (v2 — 1) A JV22 (C2 + C12)

1 — 2 ip 1 (v2 — 1) A Ni IV2 C12 Mo

v — 2nM0 (v2 — 1) AIV22 (C2 + C12)

1 — 2 y)9 Mq (v2 — 1) A Ni N2 C12

(31)

(32)

Hier entspricht 7]i dem Amplitudenverhältnis der
zur räumlichen Kreisfrequenz 1x1,2 gehörenden Wellen

und r/2 dem Amplitudenverhältnis der zur
Kreisfrequenz ßit2 gehörenden Wellen.

Im folgenden soll noch der Fall langer und kurzer

Spulen gesondert behandelt werden. Gilt für die
ersten Werte der räumlichen Kreisfrequenz x:

A2
«1 (33)

A2
«1

so handelt es sich um eine lange Spule.
Bei der kurzen Spule gilt die Näherung:

Ä2 -j- A2 «2

(34)

(35)

Dann vereinfachen sich die Gl. (24) und (25) zu:

(36)co2 x4 tpi ß2 y)2

und daraus :

2 1=1 Wi
(37)

<*3,4
2 ßl.22

CO

JÄ/-2

Bei der kurzen Spule sind daher wie vorher jedem
Wert von co2 vier Werte von v2 zugeordnet, wobei
jeweils zwei x2 den gleichen Absolutwert besitzen.

Für die lange Spule kann folgende Näherung
angesetzt werden :

x2 -j- A2 s« A2

Damit gehen die Gl. (24) und (25) über in :

ft>2 Ä2 _ ß2 )2 y2

(38)

so soll im folgenden die Spule als kurze Spule
bezeichnet werden. Ist dagegen:

(39)

Das bedeutet, dass hier jedem Wert von co2 nur
zwei Werte von x2 zugeordnet sind. Die Anordnung
zweier langer Spulen stellt daher ein entartetes
System dar.

Bei zwei Spulen in Luft sind diese als lang
oder kurz aufzufassen, je nachdem der Ausdruck
(1,5 Ijyri r2)2 grösser oder kleiner als x2 ist. Befinden
sich die Spulen auf einem magnetisch abgeschirmten
Eisenkern, so entsprechen die Verhältnisse der langen

oder kurzen Anordnung, je nachdem der
Ausdruck (0,95 (/(/61 h2)2 grösser oder kleiner als x2 ist
(1bi und 62 bedeuten die Abstände vom Kern, bzw.
von der abschirmenden Wicklung).

Was die Anordnung zweier Spulen, welche sich
auf einem magnetisch nicht abgeschirmten Eisenkern

befinden, anbelangt, so gilt hier A < 1, was
einer engen magnetischen Kopplung auch zwischen
weit entfernten Windungen beider Spulen entspricht.
Hier genügt es, den gemeinsamen Fluss im Eisenkern,

welcher mit allen Windungen beider Spulen
verkettet ist, und die Streuflüsse, welche nur mit den
einzelnen Windungen verkettet sind, zu
berücksichtigen. Dies führt aber zu den gleichen
Vereinfachungen, welche die Autoren der Arbeiten [2 ; 5]
vornahmen. Deshalb soll hier die Anordnung zweier
Spulen auf einem gemeinsamen Eisenkern nicht
weiter behandelt werden.

Grosstransformatoren, bei welchen der Eisenkern
durch eine dritte Wicklung abgeschirmt ist,
entsprechen einer Anordnung zweier langer Spulen.

3. Die Berechnung der räumlichen Eigenfrequenzen

Wie erwähnt, entsprechen einem bestimmten
Wert von o> der zeitlichen Kreisfrequenz nach den
Gl. (27) und (28) vier verschiedene Werte von x2
der räumlichen Kreisfrequenz, wenn es sich um ien
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nicht entartetes System handelt. Yon diesen sind
jeweils zwei grösser und zwei kleiner als Null. Das
bedeutet aber, dass in den Ausdrücken für Strom oder
Spannung in jeder der beiden Spulen acht Konstanten

auftreten. Die Analyse einer gegebenen
Spulenanordnung führt daher auf die Berechnung von 16

Konstanten, was praktisch ohne die Benützung von
elektrischen Rechenmaschinen kaum durchführbar
ist [3]. Um den Rechnungsgang zu vereinfachen,
sind im Folgenden nur diejenigen a2 berücksichtigt,
welche grösser als null sind. Ihnen entsprechen
harmonische Funktionen des Ortes. Die hyperbolischen
Funktionen, welche den negativen Werten von <x2

zugeordnet sind, wurden vernachlässigt. Dieser
Vorgang ermöglicht, die Randbedingungen der
vorgegebenen Spulenanordnung zu erfüllen. Nicht erfüllt
sind die Identitäten, welche aus den
Integralgleichungen (5) und (6) folgen.

Für die freien Schwingungen von Spannung und
Strom längs beider Spulen gelten folgende
Beziehungen :

Mi =2 (-4 in sin ccn x -j- Bin cos <xn x -j- Pln sin ßnx +
Tl

+ R\n cos ßn x) cos a>n t (40)

"2 2 (^2re sin ocnx-\- Bzn cos ocnx-\-P2n sin ßnxJr
n

+ R-zn cos ßn x) cos ojn t (41)

il I
In

Ain Rln • |cos <xn x sin an x +
(Xn OCn

R In

i / ^-2n
|

&2n •

+ cos ocn x -| sin ocn x
\ ocn ocn

4" sin ßn X Ci2
ßn

sinßnx] (Ci 4- Ci2) +

P'lr

ßn
COS ßnX-\-

a>n sin ojn t (42)

12 D ^2n n • 1

cos ocn x sin ocn x +
i%n ocn

R2nP2n pcos pnx-

siln Bin -
cos ocn x -j sin ocn x -

\ OCfi ocn

sin ßnx)(C2 + C12)

In
cos ßn x 4"

R In sin ßn x I C12 wn sin ü)n t (43)

Hier bedeuten: ocn, ßn die zur zeitlichen Kreis-
frequenz mn zugehörigen Werte der räumlichen
Kreisfrequenz, Am, Bim Pim Bin die Amplituden der
entsprechenden räumlichen Harmonischen der ersten
Spule, Aom B%n, Pom Rm die Amplituden der
entsprechenden räumlichen Harmonischen der zweiten
Spule.

Weiter ist :

_4i
A 2

m (44)

£1

B2

Pl
p2

Äi_
B2

t/i

v2

V2

(45)

(46)

(47)

Daraus folgt, dass sich in den Ausdrücken für
Spannung und Strom die einzelnen zeitlichen
Teilschwingungen überlagern. Daher muss jede
Teilschwingung für sich allein die gegebenen
Randbedingungen erfüllen.

Für das Spannungsverhältnis der zu einem
bestimmten Wert von eo gehörenden Teilschwingungen

ui (x) und u2 (x) an Stellen gleicher Höhe (gleiches

x) längs beider Spulen gilt nach den Gl. (40)
und (41):

j. _ Ml _

A\ sin « x- B± cos« x+ Pi sin / Ricos1
Ai ,B1 Pi
— sm ocx 4- — cos oc x -| sin /
m m m

Pi
X -\ COS I

V2

(48)

Wie man sieht, ist f eine Funktion sowohl von
ipi, y>%, als auch der Koordinate x und kann grösser
oder kleiner als das Verhältnis der Windungszahlen
sein. Die freien Schwingungen der Spannung
transformieren sich daher im allgemeinen nicht im
Verhältnis der Windungszahlen.

Im weitern sollen die Eigenwerte für einige
technisch wichtige Spulenanordnungen bestimmt werden.

Fig. 2

Schema zur Untersuchung des Ubergangsvorganges

bei Stoss auf die geerdete
Spule I bei einpolig geerdeter Spule II

x laufende Veränderliche des Ortes,

gemessen in Richtung der Spulenachsen
beider Spulenx SCV25662

a) Die gestossene Spule ist geerdet, die zweite ist an einem
Ende geerdet und am anderen Ende offen (Fig. 2).
Hier gelten folgende Randbedingungen:

"1(0) 0, ui(1)=
"2 (1) 0, i2 (0)

Spule I
Spule II
Auf Grund der Gl. (40)...(43) ist:

ßi 4 «i 0

A\ sin a + ßi cos a 4 Ei sin ß 4 Ei cos ß 0

Az sin a + Bo cos tv + Po sin ß Ro cos ß 0

M) (C2 4 C12) M) C12 — 0

(49)

(50)

(51)

(52)

Da die rechte Seite des Gleichungssystemes (49)...(52) gleich
null ist, muss, falls das System nichttriviale Lösungen für
A, B, P, E besitzen soll, dessen Determinante verschwinden.
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Damit erhält man unter Berücksichtigung der Gl. (44)...(47)
folgende Beziehung zwischen den räumlichen Kreisfrequenzen
a. und 0, welche zum gleichen Wert von co gehören:

a tg a
C2 + C12

12
C12i) =ß*gß

Cz + C12

Ii
C12 (53)

Weiter besteht zwischen rx und ß nach den Gl. (27) und (28)
folgende Beziehung:

a2 (<x2 + A2)

02 (02 +A2)
y>2 1

y> < 1

Vi Wo
(54)

Die weitere Berechnung soll für die Anordnung langer
Spulen durchgeführt werden, da diese dem praktisch wichtigen
Fall des Grosstransformators mit durch eine dritte Wicklung
magnetisch abgeschirmten Eisenkern entspricht. Hier gilt nach
Gl. (39):

a2 (a2 + A2) a2 y>2 1

Viß2 (02 + A2) 02 A A <55)
Wo

ß_
]/wo

(56)

Damit geht Gl. (53) über in folgende Form:

C2 + C12 „
a D12 -.
ß 12

j/yiJJ C2 + Cl2 „ J/y,0
tgß tg

11

W.'W. <5"

Wie eine eingehende Analyse zeigt, ist m immer negativ.
Die Auflösung der transzendenten Gl. (57) wird am einfachsten

auf graphischem Weg durchgeführt. In Fig. 3 ist sowohl
die Funktion tgß, als auch der Verlauf der Funktion

m ß
—j= tg -7=-
VWo \Wo

(gestrichelt) eingetragen. Die Funktion tg0/j/vö besitzt
Nullstellen für alle ß — n tc |/'/'o (n 1, 2,...) und wird unendlich
für alle ß nn/2 \Jy0 (n 1, 3, 5...). Die Abszissen der

SEV2SE63

Fig. 3

Zur graphischen Autlösung von Gl. (57)

m ß
teß= Wo

S
Wo

Bezeichnungen siehe im Text

Schnittpunkte beider Kurven sind dann die gesuchten Wurzeln

der transzendenten Gl. (57). Für die ersten zwei
Frequenzen gilt:

• < /9l < 7t, 7t < 02 <
3 7t

2

Bei Grosstransformatoren, besonders bei einem Windungszahlverhältnis

JVi/IVa 1, ist die Grösse y>o vi/vs ^:> ' Weiter
ist die Grösse m 1. Daher hat die Funktion

m ß
tg —-—

Wo Vwo

im Bereich 0 bis (7t + s) einen sehr flachen Verlauf, so dass als
erste Wurzel der räumlichen Eigenfrequenz 0i œ 7t erscheint.

Für das Verhältnis einander entsprechender Spannungen
an Stellen gleicher Höhe längs beider Spulen gilt hier nach
Gl. (48):

c- Ml

"2

A% sin otx B1 cos rx x + Pi sin ß x — Bi cos j

Al
11

A
11

pI
12

A
12

Dieser Ausdruck entspricht keinem konstanten
Übersetzungsverhältnis. Zur Nachprüfung wurde bei zwei konzentrischen

Zylinderspulen in der Schaltung nach Fig. 2 die eine
mit der Welle 1 | 50 pts gestossen. An beiden Spulen wurde die
Spannung gegen Erde der 50-%-Anzapfung Oszillographien
(Fig. 4). Wie aus den Oszillogrammen zu ersehen ist, sind die
Amplituden der Schwingung von der Grundfrequenz für beide

Spulen ganz verschieden, trotzdem
das Windungszahlverhältnis gleich
eins war. Die Daten der Spulen
waren: l 470 mm, N 350.
Durchmesser der ersten Spule
350 mm, Durchmesser der zweiten

Spule 380 mm.

Fig. 4

Spannungsoszillogramm der 50-%-
Anzapfung an der gestossenen

Spule I (a) bzw. der Spule II (b)
Spulenanordnung nach Fig. 2

Auf den Umstand, dass das Amplitudenverhältnis der
freien Spannungsschwingungen nicht gleich dem Verhältnis
der Windungszahlen ist, hat für den Fall der geerdeten Spule I
und offenen Spule II auch Veverka aufmerksam gemacht [5].

b) Die gestossene Spule ist geerdet, die zweite ist an beiden
Enden geerdet (Fig. 5). Hier gelten folgende Randbedingungen :

ui (0) 0

«2 (0) 0

1 IT

ui (1) 0

u2(l) 0

Fig. 5

Schema zur Untersuchung des
Ubergangsvorganges bei Stoss auf
die geerdete Spule I bei an beiden

Enden geerdeter Spule II
Weitere Bezeichnung siehe Fig. 2

x laufende Veränderliche des
Ortes, gemessen in Richtung der

Spulenachsen beider Spulen

— SBV25865

Dem entspricht auf Grund der Gl. (40)...(43):

B1 + Ri 0 (58)

A\ sin oc -\- Bi cos <x + Pi sin ß R± cos ß 0 (59)

#2 ~f~ R% o (60)

A2 sin oc + B2 cos oc -j- P2 sin ß + R2 cos ß 0 (61)

Aus Gl. (60) folgt bei Berücksichtigung der Gl. (44)...(47):

0 (62)
Bi Ri

Ii 12

Gl. (58) und (62) sind gleichzeitig nur erfüllbar, wenn gilt:

Bi 0, Bi 0 (63)

Dann reduzieren sieh Gl. (59) und (61) auf :

A\ sin lx + Pi sin 0 0 (64)
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Ai Pi
sm « H sin p 0

11 12
(65)

Dieses Gleichungssystem ist erfüllt, wenn:

a n7T (n 1, 2, 3...) (66)

Pi 0 (67)

gesetzt wird. Für die Spannungen ui und «2 längs beider
Spulen gilt dann :

«l — Ai sin « x cos co t,

Ar
«2 sin a x cos co t

11

(68)

Daraus folgt für das Verhältnis £ einander entsprechender
Spannungen an Stellen gleicher Höhe x beider Spulen:

c _«1_
«2

11 (69)

Ist die Sekundärwicklung kurzgeschlossen, so ist das
Spannungsverhältnis £ unabhängig von der Koordinate x und gleich
>]!. Die Grösse rji tritt hier an die Stelle des Windungszahlverhältnisses

für alle Spannungsharmonischen, bei welchen die
Vernachlässigung der Windungskapazität zulässig ist. Auch
dieses Ergebnis wurde vom Autor experimentell bestätigt.

Aus diesen Ausführungen ist zu ersehen, dass bei Stoss auf
eine geerdete Primärwicklung diese unabhängig von der Schaltung

der Sekundärwicklung räumlich in Vielfachen von 7t

schwingt.

Fig. 6

Schema zur Untersuchung des

Ubergangsvorganges bei Stoss auf
die offene Spule I bei an beiden

Enden geerdeter Spule II
Weitere Bezeichnung siehe Fig. 2

X
c) Die gestossene Primärspule ist offen, die zweite Spule ist

an beiden Enden geerdet (Fig. 6). Hier gelten folgende
Randbedingungen :

"l (0) 0 ii (1) 0

"2 (0) 0 «2 (1) 0

Aus diesen Gleichungen folgt analog wie vorher:

Bi — f?i — 0, f?2 — R2 — 0

und:

/At

Ii
Pi
12

10 0

P1
COS«H X- COS

a ß ßj (Ci + C12)

(A1— cosa-
\1i« 12 ß

./») C12 0

(70)

(71)

(72)

Daraus erhält man folgende Beziehungsgleichung zwischen
« und ß:

ßtgß atgoi
12 (C1 + C12) — C12

Ii (Ct + Ct2> — C12

Für die Anordnung langer Spulen gilt nach Gl. (56) :

(73)

a —~r Damit geht Gl. (73) über in:
Vvo

tgß tg
12 (Cl + C12) — C12 tgß mi

]/ipo I1 Yy>0 fVo Yy>0
(74)

Die Wurzeln dieser transzendenten Gleichung sind die
Schnittpunkte der Funktion y — tg ß und y tg ß/]/if>o- Die
graphische Konstruktion ist entsprechend Fig. 3 durchzuführen.

Hier gilt für die erste Wurzel ßi : ru/2 < ßi < Was die
Verhältnisse bei Grosstransformatoren mit N1/N2 1

anbelangt, ist bei diesen y>o 1 und miß/tpä ebenfalls viel grösser
als eins. Die erste Wurzel liegt hier in der Umgebung von
7r/2 (ßi n/2 + El, £ 1).

Wird die magnetische Kopplung zwischen beiden Spulen
stetig von null bis unendlich geändert, so ändert sich die
Grösse von y>o ebenfalls stetig von eins bis unendlich. Wie aus
der graphischen Konstruktion (Fig. 3) zu ersehen ist, hat dies
eine Verschiebung der ersten Wurzel ßi von ßi tt/2 (unendlich

lose Kopplung) bis ßi — n (unendlich starre Kopplung)
zur Folge. Dieses Resultat wurde experimentell bestätigt [3].

d) Die gestossene Primärspule ist offen, die zweite Spule ist
einpolig offen (Fig. 7).

Fig. 7

Schema zur Untersuchung des

Übergangsvorganges bei Stoss auf
die offenen Spulen I und II

Weitere Bezeichnung siehe Fig. 2

Hier gelten folgende Randbedingungen:

m (0) 0 h (l)
«2 (0) 0 i2 (1)

Aus diesen Gleichungen folgt:

Bi — Hi 0, B2 — R2 — 9

Al Pi À ,r, /Ag

(75)

COS«H—y~ COS
« ß

A2 P2

/s)(Ci+Ci2)-(-
j°2
— cos ßj Cl2=0

(76)

0cosa+ cos(Sj (C2 + C12) — cos«+ ~~cosßj Ci2=

(77)

Die Gl. (76) und (77) werden erfüllt, wenn für « rr/2,
Pl P2 — 0 gesetzt werden.

Handelt es sich um eine Anordnung kurzer Spulen, so bleiben

alle früher abgeleiteten Ergebnisse gültig, nur ist in allen
4

Formeln an Stelle von ]/y>o der Ausdruck (Ä/'o zu setzen.

Aus all dem ist zu ersehen, dass bei Anordnungen
mit gleichen Randbedingungen nur die entsprechenden

Eigenfrequenzen einer einzigen Spule auftreten.
Hier tritt bei Gegenwart der zweiten Spule keine
Änderung der Eigenfrequenz auf. Sind dagegen die
Randbedingungen für jede der beiden Spulen
verschieden, findet eine solche Verstimmung der
Eigenfrequenzen statt, dass die entsprechenden
Eigenfunktionen simultan alle auftretenden Randbedingungen

beider Spulen erfüllen können.
Was die Verhältnisse bei Grosstransformatoren

mit durch eine dritte Wicklung magnetisch
abgeschirmtem Eisenkern anbelangt, folgt aus einer vom
Autor durchgeführten Untersuchung [4] und den
Ergebnissen der vorliegenden Arbeit, dass bei diesen
im Spektrum der räumlichen Eigenfrequenzen zwei
Gruppen « und ß auftreten, zwischen denen ein
konstantes Verhältnis besteht (<% ß |/ /tpi). Dabei
gilt für den niedrigsten Eigenwert der //-Gruppe,
welcher einer langwelligen Harmonischen entspricht,
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dass dieser nur wenig verschieden ist vom ersten
Eigenwert der gestossenen Wicklung für sich allein
(ohne Sekundärwicklung). Es gilt daher angenähert
ßl fix ~)2 für die Wicklung mit offenem Ende und
ßl fix 7T für die Wicklung mit geerdetem Ende.

Was die Berechnung der Amplituden der Eigen-
funktionen anbelangt, soll auf die Arbeit [4]
verwiesen werden.
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Unfallgefahr sich bei Dunkelheit erhöht, da die
Verkehrsverhältnisse hei Tag und bei Nacht sehr
verschieden sind. Ein holländischer Fachmann [1]
hat nacli einem gründlichen Studium der Unfälle in
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Zeit Verkehr
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Unfälle
%
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Arbeitszeiten und der geographischen Breite eine
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Gemäss Erhebungen des Eidg. Oberbauinspek-
torates beträgt der Verkehr auf unsern Hauptstrassen

zwischen 21.00 und 07.00 Uhr nur ca. 13 °/o des
totalen Verkehrs während 24 Stunden. Unter Ein-
rechnung der kurzen Wintertage wäre der Anteil
des Verkehrs, der sich effektiv bei Dunkelheit
abwickelt, etwas grösser.
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La première partie de l'article fait état de recherches sur
les proportions, la répartition et la gravité des accidents
nocturnes de la circulation routière. H en découle d'utiles constatations

concernant la nécessité d'éclairer certains tronçons ou
points particuliers du réseau routier. Dans la deuxième partie
il est démontré, d'après des résultats d'enquêtes menées en
Suisse et à l'étranger, que l'installation d'un bon éclairage
public provoque un accroissement de la sécurité du trafic.

Wie steht es mit den Nachtunfällen auf dem
schweizerischen Strassennetz Die Prüfung von 2500
Polizeirapporten ergab die in Tabelle II enthaltenen

Resultate. Man sieht daraus, dass etwa ein Drittel
der Unfälle bei Nacht passieren. Dieses Verhältnis
variiert beträchtlich, je nach Art der Unfälle.

Bei Dunkelheit vermehren sich speziell die Unfälle
durch Kollisionen mit festen Hindernissen,
stationierten Fahrzeugen, mit Tieren und Fussgängern.
Auch in Frankreich [2] schätzt man den Anteil
der Nachtunfälle auf ca. 30 °/o.

Verteilung von Unfällen verschiedener Art bei Tageslicht, bei
Dunkelheit und bei Dämmerung in der Schweiz

Tabelle II
bei bei bei

Unfallarten Tageslicht
%

Dämmerung
%

Dunkelheit
%

Total Unfälle ca. 63 4 33

Zusammenstösse von
Fahrzeugen ca. 74 5 21

Anprall an feststehende
Objekte ca. 31 3 66

Anprall an stationierte
Fahrzeuge ca. 43 11 46

Sturz von Fahrzeugen
infolge Schleudern oder
Abweichen von der
Fahrbahn ca. 58 4 38

Anfahren oder Uberfahren
von Fussgängern ca. 52 5 43

Anfahren oder Überfahren
von Tieren ca. 38 7 55

Andere ca. 80 — 20

Eine Untersuchung des Eidg. Statistischen Amtes
über die tödlichen Unfälle im Jahre 1956 (994
Unfälle) gibt ein Bild über die Schwere der Tagesund

Nachtunfälle. Die Proportionen sind ähnlich
denjenigen der Gesamtunfälle. Die Verhältniszah-

UnfallVerhütung und öffentliche Beleuchtung
Von P.Borel, Bern
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