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Mathematische Statistik und Tarifwesen I

Von Ch. Morel, Feldmeilen

In diesem Aufsatz werden die Grundbegriffe der mathe-
matischen Statistik, Mittelwerte, Streuung, Abhingigkeit und
Verteilung, erliutert und ihre Zusammenhiinge an Hand eines
numerischen Beispiels aus dem Tarifwesen anschaulich und
allgemein verstindlich dargestellt. Diese Studie ist vor allem
fiir diejenigen Leute aus dem Betriebe bestimmt, die ihre
Kenntnisse iiber dieses Gebiet vertiefen mochten, ohne allzu
sehr auf die rein mathematische Seite des Problems einzu-
treten. Die Mannigfaltigkeit der Anwendungen der mathema-
tischen Statistik ist jedoch so gross, dass noch manch anderer
an diesen Ausfiihrungen Interesse finden diirfte.

Einleitung

Wohl kaum eines der die Elektrizitiatswerke in-
teressierenden Gebiete bedarf zu seiner griindlichen
Erfassung so sehr der modernen statistischen Me-
thoden wie dasjenige des Tarifwesens.

Unter einer Statistik stellt man sich heute land-
laufig ein Aneinanderreihen von Zahlenreihen vor,
z.B. die regelmissige Aufzeichnung der Energie-
erzeugung, des Energieverbrauches, der Einnahmen,
der Abonnentenzahl, der angeschlossenen Apparate
usw., -und die Veranschaulichung der Ergebnisse
durch graphische Darstellungen. Von diesen ein-
fachen Anfingen hat sich aber die moderne Statistik
zu einem wohl abgerundeten, selbstindigen Zweig
der mathematischen Wissenschaften entwickelt, des-
sen Methoden lehren, aus Reihen von oft schein-
bar zusammenhanglosen Erfahrungszahlen eine Ge-
setzmissigkeit herauszufinden, diese Gesetzmissig-
keit zu formulieren und sie fiir die praktischen
Bediirfnisse nutzbringend zu deuten.

Allein, die Statistik darf niemals Selbstzweck wer-
den. Sie ist ein unentbehrliches Hilfsmittel und muss
es bleiben. Wie dieses wertvolle Hilfsmittel prak-
tisch gehandhabt werden kann, soll das Folgende
an Hand von aus der Praxis herausgegriffenen Bei-
spielen zeigen.

Untersucht man z. B. den jéhrlichen Energiever-
brauch einer grossen Wohnkolonie, bestehend aus
lauter gleichen Einfamilienhéusern, deren Bewoh-
ner alle in den gleichen sozialen Verhiltnissen le-
ben, was z. B. bei der Wohnsiedlung eines grossen
Industrieunternehmens vorkommen kann, so stellt
man fest, dass selbst unter diesen Voraussetzungen
der Verbrauch der einzelnen Abnehmer starke
Schwankungen aufweist, die durch verschiedene

519.24 : 621.317.8

L’auteur explique tout d’abord les notions fondamentales
de la statistique mathématique: moyennes, dispersion, régres-
sion, corrélation et répartition, et en fait ressortir les rela-
tions a Uaide d’'un exemple numérique du domaine des traifs
d’électricité. Cette étude est "destinée en premier lieu aux
praticiens de lexploitation qui désirent approfondir leurs
connaissances en cette matiére, sans trop faire appel aux ma-
thématiques supérieures. Les possibilités d’application pra-
tique de la statistique mathématique sont toutefois si nom-
breuses dans tous les domaines, que cette étude réveillera
certainement l'intérét d’un cercle plus étendu de lecteurs.

Faktoren, z. B. die Lebensgewohnheiten, die Per-
sonenzahl, die Art, die Zahl und die Verwen-
dungshiufigkeit der vorhandenen Kleinapparate
usw., bedingt sein mégen. Diese Schwankungen sind
eine natiirliche Erscheinung, die auch bei andern
Verbrauchsgiitern, z. B. beim Wasser oder beim
Heizmaterial, auftritt. Allein mit dieser Vielfalt von
verschiedenen Einzelwerten lisst sich nicht viel an-
fangen. Es bedarf hier reprisentativer Werte, die
sich aus den Einzelwerten ableiten lassen und mit
denen man in einfacher Weise operieren kann.

Um die Entwicklung des Energieverbrauches
einer bestimmten Abnehmergruppe im Laufe der
Jahre zu verfolgen, geniigen meistens die iiber ein
Jahr sich erstreckenden Summen der Einzelver-
brauche. Sollen dagegen verschiedene Gruppen mit-
einander verglichen werden, so miissen in der Regel
Mittelwerte gebildet werden. Charakteristisch fiir
die Schwankungen der Einzelwerte innerhalb einer
Gruppe sind die Streuungsmasse.

Jede Gruppe von Einzelwerten heisst eine Sta-
tistik. Oft besteht eine Abhiingigkeit zwischen zwei
Statistiken, so z. B. zwischen dem Energieverbrauch
fiir Beleuchtung und der Wohnungsgrosse; in sol-
chen Fillen sind die gegenseitigen Beziehungen
durch die Abhingigkeitsmasse gekennzeichnet. Bei
Abhingigkeit pflegt man die Einzelwerte der einen
Statistik als Variable und die Einzelwerte der an-
deren Statistik, auf die sich die erste bezieht, als
Parameter zu bezeichnen. Im erwihnten Beispiel
ist der Energieverbrauch fiir Beleuchtung die Va-
riable und die Wohnungsgrosse der Parameter.

Mittelwerte, Streuungsmasse und Abhiingigkeits-
masse bilden zusammen die statistischen Masszah-
len.
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Da in der Regel mit Stichproben operiert wird,
weil die statistische Bearbeitung von Grundgesamt-
heiten sehr umstandlich und zeitraubend ist, miis-
sen die aus diesen Stichproben gewonnenen statisti-
schen Masszahlen auf ihre Stichhaltigkeit gepriift
werden. Die hier anzuwendenden Priifverfahren und
vor allem ihre mathematische Begriindung sind sehr
kompliziert. Niher auf diese Verfahren einzugehen,
wiirde nicht in den Rahmen dieser einfachen Studie
hineinpassen. Fiir die Praxis geniigt es vorlaufig, zu
wissen, dass der Umfang der Stichproben im Ver-
hiltnis zur Grundgesamtheit nicht zu klein sein
darf. Statistische Berechnungen miissen im Mini-
mum einige hundert Abnehmer umfassen, wenn sie
einigermassen allgemein giiltige Schlussfolgerungen
zulassen sollen.

1. Summen und Mittelwerte

Bezeichnen wir den Jahresenergieverbrauch (z. B.
fiir Beleuchtung) eines einzelnen Abnehmers mit v;,
so konnen wir fiir die Summe ¥ der Einzelwerte v;
(Gesamtverbrauch) der zu untersuchenden, N Ab-
nehmer umfassenden, Gruppe schreiben:

N

V=Yuv) (1)

i=1

Der einfachste und gebriduchlichste Mittelwert ist
der Durchschnitt (oder das arithmetische Mittel).
Er ergibt sich aus der Summe der Einzelwerte geteilt
durch ihre Zahl

;=—Z”i (2)

In den Fillen, wo die Zahl N der Einzelwerte
sehr gross ist, kann man die Rechnung mit sehr
guter Anniherung vereinfachen. Man teilt die Ein-
zelwerte in M Grossenklassen ein und ermittelt fiir
jede Klasse die Hiaufigkeit n; der Einzelwerte. Es
ergibt sich dann

Entspricht v; der Klassenmitte, so wird

M
V=Y vyn

i—1

(1a)
und

_ 1 M )
v=— Yun

N ,21 P

Beispiel:

Jahresenergieverbrauch fiir Beleuchtung und Klein-
apparate in einer Stadt (Stichprobe, 225 Abnehmer
umfassend)

Anzahl Abnehmer N

Klassenbreite w

225
20

Die tabellarische Zusammenstellung ergibt:

1) Grundsiitzlich werden hier die Summenwerte mit
grossen, die Einzelwerte und Mittelwerte mit kleinen latei-
nischen Buchstaben geschrieben.

Tabelle T
Klassenbreite | Klassenmitte | Hjytigkeit verb%ﬁa‘;l;ej eder
(20 kWh) v nj (angenéhert)
kWh kWh rWh
20... 39 30 6 180
40 ... 59 50 1 350
60... 79 70 4 280
80 ... 99 90 23 2070
100...119 110 14 1540
120...139 130 33 4290
140...159 150 25 3750
160...179 170 28 4760
180...199 190 31 5890
200...219 210 11 2310
220 ...239 230 16 3680
240...259 250 6 1500
260...279 270 7 1890
280...299 290 4 1160
300...312 310 2 620
320...339 330 2 660
340...359 350 3 1050
360...379 370 1 370
380...399 390 0 —_
400 ...419 410 1 410
420...439 430 0 —
440..459 450 0 —
460..479 470 [1} —
480 ...499 490 0 —
500...519 510 1 510
M
N =225 Vzizlv n, = 31110
B é +37270 = 165,64 kWh/Abnehmer

Es stellt sich nun die Frage, wie genau diese ver-
einfachte Durchschnittsbildung nach Formel (3) ist.

Um dies festzustellen, wurde dieses Zahlenbeispiel
auch nach Formel (2) durchgerechnet. Es ergab sich
dabei

N
V=Y v = 37293 kWh
i=1
und
v 37 293

N 225

Die Differenz der Summen betrigt 23 kWh oder
0,062 % des Sollwertes. Der angendherte Durch-
schnitt nach Formel (3) ist somit fiir praktische
Zwecke hinreichend genau.

Ist der Umfang der Statistik, bzw. der Stichprobe,
gross, so kann ohne Einbusse der Genauigkeit die
Klassenbreite noch vergréssert werden.

Sind die Daten jedes Abnehmers auf Karten ein-
getragen, so nimmt das Sortieren in Klassen, das
Abziihlen der Karten auf jedem Hiuflein und das
Ausrechnen nach TabelleI wesentlich weniger Zeit
in Anspruch, als das Zusammenzihlen aller Einzel-
werte, auch mit Hilfe einer Rechenmaschine.

Trigt man nun die Werte der Tabelle I graphisch
auf (Fig.1), den Verbrauch v als Abszisse und die
Héiufigkeit n als Ordinate, so erhilt man ein Bild
der Verteilung der Einzelwerte, bzw. ihrer Hiufig-
keit innerhalb der Statistik. Die sich ergebende Ver-
teilungskurve ist als Treppenkurve gezeichnet, um
zu dokumentieren, dass jede der eingetragenen Hiu-
figkeiten jeweilen einer ganzen Klasse, nicht einem

—165,75 kWh/Abnehmer.

Q|
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einzelnen Werte, zugeordnet ist. Vergleichshalber
ist als stetige Kurve die fiir diese Statistik ausge-
rechnete Verteilung eingetragen, d. h. diejenige, die
der GauBschen Fehlerfunktion entspricht. Die nor-
male Verteilung ist diejenige, die sich bei einer sehr

357
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grossen Zahl von rein zufilligen Einzelergebnissen
einstellen wiirde. Wie die tatsichliche mit der nor-
malen Verteilung verglichen werden kann, soll
spater gezeigt werden.

Man kann auch die Einzelwerte der Statistik der
Grosse nach ordnen, den kleinsten zuvorderst, den
grossten zuhinterst, oder umgekehrt. In der Mitte
dieser Reihe wird es einen Wert geben, der gleich
viele Einzelwerte vor, wie hinter sich hat. Dieser
Mittelwert heisst mittelster Wert oder Median-
wert m. In unserem Beispiel ist es der 113. in der
Reihe, und sein Wert betrigt m — 160 kWh.

Man kann aber auch aus der Statistik denjenigen
Wert herausgreifen, der die grosste Haufigkeit auf-
weist. Dieser Wert heisst haufigster Wert. Median-
wert und hiufigster Wert haben keine grosse prak-
tische Bedeutung. In einer normalen Verteilung sind
siec einander und dem Durchschnitt numerisch
gleich.

2. Streuungsmasse

Im Abschnitt 1 wurde festgestellt, dass in einer
Statistik (z. B. in einer Abnehmergruppe) die Ein-
zelwerte (Energieverbrauchszahlen) nicht identisch
sind, sondern mehr oder weniger von einem Mit-
telwert abweichen. Zur Erfassung dieser Abweichun-
gen bedient man sich der Streuungsmasse.

Das einfachste Streuungsmass ist die Variations-
breite, d.i. der Unterschied zwischen dem grossten
und dem kleinsten Einzelwert der Statistik. In un-
serem Beispiel betrigt der grosste Jahresenergiever-
brauch 510 kWh und der kleinste 24 kWh. Die Va-
riationsbreite betrigt demnach 510 — 24 — 486 kWh
oder, auf den Durchschnitt bezogen:

486

2D _ 3,54
165,75

d. h. sie ist rund dreieinhalbmal so gross wie der
Durchschnitt. Die Variationsbreite ist aber grossen
Zufidlligkeiten unterworfen. Zuverlissiger als diese
ist die durchschnittliche Abweichung d. Diese ist
gleich dem arithmetischen Mittel aus den absoluten
Werten der Differenzen zwischen den Einzelwerten

und einem der Mittelwerte, in der Regel dem
Durchschnitt. Thre Formel lautet

IT i:§1 /vi-;/ (4)

Fiir die volle Charakterisierung der Abweichun-
gen ist jedoch der mistleren quadratischen Abwei-
chung s der Vorzug zu geben. Sie bietet den Vorteil,
dass infolge der Quadrierung der Einzelabweichun-
gen alle zu summierenden Werte positiv werden, die
Vorzeichenfrage also wegfillt. Ferner spielt sie bei
den Abhingigkeitsmassen, bei der normalen Ver-
teilung und bei den Priifverfahren eine so hervor-
ragende Rolle, dass sich ihre Berechnung, wenn auch
etwas kompliziert, immer lohnt. Die Formel schreibt

sich
— 1 A )2 5
s = N1 iZZI(v,-—v) (5)

Es ist hier nicht méglich, auf den Grund einzuge-
hen, warum der Radikand durch (N — 1) statt durch
N getéilt werden muss. Es geniigt, darauf hinzuwei-
sen, dass dies der neueren Praxis entspricht.
Viel hdufiger wird der Quadratwert von s, also
s?, verwendet, der kurzweg Streuung genannt wird.
1 N

N I (o (6)

Um das Ausrechnen zu erleichtern, kann man diese
Formel in eine praktische Form iiberfithren. Man
rechnet den quadratischen Ausdruck aus

S2=

(vi—;)z = ’Uiz —2 'Ui’lT—I— 172

und setzt die Entwicklung in Formel (6) ein.

a= () (2 27 § oo )

Nach Formel (2) ist aber

_ ] N
v=— Y
N i;—.l i
spmit
_ _1 N _ N
NP =Nv— Y vy,=v Y
N i=1 i=1
und
R A I )
s = vi—ow
N—l i= ! i=1 !

Wie beim Durchschnitt kann man hier die Rech-
nung wesentlich vereinfachen, indem man die Ein-
zelwerte in M Klassen mit Klassenmitte v; einreiht
und fiir jede Klasse die Hiufigkeit n; ermittelt. Die
Formel fiir die Streuung lautet alsdann

1
N L = ®

In Anlehnung an die Ableitung von Formel (7) a
Formel (6) findet man leicht

N—1 (21 m v

s2 =

=

M
—v ) n;v;) 9)
j=1
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Fiir das gewihlte praktische Beispiel ist die Aus-
rechnung in Tabelle II dargestellt.

Tabelle II
unadrat
Kla_ststen- ?{lder H%uf'i;g- . ‘Gerb{{aluch V%?l?g;\?(‘;il
nl:,i e nf.ist&;eell fll Je el,"i ujasse jeder Kgasse
o} njvj
30 900 6 180 5400
50 2500 7 350 17 500
70 4900 4 280 19 600
90 8100 23 2070 186 300
110 12 100 14 1540 169 400
130 16 900 33 4290 557700
150 22 500 25 31750 562 500
170 28900 28 4760 809 200
190 36 100 31 5 890 1119 100
210 44100 11 2 310 485 100
230 52 900 16 3680 846 400
250 62 500 6 1500 375 000
270 72 900 7 1890 510 300
290 84 100 4 1160 336 400
310 46 100 2 620 192 200
33¢ | 108900 2 660 217 800
350 | 122500 3 1050 367 500
370 | 136900 1 370 136 900
390 152 100 0 — —
410 | 168100 1 410 168 100
430 | 184900 0 — -
450 | 202500 0 — —_
470 | 220900 0 — —
490 | 240100 0 — —
510 | 260100 1 510 260 100
M M
N=225 |Znj v =1 = n; v =1342500
1 1169 097
y e 9 — N il i
s T (7342500 — 6 173 403) = 592 = 5219
s = 5219 = 72,2

Zur Kontrolle wurde auch die Ausrechnung nach
Formel (7) durchgefiihrt. Sie ergibt:
N

Y v} = 7346243

i=1

_ N
v ) v, = 165,75-37293 — 6181 315
i=1

s2 = ;ﬂ (7 346 243 — 6 181 315) — 5201

s = /5201 =72

Fiir die Streuung nach Formel (9) betrigt der
Fehler gegeniiber Formel (7) 5219 — 5201 — 18
oder 0,346 % des Sollwertes, und fiir die mittlere
quadratische Abweichung 72,2 —72 — 0,2 oder
0,28 % des Sollwertes. Bezogen auf den Durch-
schnitt betrigt die mittlere quadratische Abwei-

ung _12_ = 0,435 v.
165,75
Je kleiner der Wert s ist, um so kleiner ist die
Streuung, d. h. um so enger scharen sich die Einzel-
werte um den Durchschnitt v. Im Idealfalle der
Streuung null wiirden alle Einzelwerte einander und
dem Durchschnitt gleich sein, also mit diesem zu-
sammenfallen.
3. Abhiéngigkeiten
Sehr oft kommt man in der Praxis dazu, sich zu
fragen, ob zwischen zwei statistisch erfassbaren

Grossen eine Abhingigkeit besteht. Ein Problem,
das sich im Tarifwesen stellt, ist z. B., zu wissen,
ob der Energieverbrauch der Haushaltungen fiir
Beleuchtung und Kleinapparate zu irgendeiner fiir
jeden Abonnenten charakteristischen Grésse in Be-
ziehung steht, z. B. zu der durch die Zahl oder die
Bodenfliche der Hauptriume dargestellten Woh-
nungsgrosse. -

550
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Fig. 2

Trigt man fiir die Abnehmergruppe des gewihl-
ten praktischen Beispiels den Energieverbrauch fiir
Beleuchtung in Funktion der Anzahl Hauptriume
graphisch auf, so ergeben sich die in Fig. 2 dargestell-
ten Punktschwirme, die zunichst keine strenge Ge-
setzmissigkeit erkennen lassen, ausser dass mit
zunehmender Raumzahl die Schwerpunkte der
Schwirme sich nach oben verschieben.

Um Ordnung in die Sache zu bringen, bildet man
fiir jede Gruppe der die gleiche Raumzahl aufwei-
senden Abnehmer den Durchschnitt der zugehéri-
gen einzelnen Verbrauchswerte, triigt die entspre-
chenden Punkte in Fig. 2 ein und verbindet sie mit-
einander durch gerade Striche. Der entstehende
gebrochene Linienzug stort, denn er ldsst noch keine
strenge lineare Abhingigkeit erkennen. Immerhin
verdeutlicht er schon die Tendenz des Energiever-
brauches, mit der Raumzahl zuzunehmen. Um eine
eindeutige und einfache Abhéngigkeit zwischen dem
Energieverbrauch v und der als Parameter dienen-
den Zahl p der Hauptriume (Schlafriume, Wohn-
riume, Kiiche, Badzimmer) zu finden, sucht man nun
in erster Anniherung nach der linearen Funktion
(Geraden), die sich dem Punkteschwarm, bzw. dem
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gebrochenen Linienzug am besten anpasst. Geniigt
diese Gerade, so spricht man von linearer Regression
(Abhiingigkeit) zwischen den beiden erfassten Sta-
tistiken; geniigt sie nicht, was nur durch ein kompli-
ziertes Priifverfahren festgestellt werden kann, muss
irgend eine stetige Kurve gesucht werden — nicht
lineare Regression. Erfahrungsgemiss geniigt in den
meisten Fillen die lineare Regression, so dass sie
allein hier beriicksichtigt sei.

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet:

v = a+b(p—p) (10)

Nun bestimmt man die Konstanten ¢ und b so, dass
die die Einzelwerte darstellenden Punkte (Fig. 3)
moglichst wenig um die Regressionsgerade herum
streuen.

SEVI4225
Fig. 3

Der Punkt mit den Koordinaten p und v ist der
Schwerpunkt des Schwarmes; die Gerade muss folg-
lich durch diesen Punkt gehen. Infolgedessen wird

a— v

und die Gleichung (7)
v = v+b(p—p) (11)

Die Streuung ist am kleinsten, wenn die Summe
der quadratischen Abweichungen von der Geraden
ein Minimum ist.

Die Summe der quadratischen Abweichungen

schreibt sich
N
Y (v—w))?
i=1

Nach Gleichung (11) ist aber

v/, = v+ b(p;i—p)

So wird

L (=0 = L [n—) — b (n— I

N _ _
=§1(v,—v)2 szl i—v) (p P)—}—bz;l(Pz—P)?

Um den Wert von b zu ermitteln, fiir welchen die
Summe ein Minimum wird, setzt man ihre erste Ab-

leitung nach b gleich Null.

E [gl(vt—v ] =0

oder
—2 X (v—v) (p—p)+2b % (p—p)* =0
i=1 i=
so dass
N _ -
Y. (pi—p) (v;—)
b = =1 (12)

N —
21 (pi—p)*

In Anlehnung an die Transformation von Formel (6)
in Formel (7) kann man fiir die Formel (12)
schreiben

N __ N N _ N
Z PiUi—P Z L ;1 pivi—v _glPi
b = = — = (13)
Zpi—pZ p YpP—pPYp
i=1 ' | ['— i

Der Richtungskoeffizient oder das Steigungs-
mass b der durch Gleichung (11) charakterisierten
Geraden heisst Regressionskoeffizient.

Der Regressionskoeffizient gibt an, um wieviel v’
im Mittel zunimmt, wenn p um eine Einheit wichst.

Wenn man die Formel (12) mit Z—Vl—l erweitert,
so erhiilt man
1 N _ _
N_1 Z (pi—p) (v;—0)
b = —— ':1 (12a)
— X (
N-1 ;Z_l i

Der Nenner ist nichts anderes als die Streuung s3
der Parameterwerte. In Analogie bezeichnet man
den Zihler mit s,,, so dass

1 N

Sy, = (p;— p) (v,—v) 14
= g L e a9
Man kann aber auch schreiben

1 1 N —
P e ¥ (=)
P N— glpt A N—1 iZ:I i\Pi—DP
(14a)
oder noch
1
Spy = N_1 (; pzvt—v Z pl)
1 o
— Oy — v 14b
N1 (,Z:IP’ i—P El i) (14b)

Fiir den Regressionskoeffizienten b ergibt sich die
einfache Formel

b = £y (15)

Hitten wir die Variabeln vertauscht, d.h. die Va-
riationen des Parameters p in Funktion der Va-
riabeln v untersucht, so hitten wir fiir die Regres-
sionsgerade folgende Gleichung erhalten:
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P = I_’+bp ('U'_;)
und fiir b, in der erweiterten Form von (12a)
1 ) — —
N1 L (i—P) (—)
bp = 1 N =
N-1 El(vi—v)

oder, in der vereinfachten Schreibweise von (15),

. (16)

2
S

b, =
Mit dem Index p soll hier prizisiert werden, dass
die Rollen vertauscht wurden, so dass p zur Va-
riabeln wurde. Dementsprechend miisste man fiir
den Normalfall b, schreiben. Wenn keine Ver-
wechslung méglich ist, ldasst man jedoch den Index v
weg.

Nachdem die Gleichung der Regressionsgeraden
feststeht, interessiert es, zu wissen, wie stark die
Einzelwerte von dieser Geraden streuen, d. h. in wel-
chem Masse diese Gerade im Verhiltnis zum
Punkteschwarm bestimmt ist. Als Bestimmtheits-
mass definiert man das Verhiltnis der Streuung s3/
der einzelnen Punkte v'; der Regressionsgeraden zur
Gesamtstreuung s der einzelnen Verbrauchswerte v;.
Dieses Verhiltnis gibt an, welchen Anteil die Ver-
inderung des Parameters p (Raumzahl) an der Ver-
inderung der Variabeln v (Energieverbrauch) hat.

Nach Formel (6) schreibt sich die Streuung der
Punkte der Regressionsgeraden

s = L ﬁ (v/ —v)?
Y N-1 =1 '
und diejenige der Einzelwerte
2 = 4 % (v;—v)?
v N—]. i=1 !
So wird das Bestimmtheitsmass
1 g (’U, 17)2'
2 __1 — i .
p= _ N1 5 (7
r _
v (v;—v)?
N-1 i2=:1 !
Nach Gleichung (11) ist aber
v/ —v = b(p;—p)
so dass sich fiir B ergibt:
L pi—pr
Pi—P 2
B — b Nllf; — 2% (7a)
TR RN (v,._.v)2 sv
N-1 .L;l '

Setzt man hier den Wert von b aus Formel (12) ein,
erhilt man

1 N _ _ ]2
N L, ) (4|
B=—1"5 =L ¥ — (18)
——N_1i2=l(pi—p) e 'Zzl(vi-_v)

oder nach Vereinfachung in Anlehnung an den
Uebergang von Formel (6) auf Formel (7)

N _ N
[lei vi—p Z_lvi]z

(;lpf—F b P) (Y vi-v Z_lel)

i=1

B

19

In Formel (18) ist der Nenner gleich dem Produkt
der Streuungen von p und v und der Zidhler gleich
dem Quadrat von s,, [Formel (14)]

2
B=_"m_

2 2
s s?

Nach den Formeln (15) und (16) kann man auch

schreiben

(20)

B=5b,b, (21)

Das Bestimmtheitsmass B ist also gleich dem
Produkte aus den beiden Regressionskoeffizienten
b, und b,

Wenn alle Einzelwerte v; des Punkteschwarmes
auf der Regressionsgeraden liegen, so wird ihre
Streuung s2 gleich der Streuung s?» der Punkte v/
der Regressionslinie. Man hat dann

und

Ist also die Linearitiat zwischen v und p streng, so
wird das Bestimmtheitsmass gleich 1.

Sind dagegen alle Werte von v untereinander
gleich, also auch gleich ihrem Durchschnitt v, so

besteht keine Abhéngigkeit zwischen v und p. Die
Einzelwerte liegen alle auf einer Geraden, die par-

allel zur p-Axe im Abstand v von dieser verlduft, und
deren Richtungskoeffizient b gleich 0 ist. Aus For-
mel (17a) sieht man, dass in diesem Falle auch B
gleich 0 ist.

Das Bestimmtheitsmass kann also nur zwischen
0 und 1 variieren. Ist es gleich 0, so besteht keine
Abhingigkeit; ist es gleich 1, so ist die Abhéngig-
keit streng linear.

Bekannter als das Bestimmtheitsmass, obwohl
nicht so praktisch deutbar, ist der Korrelations-
koeffizient r, dessen Beziehung zu B durch die ein-
fache Formel

r =

VB (22)

gegeben ist. Nach Formel (20) kann man schreiben

r=—*% (22a)
S, S,
oder nach Formel (17)
r= (22b)
sv

Demnach ist der Korrelationskoeffizient r gleich
dem Verhiltnis der mittleren quadratischen Abwei-
chung s, der Punkte der Regressionsgeraden zur
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mittleren quadratischen Abweichung s, der Einzel-
werte.

Fiir das gewihlte praktische Beispiel ldsst sich
nun die Berechnung der Abhingigkeitsmasse vor-
nehmen.

Die Streuung s? der Variabeln v (Energiever-
brauch) und deren mittlerer quadratischen Abwei-
chung s, sind bereits berechnet worden:

Sf, = 5201 H s, — 72

Es miissen also noch die Ausdriicke s,%, s, und

s,, ausgerechnet werden, um alsdann b, B und r
ermitteln zu konnen.

Fiir s, wendet man Formel (9) an, da die Werte
von p sich leicht in Klassen mit der Mitte p; ein-

teilen lassen.

M
55 = H(Z pi—p iZ_l"ip"i)

Fiir s,, geht man von der Formel (14b) aus, die
in diesem Falle lautet:

N—l (izlp‘ B -;—_lvl)

Ist n; die Hiufigkeit der Klasse mit Mitte p;, so
rechnet sich der erste Ausdruck in der Klammer zu

SR

Spv

M n
ZP:”;—ZZP:”:—ZPIZDI
i=1 j=l1m=1 =1 m=1

Die Verbrauchssummen pro Klasse kénnen dabei
nach Formel (1) oder (la) ermittelt werden.
In Tabelle III sind die fiir die Berechnung néti-

gen Angaben zusammengestellt.
Tabelle ITI

lKTassen- Haufig- | "
mitte keit n p; Plz n P12 Ev, P Zv,
pi ni np=1 | n =1
2 3 6 4 12 230 460
3 53 159 9 471 6097 18 291
4 56 224 16 896 8290 33 160
5 63 315 25 1575 11200 56 000
6 36 216 36 1296 7615 45 690
7 5 35 49 245 1233 8 631
8 4 32 64 256 1108 8 864
9 5 45 81 405 1520 13 680
N N
Z "I 4] Z"} pi Zlvn ZIPI vi
i= i=
N=225 1032 = 5162 —37293| =1841776
I_’: 1202352 _ 4,587
sf, 224 (5162—1032-4,587) =1 911
s,::V19u;:138
Spy— 224 (184776 —37293-4,587) — 61 22
61,22 5 61,22
by = 1,911 —i2.0_4, bp = 3201 = 0,01177
61,222 B
B — T’m = 32,04-:0,01177 = 0,377
r=10,377 = 0,613

Nun kann man die Gleichung der Regressions-
geraden aufstellen. Sie lautet in: aufgerundeten
Zahlen

v = 165,8 + 32 (p — 4.6)
oder
v = 32p-+18,6

Sie besagt, dass jeder Abnehmer im Mittel einen
vom Parameter unabhingigen Grundverbrauch von
18,6 kWh aufweist, wozu im Mittel noch 32 kWh
pro Hauptraum seiner Wohnung hinzugezihlt wer-
den miissen. In Fig. 2 ist die Regressionsgerade fein
eingezeichnet.

Mit welcher Bestimmtheit diese Gesetzmiissig-
keit gilt, sagt das Bestimmtheitsmass B aus. Dieses
betrigt 0,377, was soviel heisst, dass die Variation
des Energieverbrauches sich zu 37,7 % durch die
Variation der Zahl der Hauptriume erkliren lasst.
Fiir die restlichen 62,3 % sind andere Faktoren ver-
antwortlich, deren Untersuchung aber aus dem
Rahmen der vorliegenden Studie fillt.

Die hier abgeleiteten Werte und Gesetze gelten
nur fiir das untersuchte Intervall p—2 bis p—=9
und v=24 bis v=>510. Sie diirfen nicht auf klei-
nere oder grossere Werte von p oder v extrapoliert
werden.

4. Verteilungen

Im Abschnitt1l wurde bereits angedeutet, dass
auch die Verteilung der Einzelwerte innerhalb einer
Statistik gewissen Gesetzen folgt, und dass die nor-
male Verteilung auf der GauBschen Fehlerfunktion
aufgebaut ist.

Die Grundform dieser Funktion lautet

(v—v)?
2 82

1 e -
V2 x
Sie gibt, bei einer bestimmten Streuung s?, fiir jeden
Wert der streuenden Variablen v die normal zu

erwartende Hiufigkeit f an. Fiir den Wert v—1v
ist die Exponentialfunktion am grossten, was einem
Scheitelpunkt entspricht. Ferner ist die Funktion

symmetrisch in bezug auf den Wert v, da der Ex-
ponent quadratisch ist. Diese Formel abzuleiten,
wiirde hier zu weit fithren. Die Ableitung findet
sich in jedem Mathematiklehrbuch.

Mit Hilfe der Formel (23) ldsst sich fiir jede
Statistik die ihrer Streuung entsprechende normale
Verteilung ausrechnen und graphisch darstellen.
Auf diese Art wurde die stetige Kurve von Fig.1
ermittelt.

Nun ist eine solche Berechnung lang und kom-
pliziert. Zudem stehen nicht immer die nétigen
Hilfstafeln zur Verfiigung. Es ist deshalb vorzuzie-
hen, durch Einfiihren neuer Koordinaten die Funk-

tion so zu transformieren, dass eine von s und v
unabhingige Funktion und damit eine universell
brauchbare Normalkurve entsteht. Man setzt zu
diesem Zweck:

y=2]/2_y'zsf und x = 2 _°

(24)
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Damit wird die Gleichung der normalen Fehlerkurve
zu :

2e *Z

y = (25)

und man kann sie als' Standardkurve konstruieren
(Fig.4). Mit Hilfe der gleichen einfachen Trans-
formationen kann man die Verteilung einer belie-
bigen zu priifenden Statistik auf den Mal3stab der
Standardkurve bringen, und sie alsdann mit dieser
vergleichen.

Fiir diese Priifung sei die Statistik in gewohnter
Weise in M Klassen von der Breite w mit der Klas-
senmitte v; eingeteilt und fiir jede Klasse die Hiu-
figkeit n; ermittelt. Zu diesem Zwecke wird vorteil-
haft alsKlassenbreite ein runder Teil des gleich 1 oder
gleich 100 % gesetzten Durchschnittes verwendet. So-
mit werden auch die Klassengrenzen runde Teile
vom Durchschnitt. Die Klassenmitte wird so ge-

withlt, dass eine davon auf v— 100 % oder 1 fillt.
Ist z. B. die Klassenbreite 20 % oder 0,2 v, so liegen
die Klassengrenzen bei 10 %, 30 %, 50 % usw., bzw.
0,1v,0,3v,05v...und die Klassenmitten bei 20 %,
40 %, 60 % . .., baw. 0,2 v, 0,4v, 0,6 v...

30

25

20

05 | ﬂ /, —

0

SEVIa226

= =] - + +2 +3 +4
KX

Fig. 4

Die Koordinaten der auf diese Weise entstehen-
den Einzelpunkte der tatsichlichen Verteilungs-
kurve muss man nun transformieren, um ihren Mal3-
stab auf denjenigen der Normalkurve Fig. 4 zu brin-
gen.

Der Scheitelpunkt der Kurve liegt beim Durch-

schnitt v. Indem man von der Variabeln v den
Wert v abzieht, verschiebt man den Ursprung nach
dem Fusspunkt v, so dass die y-Axe nun durch
den Scheitel geht. Mit der Division durch s passt
man die v-Werte dem MaBlstab der Normalkurve
an. (In der Exponentialfunktion ist auch die Va-

riable [v —v] durch s geteilt!)

Die neue Abszisse wird also fiir jede Klassen-
mitte v;
v,—v

xX; =
! s

Fiir den Vergleich mit der Normalkurve kann
nicht die ahsolute Haufigkeit einer Klasse, sondern
nur die relative Hiufigkeit im Vergleich zur Ge-
n;’

samtzahl der Einzelwerte NNV, also N

o in Frage kom-
men.

Ausserdem gilt diese relative Hiufigkeit fiir die
ganze Klassenbreite. Um die jedem Einzelwert von
v; zustehende Ordinate zu erhalten, muss man noch
die relative Haufigkeit durch die Klassenbreite w
dividieren. Man erhilt somit fiir jeden Wert von n;

den Ausdruck

, wN

DurchMultiplikation mit dem Faktor2 J/2 7 s nimmt

man noch eine MaBstabanpassung vor, so dal3 man
schliesslich erhiilt:

. ZVES

n.
Yi wN !

Da aber 2Vﬂ sehr angenihert gleich 5 ist, kann
man schreiben

Jeder Klassenmitte v; mit der Hiufigkeit n; ent-
spricht somit im neuen Koordinatensystem der Nor-
malkurve ein Punkt mit den Koordinaten x; und y;,
der mit dem entsprechenden Punkte der Normal-
kurve verglichen werden kann.

Als numerisches Beispiel nehmen wir die bereits
aus den vorangehenden Abschnitten bekannten Zah-
len. Nach Abschnitt 3 besteht zwischen v und p
eine gewisse Abhingigkeit. Um sich von dieser Ab-
hingigkeit frei zu machen, betrachtet man diesmal
nicht den absoluten Energieverbrauch v;, sondern
den spezifischen Verbrauch pro Parametereinheit
v;

——=gq;. Da aber die Abhiingigkeit zwischen v und p

1
nicht streng linear ist (B=0,377), so streuen die
einzelnen Werte von g;.

Da der Einfluss vom Parameter p nun ausge-
schaltet ist, darf erwartet werden, dass die Streaung
kleiner sein, und dass die Verteilung sich stirker der
Normalverteilung anniahern wird. Man berechnet
zunichst die Streuung und nimmt als Klassenbreite
den Wert 0,2 g. Die Werte v und p sind uns aus den
friiheren Berechnungen bekannt:

v = 167,75 p — 4,587
167,75 _ 6.5
4,587

und w — 0,2:36,5 — 7,3

Somit wird ¢q =

Das Ergebnis der Auszihlung der Karten in jeder
Klasse ist in Tabelle IV zusammengefasst. Fiir die
Ausrechnung wurde hier Formel (8) angewendet, da
die entsprechenden Summen bereits vorlagen. Die
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Formel (9) hitte praktisch zu den gleichen Ergeh-

Tabelle V

nissen gefiihrt. - _q-9q
d Tabelle IV qi q — q | 5~ == 5 n; ¥;=0,0396 n;
Klassenmitte | Haufigkeit Sumrne der Summe der 73 — 999 —92.94 6 0.24
§ 2 ’ b ) )
7 " ? o 146 | —219 | —1,68 12 0,48
‘ 29 | —146 | —1LI2 20 0,79
1,3 6 50,1 423,43 292 | — 7,3 | —0,56 53 2,10
14,6 12 188,5 2 991,89 36,5 0 0 57 2,26
21,9 20 441,5 10 119,59 43,8 + 7,3 + 0,56 30 1,19
29,2 53 1577,8 47 150,30 51,1 + 14,6 + 1.12 27 1,07
36,5 51 2061,7 74 780,29 584 | 4219 | 4168 13 0,52
43,8 30 1296,8 56 207,48 65.7 + 29,2 + 2,24 4 0,16
51,1 27 1358,1 68 859,07 73,0 + 36,5 + 2,80 1 0,04
58,4 13 744,1 42 620,27 80.3 + 43,8 + 3,36 1 0,04
65,7 4 260,6 16 995,18 87,6 + 51,1 + 3,92 1 0,04
73,0 1 69,0 4 761,00
80,3 ! 18,1 G 19a500 Zum Vergleich wurden die einzelnen y-Werte
87,6 1 84,0 7 056,00 .. 5 5 s
von Tabelle V als Kreise in Fig. 4 eingetragen. Sie
N =225 8216,9 338 158,69 streuen noch erheblich, was darauf hinweist, dass
die untersuchte Statistik den Gesetzen der Wahr-
q— w269 36,5 scheinlichkeitsrechnung nicht restlos folgt. Die Ver-
225 teilung ist keine rein zufillige, sondern untersteht
§2— L (338 158,69 — 36,5 - 8216,9) — 169,99 gewissen Einfliissen, deren I‘JnterSuc.hung ]edoch
224 — nicht hieher gehért. Sie ist immerhin wesentlich
s = V169,99 — 13,03 besser als diejenige des absoluten Energieverbrauches
oder, bezogen auf den Durchschnitt (Fig. 1). .Fur unsere praktischen Zwecke darf sie als
gut bezeichnet werden.
£ 15,08 0.357 Die Streuung ist, wie zu erwarten war, kleiner als
q 46,5 beim Energieverbrauch, da einer der die Variatio-

Nun kann man die Transformation vornehmen

_5.13,03

q]—36,5 . —
7,3 - 225

xj = H y]-

13,03

Die Rechnung erfolgt nach Tabelle V.

nen verursachenden Faktoren, die Raumzahl, durch
Bildung des spezifischen Verbrauches eliminiert
wurde.

In einem weiteren Aufsatz soll die hier nur skiz-
zierte Normalverteilung niher untersucht und ihre
praktische Anwendung dargelegt werden.

Adresse des Autors:
Ch. Morel, dipl. Ingenieur, Deyenstrasse, Feldmeilen.

Beitrag zur Frage der StoBspannungspriifung an Transformatoren

Von M. Wellauer, Ziirich

Beldi hat in einer Arbeit «Versuche mit StoBspannungen
an Transformatoreny [111) Messungen an einigen Transfor-
matoren dlterer Konstruktion beschrieben, die er gemeinsam
mit Berger auf Wunsch der Elektrizititswerke des Kantons
Ziirich und der Forces Motrices des Lacs de Joux et de
I'Orbe durchgefiihrt hat. Der vorliegende Artikel diskutiert
einige mit der StoBspannungspriifung der Transformatoren zu-
sammenhingende Fragen, die in der Arbeit von Beldi aufge-
worfen wurden, und es soll vor allem auf eine neuere Arbeit
von Hagenguth [2] hingewiesen werden, in der eine neue
Schaltung zur Fehlerindizierung bei der StoBspannungsprii-
fung angegeben wird.

Die Einfiihrung einer StoBspannungspriifung fiir
Transformatoren ist erwiinscht, wenn die folgenden
zwei Fragen bejaht werden kénnen:

a) Kann aus der StoBspannungspriifung erkannt werden,
ob bei der StoBspannungsheanspruchung ein Fehler in der
Wicklung aufiritt? (Fehlerindizierung)

b) Kann gesagt werden, wo sich dieser Fehler befindet?
(Fehlerlokalisierung)

Zur Fehlerindizierung geben die American Stan-
dards C 57.2 aus dem Jahre 1942 folgende Methoden

1) siehe Literaturverzeichnis am Schluss.

621.317.333.8 : 621.314.21

Dans son rapport sur les essais de transformateurs sous
tensions de choc [1]11), Beldi a décrit les mesures qu’il a
effectuées avec Berger sur quelques transformateurs d’an-
cienne construction, @ la demande des Entreprises électriques
du Canton de Zurich et des Forces Motrices des Lacs de Joux
et de I'Orbe. Le présent article traite de différentes questions
mentionnées dans le rapport de Beldi et qui sont en relation,
avec les essais de transformateurs sous tensions de choc. L’au-
teur attire notamment lattention sur un nouveau travail de
Hagenguth [2], qui présente un nouveau couplage per-
Zlett,cint d’indiquer les défauts lors des essais sous tensions

e choc.

an: Gerdusch abhéoren, Beobachtung von Gas- oder
Rauchblasen, iibermissiger Strom oder Spannungs-
abfall im Erregerstromkreis, festgestellt durch Mes-
sungen mit dem Schleifenoszillographen, Zusam-
menbruch einer Funkenstrecke oder einer Durch-
filhrung, Auftreten von Schwingungen oder eine
andere Aenderung des Kathodenstrahl-Spannungs-
oszillogrammes. Von diesen Methoden, deren Wert
auch von den amerikanischen Fachleuten z. T. be-
zweifelt wird, sagt Beldi mit Recht, dass sie als nicht
geniigend sicher und einwandfrei betrachtet werden
kénnen, um ihre Einfiihrung zu rechtfertigen.



	Mathematische Statistik und Tarifwesen I

