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Courbes d'égale vitesse à fréquence variable de la machine asynchrone
polyphasée

Par S. Boegli, Zurich-Oerlikon 621.313.33

L'auteur a été amené à étudier les conditions d'auto-
excitation par batterie de condensateurs, de générateurs
asynchrones polyphasés, tournant à une vitesse donnée. Pour
cela il a étudié à fond la machine asynchrone polyphasée
soumise à une fréquence variable. Il a trouvé une quantité
de relations et de courbes intéressantes qui se trouvent
publiées ici.

Der Verfasser hatte sich mit den Bedingungen für die
Selbsterregung durch Kondensatoren von mehrphasigen Asyn-
chron-Generatoren beim Betrieb mit gegebener Drehzahl zu
befassen. Er untersuchte darum das Verhalten der mehrphasigen

Asynchronmaschine bei veränderlicher Frequenz. Als
Ergebnis dieser Studien werden hier interessante Gleichungen
und Kurven veröffentlicht.

Pour bien comprendre les lignes qui suivent, nous
nous trouvons dans l'obligation, de développer le
diagramme de la machine asynchrone polyphasée,
d'une manière exacte. C'est pour cette raison que
nous employons la méthode graphique décrite dans

l'ouvrage «Graphische Methoden zur Lösung von
Wechselstromproblemen» de A. von Brunn1).

Partons du schéma de substitution bien connu
(fig. 1) en négligeant pour le moment les pertes dans
le fer.

X/ ß Kz
Fig. 1.

Ri résistance ohmique primaire
(stator).

Xi réactance primaire (stator).
Ri' résistance ohmique secondaire

réduite au côté primaire (rotor).
Xi' réactance secondaire réduite

au côté primaire (rotor).
Xo réactance du circuit magné¬

tique.
s glissement.

La fig. 2 représente les diagrammes vectoriels
individuels des admittances:

1 i s i 1

~Q~J y-' P* ' Y^ e' ÏUrti Ai r\2 A2 Ao

1

%Z

zL
R*

LL
R'z

±
Xo
3

Fig. 2.

Pour commencer, occupons-nous du circuit secondaire

fig. 3. Le glissement est supposé passer par
toutes les valeurs entre:

— 00 0 4- 00

Rr
Si le glissement est positif — sera aussi positif

') Impr. Benno Schwabe & Co., Bâle, 1938.

c'est-à-dire une résistance ohmique positive. Si par
R>

contre le glissement est négatif, — sera aussi négatif

et nous aurons une résistance ohmique négative ou
«expédance» 2).

Cherchons le diagramme vectoriel de 1'admittance

du schéma représenté par la fig. 3. En vertu
de la loi de la double inversion 3) la courhe-lieu de
cette admittance est un cercle qui a pour diamètre
1

xT
A présent nous pouvons ajouter sans autre le

1
circuit de X0 respectivement l'admittance :zr (voir

fig. 5 et 6).
Xn

scrtjzs 0

Fig. 5. Fig. 6.

On continuera en prenant en considération la
réactance primaire X± (fig. 7). L'échelle du dia-

2) Voir «Die Expedanz als Ursache der Selbsterregung
und der allgemeinen Resonanz». A. von Brunn. Bull. ASE
1935, p. 137.

3) A. von Brunn : «Graphische Methoden zur Lösung von
Wechselstromproblemen», p. 139.
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gramme vectoriel d'admittance fig. 8 (ceci afin que
la figure soit plus claire) a été doublée. La double
inversion du cercle donne un nouveau cercle4). Le

Xi g fa

SCV/23Z7 Q

Fig. 7.

cercle k1 précédemment trouvé se réduit au cercle

k„ dont il est facile cle trouver le diamètre—-? ainsi
X'o

que la nouvelle valeur de 1'admittance de la marche

à vide —. Considérons la fig. 8; d'après la loi de la
Xo

Fig. 8.

double inversion nous aurons:
1

xlAD
1 1,1x;+xî+Xo

Xi
AP°=1 1

Xr+X0
Pour simplifier posons:

x
Tj — coefficient de dispersion primaire.

Xo

X'
r2 —- coefficient de dispersion secondaire.

X„
donc :

1 jïî«-1 1

A XI

Ti X0 Xo Ti X0 t2 Xq XQ

qui, tous calculs faits, donne:

X, X0 (u -f- r2 + 2 r, f2 + t\ t2)

Pour — on aura :
X'o

1 1 r\ XI
Xi X, 1 1

UX0 + X0

qui donne tous calculs faits:

X'o X0 (1 + F,)
(1)

En outre posons:

X
Tres

''' coefficient de dispersion résultant. (2)
XQ

En introduisant on a alors:

Tj -(- T2 -f- %i -\~ 2 Tj f2 —f- T| r2
1 + U

F, (1 + T,) -f" F2 (1 + Ft)2
1 -f- F,

V — Tj -f- F2 —)— Tj T2 (3)

A présent il s'agit de prendre la résistance primaire
Rj en considération voir fig. 9. Le diagramme
correspondant des admittances nous est donné par la
fig. 10. En faisant la double inversion du cercle k2

en prenant la résistance R1 en considération, on ob-

Rl Xt a Xi

4) A. von Brunn : «Graphische Methoden .», p. 141.

tient le cercle k3. En observant la fig. 10 on voit
que le cercle k3 est plus petit et décalé, par rapport

au cercle k2, ceci d'autant plus que l'admittance ~rij
est petite ou bien que la résistance ohmique primaire
Rj est grande. Donc il n'est pas à recommander,
comme certains auteurs le prétendent de négliger la
résistance ohmique primaire, surtout pour les petites

machines. La fig. 10 nous montre que le point
d'origine O, le point idéal de marche à vide P'0',

le point où le glissement est infini P^ et l'extrémité

du vecteur — se trouvent sur le cercle c qui a comme

centre un point Mßl se trouvant au milieu du vec¬

teur^ et qui a comme rayon la valeur En outre

le vecteur de l'admittance du point P'^ passe par
le point N qui se trouve à la même hauteur h que le
centre M3 du cercle k3. Ces deux particularités sont
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importantes pour la construction du diagramme
vectoriel de la machine asynchrone polyphasée.

En se basant sur la loi de la double inversion on
pourra facilement trouver les différentes valeurs des

vecteurs, diamètres, angles, etc. de la fig. 10. En
effet:

AD

1

Ri
et

1

Ri

A'Mi +

XD"

2XD'

AE — AD

1

A'Mo
2XD'

Ri
A'M, 2b)-UA'M> 2XD>

(A'M2)2-

1

RfXn'

à)'

1 1\ 1 1

xD.^Yj^lË~4Xl>2 Xi

RiXo>
1 1
7>4AÔ' XD'X'0

1

Ai2
'

Ri 4 Xd'

1

Ri A,/

An'Aô
'

Ri '
Aô2

D
En outre on a: tg a — (voir fig. 10) 5)

Ao

5) Voir J. Sumec, ETZ, Bd. 31(1910), p. 110.

tg/?
An'

'
Aô rX'o

'

X'o

1 1

Ri tg« Aô

donc a 1+T

(4)

(5)

en introduisant on aura
1

1

an,r~
Xô2 tg2 a X'o t Xi Ttg2a

1 111
X'o r X'o

' Xptffrc^XÏ2 T+t^«+ + 1

Aô (tg2a + r+ t tg2a)

donc ,v

Aô[tg2«(n-i) + l]7

An" Aô T (1 + tg a tg ß)
(6)

Considérons les triangles OSN et OAR qui sont
semblables, alors on pourra poser:

OS OR

SN OA

d'où

ou bien: h X'o Q; + j Rx

En outre

tg«
Xï'

1

Aô'

A 1 /I M Aô tg a
/?, Aô tg a \Aô t Xô) X'0'

1

Aô'

d'où

d'où

1 tga tg«
Aô tg a Aô' r Aô'

1 tg2« |(1 + A
1

Aô X'o'
1 1 X'o'

1 1

X'o Aô (1 -f- tg a tg /j (7)

Précédemment nous avions trouvé:

tg
._ R, (1 |

1 \ •80(1+t)

tg /S

Aô (1 + tgo: tg/j)
(8)
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L'admittance de la marche à vide idéale est donnée

par
1 COi« _.

1
/ov

X'i' X'0 X'0 V'1 + tg2 «

Pour trouver l'admittance du point P'^, on procède
comme suit :

1

AP' qui tous calculs faits donne:
AR

AP'
X'o tg a j/tg^+l

D'après la similitude des triangles nous avons:

1

R~i

-1 + 1
XB, Xi

AP» 1
et pour — on aura, tous cal-

X'' - - -1

xi
tg/3

culs faits:

x~ ^tg«yi-ftg2^
xi, tg a y i + tg2/9

(10)

L'angle y sera déterminé par la relation:
h

tgy —
M, S

tg ß

Xi (1 + tg a tg ß)

2 xX'o (1 + tg« tg ß) Xi (1+tga tg /S)

tg ß

2 T + 1

2 tg a tg ß

l + r tg a + tg ß
(H)

Considérons (fig. 10) la distance HL perpendiculaire

sur le diamètre passant par le point P'0'. (La
droite P„L passe par le point P'b) On a le triangle
rectangle P'0', H, L. Donc:

tg (ß — a) — rMh d'où :

HP'o' 1

xD»

tg ß — tg a

tg (ß — a) l + tgatg/3
« Xi f (1 —|— tg et tg/9)

tg«|i + — — 1) Ri \ (12)
X'o r (1 + tg a tg /9)2 Xi tg a Xb

Il est à remarquer que cette distance HL est
directement proportionnelle à la résistance primaire
Ri.

Pour la détermination du glissement nous devons
avoir recours à la «Fehlspannungssatz» °). Considérons

le point idéal de marche à vide P'0' (fig. 10):

le glissement sera 0 et
Ri

3. Le circuit secondaire

peut être considéré ouvert. On aurait schématique-
ment la fig. lia, en supposant que z=l i + 36x.

Supposons (voir fig. lia) que la tension U0 appliquée

entre les points OA, le circuit secondaire qui
a une impédance infiniment grande à la marche à

vide, sera soumis à la tension qui existe entre les
points O et B0. Faisons la même hypothèse pour la
marche en charge, c'est-à-dire quand le circuit secondaire

est fermé et qu'il y circule un courant 7). Pour
cela il faut introduire en vertu de la «Fehlspannungssatz»

8) entre les points B0 et B de la fig. lib,
une impédance auxiliaire Y, qui a pour valeur:

V"
So 3i

So+$i
Réduisons les schémas lia et h au schéma 11c.

Le circuit secondaire de la fig. lib est soumis main-

Fig. 11b. Fig. 11c.

tenant à la tension U0. Pour cela il faut multiplier
vectoriellement les 2 impédances

D et Qi
%

#2 Par
S1+SQV

"So /
On aura donc (fig. 11c):

*o • g, \ /3i+s0\2W
s0+3i

8ï 3i +s0 « 0,^r13.
entre les points O etA de la fig. 11c, on a deux
circuits, qui ont comme impédances, le premier:

et le second:
S'o + Si

%>'+&' & (13>
S„ So

Construisons le diagramme des impédances de ces 2

circuits fig. 12a et h.

La fig. 12a est simple; quant à la fig. 12b il est
nécessaire de donner quelques explications sur sa
construction. Premièrement, occupons-nous du
premier terme de l'équation (13). Portons du point V,

8) A. von Brunn: «Graphische Methoden...». Der
Fehlspannungssatz, p. 100.

7) loc. cit. p. 143...148.
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le vecteur: 3i +3ii- Multiplions-le vectorielle-
-81 +S0ment par &

Donc 21' se trouve décalé de

lrl'angle a par rapport à Portons à la suite de
Ol

2)', la réactance 3% que nous multiplierons vecto-

riellement par (^° donc %
Sn

se
V a,0 / \ ça.0

trouve décalé de l'angle 2 a par rapport à 3:2.

Perpendiculairement à l'extrémité de 3£!l ï»
traçons la droite g sur laquelle nous porterons

l'expression — Comme le glissement s
s V ïo /

est variable de — 00 0 + co, la droite g se

prolongera de part et d'autre du point Pœ jusqu'à
l'infini.

Pour avoir le diagramme vectoriel des admittances,

nous devons faire l'inversion des fig. 12a et b

par rapport à l'axe 0...0. La fig. 12a et b nous
donnera le vecteur d'admittance OP'0' qui est l'admit-
tance de marche à vide (voir fig. 12c).

L'inversion de la droite g donnera le cercle /c3

qui aura pour diamètre (voir fig. 12c).
XD"

Xjji, « —}— c

Ö»R= po+8ij ^ ]/Ag+2X0X1+Xf+Rf

2Xt
|

X? Ri
xi xi=x']A-

V, j/-T--i I -, 1

A'jll + r,)«

Xj ]/(l -l-T-!)2 -+- tg2« (1 -Tj)2

Xx (1 + Tj) |/l +tg^ Xj

1+2, +^M.
cos a

On voit en outre que:

£+& (l + ri) )/l + tg2« A±lL
cos a

BC R,
1 + r' et BË BC tg « R, (^t^)tga

1 cos« 1 \ cos a)
a (0"B -f- BE) cos a (X1-j-R1 tg a)

.-«(hta)'\ cos a J

a-f-c (1 -fTjjfXj+Rj tgn+Xj (1-f-Tj) (l-f-tg2«)]

(1 —1— Tj) [X0 Tj -)- XQ (1 -(— Tj) tg2 « -f-
H— X0 -r2 (1 —(— tti) (1 —tg2 «)]

(1-t-fOXoIrj-}-tg2a+ Titg2 +
+ ^1^2 + r2 tg2 K + TjTj tg2 «]

X'0 [r-)-tg2a(l-(-T)] XiT(l+tga tgß) (voir 4)

donc :

XD" X'0 r(l H- tg« tg/5)

ce que nous avions trouvé sous (6) en employant
l'inversion double.

Cherchons la valeur de STco (fig. lib).
BË — CB tga — Rj sin a

CE
BË =R1 + U
sin« 1 cos2 a

ËF — a tg « Xx (1-4- -q) tga + R1 (1 + q) tg2a

CE—ËF (1+t-j) [Rj(l+tg2a) — Xj tg«—Rjtg2a]
(1+U) (Rj — Xjtga) R1 +

+ Rj Tj - Xj Tj tg« — Xj tg «

Rx—X1tg«(l+r1)+T1R1 R1—^Xj-t-

-f- T"i Ri Rj — R1 -f- Tj RJ Rj

donc SYoo — ËË — ËF Rx

On a aussi:

SUoo

[14]

Xd"

it r

—j—
d'où HL voir (12)

X„>

La même valeur a été obtenue en nous servant de
l'inversion double (voir 12).

A présent déterminons la valeur de:

Y~Ë f y + U)2 (1 + tg2«)

„ UoR LW
Un peut aussi poser : — cl ou

Xd" 1

XÖ"

(15)
XI'. s Xjy.

Cette relation est très importante pour les constructions

qui vont suivre.

Détermination des échelles du glissement
Le glissement peut en se servant d'artifices,

directement se lire, sur le diagramme vectoriel
d'admittance ou du courant (voir fig. 13).

On a: ËX R'2 (1 + q)2 (1 + tg2«) q
LW ^(l+ q)2 (l + tg2«) Cl~

L'X — c2 et L'W' c2

d'après la similitude des triangles on a:

RV _ RX' — RV (La droite RVX' est parallèle
PÜR L'W' — L'X' à P'o'P^à voir fig. 13

d'où RV (L'W' - L'X') P'p'R (RX' — RV)
L'X' (RX'—RV)
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et (16)
L'W' „

1
C2

s

RX' étant une valeur constante, l'échelle des
glissements sera proportionnelle. Si on choisit la distance
RX' judicieusement par ex. RX' 50 mm, alors on

a) 0

pourra lire directement le glissement en Cette
échelle des glissements n'est pas pratique si ceux-ci
sont petits, c'est-à-dire jusqu'à 10 °/o; c'est pour cette
raison que nous donnons une autre échelle qui se

trouve sur la droite n qui passe par P'0' et qui est

perpendiculaire à la droite P"P". Relions HP"
par une droite jusqu'à l'intersection T avec la

Fig. 13.

droite n. Calculons PqT:
1

tg g — donc
HWXD"

1
sin e

et cos g :

V1 + bnhô
P'o'P" - sin e

HW-X2D»\/1 + (=Lr \hw-xd>.)

cos [e -f- (ß—«)] d'où

Po T r^TTâ—iï mais tg HL-Xd»
cos [e -f- (ß — a)]

et cos [e (/?—a)] cos e cos (ß—a) — sin e sin (ß—a)

1 IÏL-Xd»
COS £ — — sin £ — —

Vi + {HL-XD„)2 vi+{HL.Xd»)Z

posons m — alors on aura :

Vi +
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cos [s+(/3-a)] m (cos £ — sin £ HL• XD")

HL
1

m-
HW

—y i/i+(=i—yy \hw-xD»j y \hw-xw_
d'où si on pose n :

y \hw-xd»)

P'o'T
HW- X2D"

m n
HL

HW
m Xl" (HW - HL)

1 VÏ+(HL-XD,y
mX2D"-LW X2D»-LW

Vi + HL

Xd»-LW XD"-LW
P'o'L — LX

mais LW——

s-P'o'L P'o T- LX
donc P'o T -= ou bien s ;

XD" LX P'o'H- P'o'L

et Pi,'T
s P'o H • P'q L

LX
(17)

Cette deuxième échelle est très pratique pour les
petits glissements.

Fréquence variable
Supposons maintenant que la fréquence soit

variable. Donc restent constants:

U5 lu Au A' A' Ai p2

et sont variables:

/ donc u> et par conséquent:

X0 oiLq -X^ coL1, X-2 '— coL2 j
^ j

co =a 2?r/

on aura donc: tga tgß tga ——-)
Xo \ T J

t 2tgatg/3
tg« -t- tg/9

qui seront inversément proportionnel à la fréquence.
Le cercle d'admittance aura pour diamètre (voir 6)

1 1

XD„ Xo t (1+ tga tg/9)

X0 (1 + Tj) T
P\ t 1+ r

XI (1+Tj)*V T

1

(i + rj) r X„ Ai 1 + ri
X0(l+ L)2 t

XD„
sera un maximum si X0 +

A? 1+T

^(i+u)2 T
est

un minimum. Recherchons ce minimum en faisant
la dérivée du terme par rapport à X0

posons y X0 -f- — où k
X„

Ri
(1 + rJ'o

voir (5)

la 1ère dérivée vaudra y' =1 — v2X„

la 2ème dérivée vaudra y"

Pour le minimum posons 1 •

XI

donc il s'agit
d'un min.

XI m

- 0

cv„ùx0„=±yt ±1|y/| (18)

Marquons de l'indice m toutes les relations qui ont
trait au diamètre maximum. On aura:

tgorm ± ]/0 ou tg2am= a (19)

tg ßm ±1/~ ou tg2 ßm
-V.

(20)

(21)

L'ordonnée du centre du cercle de diamètre maximum

sera donc:

donc tg am tg ßm 1

lu ce:

ne:

l, ^ ßm

—X'0m- (l-\-tgamtgßm)
tg«m tgßm

A, (l+tgßmtg/3m) 2/?,

Le diamètre de ce cercle maximum vaudra

1 tga,
XrrDn

±
1

-Va
Aj T (l+ tgorm tgßm) 2 Al T

(22)

(23)

Pour
1

X„
011 aura (voir fig. 14) :

X'0m (l-\-tgamtgßm) 2 Ai
\o (24)

rig. 14.

La plus grande composante (induct.,) de l'admit-
tance sera où le cercle sera maximum et vaudra:
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+
1

_ ± ]/o
2/?7X'n'n

1+ t)-: la
(25)

Cherchons maintenant sur quelle courhe se trouvent

les centres des différents cercles d'admittance
si la fréquence est variable. Pour cela, nous devons
avoir recours au système des coordonnées cartésiennes,

en supposant l'origine au milieu du vecteur —
1

au point M (fig. 15). On sait que:

tg/3 tga ^1 -1- d'où t tgß—tga
tga

on aura en introduisant (pour l'abscisse x) (voir
fig. 15):

+ 1 1

2 X„" +
X«

±(
\2X'0

tg/3—tga 1

tga(l + tga tg/3) X'o (1+ tg« tg/3)
1 \ /tga + tg/3'

)"
X'o (1 -f- tga tg/3)/ \ 2 tga

tga + tg/3+ -

2/^(1 + tga tg/3)

pour l'ordonnée y on aura:

y - — 4- h
1

2/?,
1

tg/3

2/?!

tga tg/3-
2/?! X'0 (1 + tga tg/3)

2/^(1 + tga tg/3)

La plus grande abscisse se trouvera où —— est maximum

et vaudra:
1 1

— 2XÏi XX
]/a

4M-r

XD„

yâ_
2/?:

±41ff,(V'v+ t°)
La plus grande ordonnée aura pour valeur:

b — + 1

2/?!

(26)

(27)

en effet si on pousse / to on a 11 0 et si

f=j 0 on a h.

*t
Divisons x par a et y par b:

tga + tg/3

x
a

2/?, (1+tga tg/3)

'
• '

2 (tga + tg/3)

(1 + tga tg/3)

tga tg/3 — 1

2' 2/?x(l-)- tga tg/3) _ + tga tg/3—1
b

+
1 ï + tga tg/3

2 /?j

élevons ces deux valeurs au carré et additionnons:

(ï)'=7ï 4 (tga -f- tg/3)2

+

("~ + 2 + (1 + tga tg/3)2

tg2a tg2/3 — 2 tga tg/3 + 1

(1-4- tga tg/3)2

4 tg2a 1 +

ö (~ + + i) + tga tg/3)2

tg2a tg2/3 — 2 tga tg/3 -f- 1

(1 + tga tg/3)2

_
4 tga tg/3 + 1 — 2 tga tg/3 -f- tg2a tg2/3 _ 1

(1+ tga tg/3)2 —

Ce résultat démontre que les centres des cercles
d'admittance de la machine asynchrone polyphasée
sous fréquence variable, se déplacent sur une ellipse
dont le grand axe est 2a et le petit 2b.

Calculons maintenant la distance 2c qui sépare
les 2 foyers de l'ellipse (voir fig. 15).

Nous savons que c =J/a2—- h2

î V
(4 jb2 (Ö+ 2 + ~ TjR]

4 Ri
^ + 2 + l-4j

(28)

C ' X
Déterminons ensuite la valeur de l'expression:

n\fe«(i+^) \
_ ^ ' 2 /?t (14-tga tg/3) /

_

1

±

(1+ 2t) tga (1 + 2 r)
(1 -(- 2 r)2 2/2 r (1 + tga tg/3)

"

1 1

2 A/-r-(1-f tga-tg/3) "2XD"
(29)
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La distance d'un foyer à un point quelconque de
l'ellipse-courbe-lieu des centres des cercles d'admit-
tance vaudra (voir fig. 15):

u — a et v a —|—
c x

en introduisant on aura:

u ±îk (|/o + l//« + 2 XD"

" ~±r«7 Vi +
2 XD"

(30)

(31)

Fig. 15.

Ces deux résultats démontrent, si on prend soin
d'observer la fig. 15, que les courbes enveloppantes
des cercles d'admittance sont elles-mêmes des cercles
de même grandeur, ayant comme diamètre la valeur :

D =2^(^+1/^) 1321

et pour centres les deux foyers de l'ellipse F, etF2
(voir fig. 15).

Cherchons le diamètre du cercle d'admittance
qui est tangent à l'axe des abscisses des coordonnées
électriques, c. à. d. le diamètre du premier cercle
qui est totalement moteur. (Les pertes dans le fer
étant considérées nulles). Ce cercle est représenté
(kc) f sur la fig. 16.

Fig. 16. Fig. 17.

Pour trouver les caractéristiques de ce cercle kc, il
faut poser:

h,= tgClc-tgßc

2Xd"c Ri (l-f-fg'A tgßc)

tg«c
2 Ri r (1 + tg«c tgßc)

d'où tg/?c 2T et tgftc W+T)
La distance c, du point d'origine 0 au point de tan-
gence est:

1 1 tg «c
Cl= * +2 XD"C Ri(1 —(—tgac tg/9c)

tg«,
2 /?! T 1 -f- tgßc tg/C) 2 /?, (1 —f— tg«c tg/C)

_ tgac+ tg+
2 (1 -4- tg«c tgßc)

en introduisant les valeurs tgac et tgßc on aura:

1 1

\2 (r-f- 1) 2 t /
2/?1(1 + 2>+1)2t)

2(1+2T) 1

2Rt (4r2 + 4r+ 1)
'

/?, (1+ 2 r)

Le diamètre du cercle kc vaudra:

1

2 (r+1)
XD"c T(1+2(r+l)2r) Ri (l+2r)2

2 (r+ 1) :

La fréquence de ce cercle vaudra si on pose:

X'0c — a)c L0 (1 -f- Tj) a>c Lq

(33)

tg «c
Ri d'où a)c

COc Lq

_2/?,(l + r)

L'o
K (34)

2 (r+1)
mais coc 2 n fc et fc —— et en introduisant

2 71

fc Ri (1 + f)
71 L0

(35)

A un cercle d'admittance k correspondront
toujours, en raison de la symétrie, 3 autres de même
grandeur (2 cercles à gauche, fréquences positives
et deux cercles à droite fréquences négatives).
Voyons par quelles relations sont liés ces 4 cercles
(voir fig. 17).

Prenons le cas des deux mêmes cercles de la
fréquence positive:
on avait plus haut:

1 1

XD„
(1 U) r [v Ri 1 + +|

X0 (l+"Ti)2
sachant que tv t et R, sont constants, il faut donc

î
poser pour avoir le même résultat pour

Ri (H-t) Ri
XD"

^o(l+~Ti)2r ^o(l+~ri)2<7
— 2 7i f • L0
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X0 =• 2 n f L0. Divisons ces deux équations Tune par
l'autre et on aura:

4
/

R\
tgo tg/9

XI (1 -f- Tj)2 Ö

d'où /s / tg« tg/9 (36)

Les 4 cercles auront les fréquences suivantes:

/; ftgatgß; —/ et —ftgatgß

(tga et tgß se rapportant au cercle de fréquence /).
Ces 4 cercles auront la même grandeur et seront
situés symétriquement par rapport à l'origine des
coordonnées cartésiennes de l'ellipse des centres
(voir fig. 17). D'après ce que nous avons vu plus
haut (voir form. 32) toutes les extrémités des

vecteurs d'admittance pour n'importe quelle
fréquence doivent se trouver dans la partie hachurée
de la fig. 17.

Construction au moyen de la méthode
graphique, des courbes d'égale vitesse

En se basant sur les essais de marche à vide et
de court-circuit d'une machine triphasée
asynchrone, à 4 pôles, avec induit en court-circuit, et
en construisant le diagramme, nous avons trouvé
pour les différentes constantes, les valeurs suivantes:

Lq — 1,33 Henry/Phase

R1== 23 fi/Ph
R'2 (1 + r,)2 r, — 11,8 fi/Pli

d'où a 0,0917

]/â 0,303

10,9

r= 0,101

En introduisant on aura donc:
Vv 3,3

Diamètres des 2 cercles enveloppants (voir formule
32)

D=4(|/5+l/^)=râ<0'303+M)=
0,0784 Siemens.

Le demi grand axe de l'ellipse des centres des
cercles d'admittance vaudra d'après la form. 26:

°=±4 (l/ï+1/" -± <3,3+°'303>=

± 0,0392 S

Le demi petit axe de l'ellipse suiv. la form. 27 :

b ±
1

± -L_
2/?j 2-23

La demi distance qui sépare les 2 foyers de

l'ellipse vaudra suivant (28):

34 (]'1/7-1\>°)=±4s • <i3'3 ^~1o-3o3>==

+ 0,0326 S

Pour le cercle d'admittance de diamètre maximum

on aura selon (23) :

+ 0,0217 Siemens

XD»m

1
]/â ±-,

°'303
~2 RxTV" ^2-23-0,101

+ 0,0652 Siemens.

En outre on a (voir (19) et (20):

tg=±]/ô= ± 0,303 et tg;9„, — ±~j/^ ±3,3

La plus grande composante inductive sera
d'après (25)

X'o'm XD"m
: + - : +-

1

2/?,Vö _ 2-23-0,303

± 0,0718 S

Construisons les courbes d'égale vitesse pour:
n 0 (court-circuit), n=14,3/min; 25,67/min et
750/min pour une fréquence variable de + 00 0

—co en se basant sur les développements précédents.

Nous donnons ici l'exemple pour le cercle
d'admittance de fréquence f + 25/s.

Donc: X'0 L'0 2 nf — 1,33 • 2 jt- 25 209 R ind.
25

R 23 tga25 0,11
tg«,5 =— 0,11 ; tgß= ----- — 1,28 25

X'0 209 25 a 0,0917
25

XD" X'0 T (14- tgß25 tg/925)
25 25

1

209-0,101 (1 + 0,11-1,2)
0,0418 S.

La vitesse synchrone à 25 Hz vaudra pour notre
machine à 4 pôles (/?= 2):

m /• 60 25 • 60
750 min

25 2 2

à n 0 s 1

à n 14,3/min s — 0,981'
h,3 750

à n 25,67 „ s
750+25'67 _ 0,965

25,67 750

à n 750 s 0
750

Cherchons maintenant la valeur LW (voir fig. 12b).
D'après la formule (15) on a:

_ ^?2 ' (1 t~i)2 ' (1 + tg2ct)
_LkW,,

11,8 - (1 + 0,112) 0,02085 Siemens

0.04182

pour n 0

Lw °'02085 + 0,02085 Siemens
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Etude analytique des courbes d'égale vitesse
Partons de la fig. 1 et posons:

Zx — A'j4-j(o; X0 4-jZ'2 — 4- jojL'2

L'impédance résultante du schéma de la fig. 1

vaudra :

S Dt \
a X 7' jojL0[~2-\-jo)L'A

Z Z' +V3+ "=
X° + Z> ^+j(oL'2+j(oL0

S

jœ— (L0-{-Ll) — œ2(L0L1 4- L0L'2 4- L, L2)

^ +— ^7 ; ;
-j- 4~ j ojL2 4-j L0

' 1 X1 Ll
nous avions pose plus haut: x± -=A

Ao L0

X'2 L'
et r2 — -=r- — jo o

0,2 Siemens

pour n 14,3/min

LfV °,Q2Q8j-
- 4- 0,02126 Siemens

0,981

pour ti 25,67/min

LW Q'°2Q8- 4- 0,02160 „0,965

pour n 750/min

TW 0,02085
Lilr — — 4- CO „0

Lorsqu'il y a un grand nombre de points à

chercher, il est préférable d'employer les échelles
de glissement, que nous avons données plus haut.

Au moyen des valeurs calculées ci-dessus, il est
facile (en répétant la construction que nous avons
faite pour 25 Hz de construire les courbes d'égale
vitesse au moyen de la méthode graphique sans
grandes connaissances en mathématiques.

Les 4 courbes de n 750/min, 25,67/min,
14,3/min et 0 nous sont représentées par la sig. 18b.

Fig. 18 b.

En observant la fig. 18b on remarque que la
courbe de 750/min se coupe au point M, la courbe
de 25,67/min n'a plus de point de coupe, mais une
pointe qui touche le cercle enveloppant k2 au
point G, la courbe de 14,3/min n'a ni pointe ni de

point de coupe et ressemble à la courbe de 0/min,
la symétrie mise à part.

Fig. 18 a.

I 0/min III — 25,67/min
II — 14,3/min IV 750/min

d'où on peut tirer : X± — X0 r1 et X'2 X0 r2
et X/j -— L0 Tj et L2 —— X/^ x2

en introduisant ces 2 dernières relations on aura:

Df
jco — -L0 (14- y) — co2Ljj (rx4- r24- rt r2)

Z +wy+ jwl0 (1 + T2)

multiplions le numérateur et le dénominateur par
(1 + Tj )2. Nous savons aussi que Tt 4- t2 4~ y r2 r
(voir form. 3).

ja>^ (1+ t,)2-L0 (l+Tjl-^Lg(1+^)2.r
Z *i+j,

S

-

^(14-r1)»+iwI0(l+ T1)(l+r1)(l+Ts)
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mais L0(I + rx) =L'0 et posons R'2 (1 + iq)2 r2
en introduisant nous aurons:

Z — R1 +
jûJ^-L'g — œ2 (Lé)2 x

S

+ j co Lé (1 + r)
(37)

il est à remarquer que tous les facteurs de la
formule (37) peuvent être facilement déterminés, pour
une machine existante, par les essais de marche à

vide et de court-circuit et par la mesure de la
résistance primaire et ensuite en construisant
le diagramme, circulaire de l'admittance ou du
courant.

En outre nous savons que le glissement s vaut:

n* — n

ns vitesse synchrone

n vitesse du rotor

co • 30

71 • p
cor • 30

TV ' p
où p nombre de paires de pôles

(o ~ 2 n f vitesse angulaire du champ tournant
cor vitesse angulaire (électr.) du rotor.
En remplaçant on a:

CO — COr

CO

Introduisons cette valeur dans l'équation (32):

jco
Z — Ri

r2-co
CO — cor

Lé-co2 (Lé)2 x

r0-co jcoLé-(1 + r)

co2 (Lé)2 x

/?!

co—cor

— Ri

— hjcoLé(1 + t)
co—cor

jcoLér2— co (co ooj) (Lé)2x
_

r2+j(co-cor) Lé(l+r)
Z — Ri — co Lé

(co cor) Lé x-j-r2
r2 4 j (co-CQr) Z+ (1 + r)

(38)

Nous avons vu sur la fig. 18 que certaines courhes
d'égale vitesse se coupent. A ce point de coupe nous
aurions la même admittance ou la même impédance
pour 2 fréquences différentes. Nous pouvons donc
poser:

(C0j — C0r) Lé-T—j-r2
_

r2+./(«i-Mr) Lé (1 + r)

(co2-cor)-Lé-r-j-r2

Ri co j Lé

—• Ri co2 Lé
r2-\-j-(co2—cor) Lé(1+ r)

(co2i-co1-cor) Lé r r2— j &q r\ + cq (oq- cor) Lé xj Lé-
(m2 —cor) (1+ r) + coi r2 Lé (co2—cor) (1 + r)

(co2—co2 cor) Lé t r2 —j co2 rf -f- co2 (co2 — cor)

Lé xj Lé (<Oi—cor) (1+ r) + co2 r2 Lé (cot—cor) (1+ r)
Lé r r2 • [(&q + co2) (oq — co2) — cor (oq — co2)\ —jr\-
(col - co2) + j (Lé)2 r (1 + r) (co2 — cor) (col — cor)

• (oq — w2) + Lé r2 (1 + t) cor (oq— oq) 0

Lé r r2 (oq + oq — cor) — j r\ + j (Lé)2 r (1 + r)
• (co2—cor) (oq — cor) — Lé r2 (1 + r) cor 0

Prenons pour commencer les termes réels:

Lé rr2 (oq —j— co2—<or) — Lé r2 (1 + r) cor 0

v cq + x co2 — t cor—cor—r cor — 0

r(oq + co2) oq-(l + 2r) d'où

I 1+ 2 T 1 + o+ Co2 COr COr-——

Maintenant occupons-nous des termes imaginaires:

j (Lé)2 r (1 + r) oq • co2 - co2 cor - oq cor + co2) =jr2:

(Lé)2 r (1 4- T) |oq ^a>r 1"^2r — CO^j- Cûr
,l+2r

+ C02r I =r22

(Lé)2 v (1+ t) <o2
œr1 + 2v

—co\ (Lé)2 r (1+ r)

o>?(l+r) (Z.i)2r(l+r)-r2 0

-co\-(Lé)2-r (1+ r) + oq- ior-(Lé)2 (1 -f- r) (1 +2 r)-
— co2-(1+r)2 (Lé)2-r2 0

d'où

W0 - cor (Lé)2 (1 + r) (1 + 2 r) ± J!co2r (Lé)* (1 + r)2 (1 + 2 r)2-4 (Lé)2 r (1 + r) [co2 (1 + r)2 (Lé)2- rj ]

— 2 (Lé)2 r (1+ f)
l-f-2 v —

cor—„ h
2 X p (l + 2r)2 û*.(1+t)

4r2 (Lé)2 (1+ r) x

cor '

cor •

l+2r— co\(l+4r+4T2 — 4t—4r2)
2 x

l+2r
2x

t
l/M
Y 4r!

4 x2

r!
2 (Lé)2 (1+r) r

co,

(Lé)2 (l+r)r
COr 1 + Ö -pi-]/ 2 f^r2\2

2-"2 ^"+2t1/œr-\lLé~) • 0

et
COr 1 —j— Ö

(39)

(40)
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Si le terme sous la racine est positif on aura un
point de coupe de la courbe d'égale vitesse, si ce

terme est négatif, il n'y aura pas de point de coupe
et si ce terme est égal à zéro, la courbe aura une
pointe (cas de courbe de n 25,67/min de la
fig. 18). Cette courbe sera celle dont la vitesse
angulaire cor/e vaudra:

C0_ L
2 r2 Va

donc nk +
60

ft'iP L'o
Va

(41)

(42)

Nous avons démontré que n'importe quelle
extrémité des vecteurs d'admittance devait se trouver

dans la surface hachurée de la fig. 17 qui est
limitée par les cercles kL et k2 (courbes enveloppantes).

Considérons la fig. 18a qui nous montre ces deux
cercles. Nous supposons que cette fig. 18a est
l'inversion de la fig. 18b par rapport à l'axe a—a'.

Ä

Fig. 18c.

Le cercle kx est l'inversion de la droite gt qui
passe par l'extrémité du vecteur de la résistance
Rj et qui fait un angle de 90° —y avec lui. Le cercle
k2 est l'inversion de la droite g2.

Cherchons les équations de ces deux droites
gi et g2.

s® A -M
l/aJ~ |/>;

En observant la fig. 18b on voit que le triangle
O' B' C est isocèle, donc :

O B' - B'C' Rx

C'W O'A' - et A'B' B'W
D.

__
(1-g)

1 —f- a

donc tg;< —

lyi-o)
1+0
2 R,

(1-tf) O^Vs)
2(l+ ö)

yô+]/i

ia+y\ a+yo» a—y»)

ö +

2(l+ö)

]/^ + cT+1) (i—V°)
2 (l + ö)

Vo +|/I +c+i-a-l~aVo-Vo

2 (l+o)

--aie
2(1 + ö) 2]/ö(l-(- a)

2 yë

et ctg;'

i\-v*
Le cercle de diamètre maximum sera tangent au

cercle D1 au point C (fig. 18b). Le point qui
correspond au point C dans le diagramme des
impédances est le point C'.

Calculons les coordonnées du point C':

O'W — R1 — B'W

C'W
D,

La fréquence pour le cercle de diamètre maximum

vaudra en partant de:

R, R. .1—
tgftm x7= — y°

-^0 0

d'où co„, -
R,

L'o-Vo

Supposons que la distance B'C' soit proportionnelle
à la fréquence.

Pour co 1 on aurait symboliquement :

/?,(!-à) 2RX
max — Rl

(1+Ö).
Ri

L'oVO jgiVi
Ri

L'o Va

sevujjs
Iß 0,25mm
1mm 4 SI



86 BULLETIN SCHWEIZ. ELEKTROTECHN. VEREIN 1945, Nr. 3 XXXVI. Jahrgang

*1

R, — L'0

Zi-Vff-(l-ö) 2 L'0 |/ö
1+0

o-(l —o) — 2ja
1 —CT

/?!-—^-(V<T(l-«T)-2iö)
1 + Ö

Pour une valeur quelconque d'co on aurait donc

pour la droite gt

Zdt Ri- iVö (1-o)- 2jo] (43)
1 + o

et pour la droite g,

Zj)2 — Ri
(O-L'o

1+ 0
iVtf (1— o) — 2 ja] (44)

Voyons maintenant à quelle fréquence les courbes
de vitesse constante sont tangentes aux cercles kt et
k2. La tangence est aussi réalisée dans le diagramme
d'impédance avec les droites g1 et g2.

Pour cela il faut donc poser (pour le cas de g1

resp. k.,) :

Ri¬
co L'0

T+7
R,— co L'„

l7-l -a-]/o

[i/o (1 o)— 2jf o]

(ico-cor) L'o-T—jr2

r2 +7 (w — cor) L'0 (1 + r)

2jr 0 j r2-(co- cor) L'0 r
l+ö 1+0 r2+/(co—cor) Lé (1+t)

-y*. 1—CT

1+Ö
-ya,-1-6

1+Ö
j{co—wr)L'0 (1+ t) +

2 J ö r2 2 0
(co-cor)Z; (1 + t)

1 —j— Ö 1 —{— Ö

ir2— (« — (6r) L'o r

d'où — ]/ö • ^ j (co-co) L'o (1 + r) +~~ — j r2l+ö
(eu— cor) Z„ (1+ t) y~6 °

r„

1+0

1+0

r„
0-1
1+0

r,

(£-0-

eu—eur
L'0

(0-1) (1+0)

(î+r) y6(1—o) (i+o)
1

ou eu —cur

L'0 j/ö (1 + t)
r0 1 — 0

I/o
(pour le cercle /+ (45)

en partant des termes réels on trouve le même
résultat, en effet:

— y6 \ 6
r2 r~+ (eu—cur) (1+ T)

l+ o 1 + 0

(eu cur) L'o

(co-co) L'o

— (eu—cur) L'o t
20

(1 + t)
1+0

T+ 0 T— 2 0 — 2 ÖT

,- 1-0
--- l O r,

1 + 0

l+ o

l7- l — oI/o r„' l+o
(eu—cur) L'o [t—0 (2 + t)] ]/o(l —0) r2

/...a I/o (1—0) _ r2 ]/ö(l-o)
L'o t— 6 (2 + t) L'0 2 r t2

1+ T 1+T

r2 I/o (l—o) _ r2 (l—o) Vo
L'o t + t2 — 2T— T2 Z; — o

î+t
r„ 1—O

+ J/o

r2 1—6
co—cor —

L'o "|/o

ce que nous avions trouvé avec les termes
imaginaires.

Pour le cercle k2 respectivement la droite g, on
trouve :

eu—cor j2- — (pour le cercle k2) (46)
L'o y6

La fig. 18a nous montre la courbe k (n 25,67/min)
qui est pointue. La pointe doit être située sur le
cercle k2. Cette pointe peut être considérée comme
un point de coupe, donc on peut poser

(Oj — CO2 (Ojj; —
corh 1+0

[voir (39) et (40)] d'où

k
(Or l+o 1-0

L'0 y6

2 r„
curb

L'„
I/o

valeur que nous avions trouvée [voir formule (41)].
D'après ce résultat le choix du paramètre co pour

l'équation des droites gt et g2 (fig. 19b) peut être
considéré comme juste.

Calculons pour nos 4 courbes les fréquences
auxquelles elles sont tangentes aux cercles k± et k2

(fig. 18a), respectivement g1 et g2 (fig. 18b)
Cercle kt et droite g-^

r, 1—O
co-, — co.

11,8 1—0,0917

L'0 i/o 1,33 0,303

— co-L — cor — 26,6 d'où cot cor — 26,6

cercle k2 et droite
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(o2 — (or + 26,6 a>2 (or + 26,6

Pour la courbe I, (n — 0) on a cor 0 donc

(o1 — 26,6

d'où /j -26,6
2 71

co2 "H 26,6

—4,23 Hz et f2 4,23 Hz

Pour la courbe II (n 14,3/min) on a 3 donc

£0! 3 —26,6 —23,6 d'où /, — 3,76 Hz
co2 3 + 26,6 + 29,6 d'où /2 + 4,72 Hz

Pour la courbe III, {n — 25,67/min) on a ojr 5,38

Wl 5,38 —26,6== —21,22 d'où fx — 3,38 Hz
o)2 5,38 + 26,6 + 31,98 d'où f2 + 5,09 Hz

Pour la courbe IV, (n 750/min) on a œr 157

ctq 157 — 26,6 + 130,4 d'où ft — + 20,75 Hz
W2 157 + 26,6 + 183,6 d'où f2= + 29,20 Hz

Cherchons la courbe qui possède la pointe [voir

(44)]: cork <]+:
2.11,8

0,303 5,38
L'0 ' ' 1,33

d'où nk 25,67, cette courbe est représentée sous III
(voir fig. 18a, b). La courbe d'impédance de n

750/min est représentée par la fig. 18c (à cause de
l'échelle). Nous remarquons que cette courbe se
croise au point M', resp. M. Calculons les
fréquences qui se trouvent en M', resp. M [voir (39)
et (40)].

l+o(Or

2
'

o
' 2

157 1,0917
hi-'-m-

2 0,0917

+dwV15r"(2w)!o'0917 =+1713
d'où fx 273

^ 159 d'où /2 25,3.

Il serait intéressant de faire intervenir les pertes
dans le fer, ainsi que d'analyser le cercle d'admit-
tance pour de très basses fréquences où le courant
en charge peut être inférieur au courant à vide.
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Die Akkumulatoren-Triebwagen der Kraftwerke Oberhasli A.-G.
Von P. Gaibrois, Genf.

Es iverden die Hauptdaten von zwei Akkumulatorentriebwagen,

die auf dem Verbindungsgeleise Meiringen-Innertkir-
eben und auf der Stollenbahn Handeck-Guttannen verkehren,
mitgeteilt und deren elektrische Ausrüstungen beschrieben.
Der Aufsatz ist ergänzt durch Angaben der Kraftwerke Oberhasli

A.-G. über den Verwendungszweck der beiden
Fahrzeuge und die damit gemachten Erfahrungen.

Zur Erleichterung der Transporte in der Gegend
ihrer Kraftwerke Handeck und Innertkirchen
haben die Kraftwerke Oberhasli A.-G. zwei Bahnlinien

im oberen Aaregebiet errichtet. Eine dieser
Bahnlinien mit einer Spurweite von 1 m verbindet
die SBB-Station Meiringen mit Innertkirchen, wo
ein neues Kraftwerk im Jahre 1943 in Betrieb
gesetzt wurde1). Die andere Strecke, mit 50 cm
Spur, führt vom Dorfe Guttannen an der Grimsel-
strasse nach dem Kraftwerk Handeck2).

A. Verbindungsgeleise Meiringen—Innertkirchen
Diese Strecke wurde in den Jahren 1925...1926

gebaut als Anschlussgeleise der Kraftwerke Oberhasli

an die Brüniglinie der Schweiz. Bundesbahnen.

Sie ist daher mit der gleichen Spurweite
wie diese ausgeführt, d. h. mit Meterspur, und auch
das Rollmaterial entspricht vollständig den Normen
der Brünigbahn.

Das Tracé (Fig. 1) führt in einer Länge von
etwa 5 km vom Bahnhof Meiringen längs der Aare
nach dem Güterbahnhof der Kraftwerke Oberhasli
A.-G. in Innertkirchen, mit Geleiseanschluss bis in
die unterirdische Maschinenanlage Innertkirchen.

0 Bull. SEV 1942, Nr. 20, S. 529, und 1943, Nr. 10, S. 276.
2) Bull. SEV 1929, Nr. 22, S. 753, und 1933, Nr. 24, S. 639.
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L'article donne les caractéristiques principales des
tracteurs à accumulateurs en service sur la ligne de raccordement
«Meiringen-Innertkirchen» et dans le tunnel conduisant à la
Centrale de Handeck et décrit sommairement leur équipement

électrique. Des indications des Forces Motrices de
l'Oberhasli sur la destination et les résultats d'exploitation
de ces tracteurs complètent cet article.

Etwa 1,8 km der Strecke verlaufen in einem Tunnel
längs der Aareschlucht. Die Steigung beträgt im
Mittel 8 °/oo, im Maximum 20 °/oo.

Die Lichtraum-Profile der Tunnel sind so
dimensioniert, dass alle Ladungen, welche für den Lichtraum

der Normalspurstrecken der Schweiz. Bundesbahnen

zulässig sind, mit Hilfe von Rollschemeln,
ohne Umlad, auch auf der Strecke Meiringen—In-
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nertkirchen transportiert werden können. Nachdem

die Bahn ursprünglich mit Dampf betrieben
worden war, wurde sie nach Abschluss der
Bauarbeiten des Kraftwerkes Handeck im Jahre 1932
auf elektrischen Akkumulatorenbetrieb umgestellt,
wozu sie sich wegen ihrer geringen Länge vorzüglich

eignet.
Im Jahre 1939 haben die Kraftwerke Oberhasli

für diese Strecke, als Ersatz für den bis anhin ver-
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