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Die symbolische Rechnung der Wechselstromtechnik und
die ebene Vektorrechnung.
(Fortsetzung von Seite 99 und Schluss)
Von Prof. Max Landolt, Winterthur. 512

3.
Anwendungen der ebenen Vektorrechnung auf
Grundprobleme der Wechselstromtechnik.

Es sollen nachstehend verschiedene Verwen-
dungsmdoglichkeiten der vorher behandelten Dar-
stellungsart der ebenen Vektorrechnung gezeigt
werden.

31.

Vektorielle Behandlung von Wechselstromgrossen.

Bekanntlich lassen sich die gegenseitige Phasen-
verschiebung und die Grisse von frequenzgleichen
Sinusschwingungen zeichnerisch durch Vektoren
abbilden. Solche Vektoren nennt man Zeitvekto-
ren. Vor besonderem Vorteil ist diese graphische
Darstellungsart dann, wenn es sich darum handelt,
mehrere solche Sinusschwingungen verschiedener
Phase und Amplitude zu addieren. Der Vorteil
liegt darin begriindet, dass die graphisch iiberaus
einfach, anschaulich durchfithrbare Addition von
Vektoren verschiedener Richtung und Linge das-
selbe Resultat ergibt wie die umstindliche und
uniibersichtliche mathematische Addition von meh-
reren Sinusfunktionen verschiedener Phase und
ungleicher Amplitude.

In vielen Fillen wiinscht man, die Ergebnisse
nicht nur graphisch darzustellen, sondern formel-
missig zu erfassen, ohne mit Sinusfunktionen rech-
nen zu miissen. Hiezu eignet sich die ebene Vektor-
rechnung. Sie ist imstande, die in der zeichneri-
schen Abbildung enthaltenen Ergebnisse in Glei-
chungsform zu liefern, wo die Zeichnung selbst
nur einzelne mogliche, beispielhafte Lisungen dar-
stellt. Schliesslich liefert sie ganz genaue Resul-
tate, was eine graphische Methode nie zu leisten
vermag.

Die ebene Vektorrechnung und die zeichne-
rische Darstellung von Vektoren beschriinken sich
auf die Erfassung von rein sinusférmigen Schwin-
gungen. Von Wechselstromgriossen zusammengesetz-
ter Kurvenform konnen sie deshalb nur die Grund-
harmonische des statienéren Zustandes erfassen.

311.
Stromvektoren.

Was hier fiir phasenverschobene Strome ge-
zeigt ist, gilt auch fur andere Wechselstromgrissen
(Spannungen, elektromotorische Kriifte, Durch-
flutungen, magnetische Fliisse usw.) sowie fiir
mechanische Schwingungen.

Beispiel:

Es soll gezeigt werden, wie sich die drei Stréme
eines symmetrischen Dreiphasensystems durch-
einander ausdriicken lassen, wenn sie gemiiss Fig. 30
gegeben sind.

Da die drei Strome einem symmetrischen Drei-
phasensystem angehoren, haben die drei Vektoren
S 3. und J, dieselben Betrige und sind je um
120" gegeneinander verdreht. Macht man fiir den
den Vektor ¥, in den Vektor J, iiberfithrenden

Operator a den Ansatz
S
@ (51 = A2

so wird der Betrag « wegen des
iibereinstimmenden Betrages der
beiden Vektoren gleich 1 und
fiir den Winkel ¢ des Versors
erhilt man — 1200, da die
Verdrehung des Vektors gegen den positiven Dreh-
sinn erfolgt. Man erhilt so:

Fig. 30.

i oy 0"

Fiir die beiden Komponenten a, und a, der Binom-
Form des Operators a findet man gemiiss Gl. (21a)

und (21b):

1
— —1900) —— _—
a,, = cos (—120°) 5
a,=sin(—120° = — 1—/237 ;

Damit erhilt man fir den Operator a:
= 1. V3
2 1o
Da die beiden Vektoren J, und ¥, in bezug auf
den Vektor ¥, zueinander symmetrisch liegen, ist
der Operator, der den Vektor J, in den Vektor
iiberfiihrt, der zum Operator a konjugierte Opera-
tor. Man kann also schreiben:

a =3 a, = a etil2°
- 1, V3
=—5+]%5 "

| Beispiel:

Es soll gezeigt werden, dass sich die drei Strome
cines unsymmetrischen Dreiphasensystems ohne
Nulleiter als Superposition von zwei gegenliufigen,
symmetrischen Dreiphasenstromsystemen auffassen
lassen *°).

Da kein Nulleiter vorhanden ist, miissen die
drei Vektoren J,, J, und J; der Bedingung ge-
niigen, dass ihre Summe J, +J,+J; gleich Null ist.

23)  Die Zerlegung beliebiger unsymmetrischer Drei-
phasensysteme (mit Nulleiter) behandelt die Methode der
symmetrischen Koordinaten von Fortescue. Siehe: Giinther
Oberdorfer, Das Rechnen nach der Methode der symmetri-
schen Koordinaten, E.u. M. 1927, S. 296; C. L. Fortescue,
Method of symmetrical Co-ordinates applied to the solution
of polyphase networks, Proceedings AIEE 1918, S. 629.
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Sev 1621

Fig. 31

Die drei Vektoren des gesuchten Mit-Systemes,
die mit dem durch die gegebenen Vektoren
bestimmten Sinn der Verdrehung aufeinander fol-
gen, sollen J{, I und Jj heissen. Zwischen ihnen
gelten die Beziehungen:

(@'Y — e_j12003;

(e Y]
2 .

N/ o— 2400
s =€/ J1
Die drei Vektoren des gesuchten Gegen-Systems,
die gegen den durch die gegebenen Vektoren be-
stimmten Sinn der Verdrehung aufeinander folgen,
sollen J,”, J,” und J,” heissen. Zwischen ihnen
gelten die Beziehungen:
(@70 1 L 171200 Oy 4 N i [N
Ji = et 1200 ¥y g3 = et 720 i,
Fiir die drei gegebenen Vektoren erhiilt man
die Ansiitze:
N

Si=F+IJ Fe=J+FJF Fo= I+ J4-
Beriicksichtigt man die zwischen den Vektoren

des Mit- und des Gegen-Systems bestehenden Be-
ziehungen, so erhilt man:

N N N
N1 = 51 51
32 — e—J1200 3/1 —+ etil200 Sﬁl
N o — 0 vy 112400 Oy«
Fs = e 2400 i | e+ 2400 iv,

""n zur Bestimmung des Vektors &, des Mit-
& S

Systems den Vektor I’ ues Gegen-Systems auf die
einfachste Weise zu eliminieren, verdreht man die
Vektoren der zweiten Gleichung um -+ 120° und
die Vektoren der dritten Gleichung um - 120°.

3 L= S s 3 i

etil2® §, = {4 eti2i0 G

e— 1200 §. = §i | eil200 § o,
Diese drei Gleichungen addiert man und erhilt
s0, da die Summe der drei symmetrischen Vektoren

RTA etil20® &t und e+7240° §i Null ist:

(& i 0y — [ eY]
et K e 10 R

3

Ji = (69)

Um zur Bestimmung des Vektors JI{ des
Gegen-Systems den Vektor J{ des Mit-Systems auf
die einfachste Weise zu eliminieren, verdreht man
die Vektoren der zweiten Gleichung um — 120°
und die Vektoren der dritten Gleichung um -+ 120°.
Durch Addition der drei Gleichungen erhilt man
dann:

it — §1+e—j 120}) 32,‘*1‘3“1200 Yy (70)
R SN, L.
3

Nach den in den beiden Gl. (69) und (70) ent-
haltenen Konstruktionsvorschriften sind in Fig. 32
die beiden Vektoren ¥, und J¢ konstruiert. Die

SEV 1822

Fig. 32.

Fig. 33.

dadurch erméglichte Zerlegung des gemiss Fig. 31
gegebenen unsymmetrischen Dreiphasensystems in
zwei symmetrische Dreiphasensysteme ist in Fig. 33
dargestellt.
312.
Impedanz- und
Admittanzoperatoren.

Herrscht ldngs eines Stromkreisteiles mit den
Endpunkten 4 und B die Wechselspannung U und
fliesst in dem betrachteten Stromkreisteil der
Wechselstrom I, so konnen diese beiden Grossen
durch die Vektoren 11 und I dargestellt werden.
Fiir beide Vektoren gelte gemeinsam der in Fig. 34
durch einen Pfeil angedeutete Bezugssinn. Stellt
man nun die Impedanz des betrachteten Strom-
kreisteiles als Quotient von Spannung und Strom-
starke dar, so erscheint sie als Quotient von zwei
Vektoren, also als Operator. Man erhilt fur den
Impedanz-Operator Gl. (71).

u

~

3 (71)

Ganz analog erhilt man fir den Admittanz-

Operator Gl. (72).

Z =

o8 (72)

Da weder die Impedanz noch die Admittanz
zeitlich sinusférmig veridnderliche Grossen sind,
diirfen sie in einer Gleichung, die zeitliche Sinus-
funktionen darstellende Vektoren enthilt, nicht
gleichermassen durch Vektoren ausgedriickt wer-
den. Ein Vektorquotient entspricht dagegen sehr
gut ihrer Eigenart, zwischen Strom- und Spannungs-
wellen eine Phasenverschiebung hervorzubringen.

Beispiel:

Gegeben seien eine Induktivitidt L, ein Ohm-
scher Widerstand R und ein Kondensator C, die in
Reihenschaltung von einem Wechselstromgenerator
G unter Spannung gehalten werden. Die Wechsel-
spannung U habe die Kreisfrequenz w. Der Ohm-
sche Widerstand R sei von einem Parameter p ab-
hingig. Gesucht sei die in dem gegebenen Strom-
kreis herrschende Stromstirke I sowie die resultie-
rende Impedanz Z der drei in Reihe geschalteten
Stromverbraucher.
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In Fig. 35 sind die Bezugssinne in das Schema
so eingezeichnet, dass die Stromstirke in den ver-
schiedenen Punkten des Stromkreises iiberall durch

3

L
4 uy és’s o PE 1@/7 —l l L
-5 .

sevnaze p SFv 1826
Fig. 34. Tig. 35. Tig. 36.

denselben Vektor J ausgedriickt wird. Rechnet
man mit den Vektoren €, €; und €. der elektro-
motorischen Krifte **) der drei Stromkreisteile, so
ergeben sich die in Fig. 36 enthaltenen lokalen

Vektordiagramme. Danach gelten die drei Glei-
chungen:

o . i 1
C.=—joLd G =-pRYF C.= TCS

Da die verschiedenen Bezugssinne einen einheit-
lichen Umlaufsinn festlegen, darf diec Summe aller
elektromotorischen Krifte gleich Null gesetzt

werden.
Se-s

So erhilt man fiir die elektromotorische Kraft
¢ des Generators:

@G——‘ _®L “®R _@c

. .1 o
@GzleS—i—pR%—]—wC .

Legt man, um den Spannungsvektor U in der
konventionellen Lage zu erhalten, seinen Bezugs-
sinn so, wie es in Fig. 35 geschehen ist, so gilt:

11 = @G'
Damit erhiilt man:

U=joL3+pRI—j ‘o &  (79)

pRS ; Konstruiert man gemiss der
',7&3' . . .
in dieser Gleichung enthaltenen
oLy & . Konstruktionsvorschrift das Vek-

s tordiagramm, so erhilt man den
Fig. 37. in Fig. 37 dargestellten Linienzug.

21) Die der Induktivitit, dem Ohmschen Widerstand und
der Kapazitit zugeschriebenen elektromotorischen Krifte
haben keine unmittelbare physikalische Bedeutung, sie sind
jedoch als Rechnungsgréssen #dusserst bequem zu verwenden.
Ihre Einfithrung gestattet, das «dynamische» Problem in ein
«statischesy iiberzufithren, wie die Einfithrung der Zentri-
fugalkraft das dynamische Problem des Gleichgewichtes
rotierender Kérper in ein statisches iiberfiihrt.

Statt mit elektromotorischen Kriften zu rechnen, kann
man auch mit Spannungen arbeiten. Insbesondere bei kom-
plizierteren Problemen ist es sehr empfehlenswert, aus-
schliesslich nur mit der einen oder andern Gréssenart zu
rechnen, da zufolge der in Satz 5: «Spannung, Potential,
Potentialdifferenz und elektromotorische Krafty des AEF 16)
getroffenen Festsetzung Spannung und EMK bei gemein-
samem Bezugssinn entgegengesetztes Vorzeichen haben. Die
gemischte Verwendung beider Grossenarten fithrt deshalb
leicht zu Vorzeichenfehlern.

Dividiert man Gl (73
gemiss Gl. (71) den Impedanzoperator Z.

) durch J, so erhilt man

Z=pR—}—]<(uL—wlC>.

Fiir die gesuchte Impedanz Z, den Betrag des
Impedanzoperators Z, findet man gemiss GL. (19):

Z:]/‘(I;RZ)—FwL—L)z
wC

Lost man die Gl. (73) nach J auf, so erhilt man
fiir den Vektor der gesuchten Stromstirke:

g = 1 1L

pR+j (L= 5c)

(72) den

Hieraus entnimmt man gemiss Gl
Admittanzoperator zu:

1
1
pR+1(wL—ﬁ

e ) (74)

Durch Vergleich mit Gl. (58) ersieht man, dass
der gefundene Admittanzoperator den Aufbau
cines Kreisoperators hat. Die darin enthaltenen

Operatoren a, b, ¢ und d findet man durch Identi-
fizierung der beiden Gl. (74) und (58).

1 __ a+pb
: 1 T ¢—+pd
ot L
So erhilt man:
ét:aw—{—jabzl a,=1 a,=0
B:b\v+jbb=0 b“:() bb:O
. . . 1 1
c:C“'+]Cb:]<(')L_(06)Cw~‘0 Cb_wL—(:)C
d=d, +jd,=R d,=Rd,=0.

Die Spitze des Vektors I bewegt sich also auf
einem Kreis, wenn der Parameter p seinen Wert
verindert.

Den Betrag I des Vektors J

miss dem Ausdruck:

bestimmt man ge-

Beispiel:

Es sei die Ableitung der bekannten, fiir den
stationdren Zustand giiltigen Differentialgleichun-
gen fiir Stromstirke und Spannung einer Wechsel-
strom-Fernleitung *) gezeigt. Die Induktivitiit, der

25) Diese Gleichungen finden sich zum Beispiel bei
Alfred Fraenckel, Theorie der Wechselstrome, 2. Auflage,
S. 185, Gleichungen (212) und (213), Verlag Jul. Springer,
1921.
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Ohmsche Widerstand, die Kapazitit und die Ab-
leitung pro km Linge der Fernleitung seien: L, R,
C und G. Fiir ein sehr kleines Lingenelement dx
ergeben sich diese Konstanten dann zu:

Ldx Rdx Cdx Gdx.

Fiir die Leitung gilt dann das Schema der
Fig. 38, in das fiir Strom und Spannung die Bezugs-
sinne eingezeichnet sind.

U
3 Do dit
_______ e M’
N
5 "z
Q
Itd3
u u
———————— 5 J+d
7 X Xear i
SEV 1828 ‘Zg.éj'm{:y i?[f sevieze o3¢ a3
Fig. 38. Fig. 39.

Rechnet man ausschliesslich mit Spannungsvek-
toren, so erhilt man fiir ein Leitungselement dx
im Abstande X von einem Bezugspunkte die vier
lokalen Vektordiagramme von Fig. 39.

Die diesen Vektordiagrammen entsprechenden
Gleichungen lauten:

dl foLdx

=T @44y
dll Rdx
NG ER )
dJc = joldx U

d3s = Gdx 1.

Die Bedingung, dass die Summe aller auf den
Punkt ¢ zufliessenden Strome Null werden muss,
filhrt zu der Gleichung:

J=d Je—dTFe— (F+dJ) = 0.
Hieraus erhilt man:
- d% = d%c+d8(i
—dJ=joCdx N+ Gdx U

d
— ng (G+joC) 1

(75)

Die Bedingung, dass die Spannung lings den
Wegen a, x und a, b, x + dx, x gleichgross sein
muss, fithrt zu der Gleichung:

u=%+%+(u+du)+
—dll=dl, +dly,
—dll=joLdx (3 +d3) + Rdx (3 +d3).

Da man den unendlich kleinen Vektor dJ
neben dem Vektor § vernachlissigen muss, erhilt
man hieraus:

dl
— -7 — (R ‘o L) .
dx ( + jo )U

Differenziert man diese Gleichung nach dx, so
erhilt man den Ausdruck:

A,

dll,
,? +

2

(76)

d* U d
_ = (R Ly =2,

iz — Btjol) 7

Hierin kann man den Differentialquotienten
dJ/dx aus Gl. (75) einsetzen und erhilt so die ge-
suchte Differentialgleichung fiir die Spannung:

&1

P e (R4+joL) (G4+jouC) 1.

(77)
Differenziert man analog noch GIl. (75) nach
dx, so erhilt man den Ausdruck:
U . dU
~ g —iEriel g0
Hierin kann man den Differentialquotienten
dll/dx aus Gl. (76) einsetzen und erhilt so die
gesuchte Differentialgleichung fiir die Stromstiirke:
AR

e = (R+joL) (G+joC)J. (78)

32.
Vektorielle Behandlung von Impedanzen.

Es erweist sich als zweckmaissig, auch Impedan-
zen, die an sich weder gerichtete Grossen noch zeit-
liche Sinusfunktionen sind, als Vektoren darzu-
stellen. Der Grund ist der, dass sich die resultie-
rende Impedanz einer Reihenschaltung mehrerer
Impedanzen durch Addition der Vektoren, die die
einzelnen Impedanzen darstellen, finden lisst.

Im vorhergehenden Abschnitt erschien die Im-
pedanz als Vektorquotient, als Operator der Form:

Z = Z,+12,.

Um zur Vektordarstellung des Impedanzopera-

tors Z zu gelangen, geniigt es, ihn mit einem be-
liebigen Einheitsvektor i zu multiplizieren. Dieser
Einheitsvektor i braucht keine elektrische Grosse
zu sein. Er kann eine rein geometrische Grisse,
eine gerichtete Strecke sein.

Multipliziert man obige Gleichung mit dem
Vektor i, so erhilt man:

Zi=Z,i+ 71
Fiihrt man fiir die Vektoren Zi, Z,i und j Z, 1

die Bezeichnungen 3, 3, und 3, ein, so schreibt
sich diese Gleichung in der Form:

8=8W+8b'

Fig. 40 veranschaulicht die Zusammenhinge.

Der Vektor 3 und seine beiden Komponenten

By und 3, stellen bildlich die Dreh-Streckung dar,

die der darin enthaltene Operator Z ausiibt, wenn
er mit einem Vektor multipliziert wird. Impedanz-
Vektoren dienen lediglich dazu, die graphische
Kombination von Impedanzen zu resultierenden
Impedanzen zu erméglichen. Soll dagegen ein Zeit-
vektor, der eine Stromstirke darstellt, in einen eine
Spannung darstellenden Zeitvektor iibergefiithrt
werden, so ist er mit dem Impedanz-Operator, das
heisst, mit einem Vektorquotient zu multiplizieren.
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Was nachstehend fiir Impedanz-Operatoren und
Impedanz-Vektoren gezeigt wird, gilt sinngemiiss
auch fiir Admittanz-Operatoren und Admittanz-
Vektoren.

Babj o2t

7

Fig. 40.

321.

Reihenschaltung.

Es soll gezeigt werden, dass der Operator Z der
resultierenden Impedanz einer Reihenschaltung

von zwei Impedanzen, deren Operatoren Z, und Z,

sein mogen, durch Addition der sie darstellenden

Vektoren graphisch gefunden werden kann.
Gegeben seien die beiden Impedanzoperatoren:

Zl =Zy +fZ1b

ZZ = ZZ\\' + ] ZZlv'
Durch Multiplikation mit dem Einheitsvektor i
erhillt man die Vektoren 3, und 3,.

,81 :81w+81b r82 =r82w—+—82b
\|w=Z1wi 8ZW=Z2wi
811» :].Zlbi ,821,=]'Z21,i.
Durch graphische Addition der beiden Vektoren
3, und 3, findet man den Vektor 3, + 3,. Die
Zusammenhiinge sind in Fig. 41 veranschaulicht.
Die Zusammenhinge sind so einfach, dass man
anhand der Fig. 41 sogleich erkennt, dass der durch
den Vektor 3, + 3, dargestellte Impedanzoperator

gleich der Summe der Operatoren Z, und Z, ist.
Zx + Zz =7y, + i+ 2o+ ] 2y,

322.
Parallelschaltung.

Es seien die Vektoren 3, und 3, von zwei paral-
lelgeschalteten Impedanzen graphisch gegeben. Ge-
sucht sei der Vektor der resultierenden Impedanz.

Es soll nun eine Konstruktionsvorschrift abge-
leitet werden, nach der der gesuchte Vektor 3
graphisch ermittelt werden kann 2¢). Dividiert man
die beiden gegebenen Vektoren durch einen be-
liebigen Einheitsvektor i, so erhidlt man zwei Ope-

ratoren Z, und Z,.

26) Es bestehen verschiedene graphische Lésungen fiir
diese Aufgabe. Wohl die ilteste, von E. Orlich herriithrend,
findet sich bei Alfred Fraenckel, Theorie der Wechselstrome,
2. Auflage, S. 51, Verlag Jul. Springer, 1921. Weitere Losun-
gen haben angegeben: H. Rukop, Diagramm fiir die Parallel-
schaltung beliebiger Scheinwiderstinde, Archiv fiir Elektro-
technik, Band XXI (1929), S. 444, ferner: Albert von Brunn,
Neue Methoden zur graphischen Bestimmung von Wechsel-
strom-Ortskurven, Bull. SEV 1929, S. 75.

Die hier behandelte Lésung lehnt sich an eine Ver-
offentlichung von E. Gross an: «Ueber Ortskurven bei der Pa-
rallelschaltung verschiedener Scheinwiderstinde, von denen
einer veriinderlich isty, E.u. M. 1929, S. 885, sowie an die
Konstruktion von Rukop.

3 _ g 3 _ 4
1 1

Fiihrt man gemiss Fig. 42 die Spannung 11 und

die Strome J, und J, ein, so gelten die Be-
ziehungen:
g, = 1 S, = u
L= A2 =
Z, Z,

Fiir den Operator Z der resultierenden lmpe-
danz der Parallelschaltung gilt dann die Beziehung:

7 u . g

St 3

Ersetzt man hierin die Strom-

vektoren §, und §,, so erhiilt i
man: Fig. 42.
g . u
u 1
Z, 7,

Durch Kiirzung und Ausrechnung findet man
hieraus:

7 = )
f' Z 79
Zy + 7, (79)

Rechnet man vorldufig nicht mit dem Opera-
tor Z,, sondern mit einem veranderlichen Viel-
fachen davon, also mit p,Z,, so erhilt man fiir den
resultierenden Impedanzoperator:
P2 Z, er

7= 2,
Z, +p, 22

(80)

Durch Vergleich mit Gl. (58) ersieht man, dass

der gefundene Operator Z den Aufbau eines Kreis-
operators hat. Die darin enthaltenen Operatoren

d, b, ¢ und d findet man durch Identifizierung der

beiden GI. (80) und (58).
Ll
Z,4+p, 7,

So erhilt man:

a=0 b=17,72, ¢c=17,

a+pb

.c—l—pfl

d=17, (81)
Multipliziert man Gl. (80) noch mit dem Ein-
heitsvektor i, durch den man vorher die beiden

gegebenen Vektoren 3, und 3, dividiert hat, so er-
hilt man:

P22y Z, 3
Z, +p, 7,
Der Vektor 3,, lduft somit bei Veridnderung
des Parameters p, auf einem Kreise. Nimmt der
Parameter p, inshesondere den Wert Null an, so
wird auch der gefundene Kreisoperator zu Null,
damit erhilt auch der resultierende Impedanzvek-

tor 3, die Linge Null. Der Kreis geht also durch
den Fusspunkt der Vektoren 3, und 3,. Wird da-

8!’ 2 = (82)
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gegen der Parameter p, unendlich gross, so nimmt
der Kreisoperator den Wert Z, an. Der Vektor oo

fillt also mit dem Vektor Z,i zusammen. Der Kreis
eeht also durch die Spitze des Vektors 3,. Diese
Zusammenhinge sind in Fig. 43 veranschaulicht.
Ein geometrischer Ort fiir den Kreismittelpunkt
ist die Mittelsenkrechte des Vektors 3,. Ein zwei-
ter geometrischer Ort lisst sich durch Berechnung

des Mittelpunktsoperators m oder des Mittelpunkt-
vektors mi finden.
Gemaiss Gl. (59) findet man den Ansatz:
: — 7,2, %,
m= ————=
2 1y —1ii 2y
Im Zihler erscheint das Produkt der konjugier-

ten Operatoren Z, und Z,,. Dieses darf nach GL
(40) dem Quadrat des Betrages gleichgesetzt wer-
den. Es wird also:

3 ‘
=k

Fig. 43.

SEVrese

Fig. 4.

Schreibt man die auftretenden Operatoren in
Binom-Form, so erhiilt man fiir den Nenner die
Gleichung:

Z.1 Zzu - Zlk Zz - (le -+ leb) (ZZW—jZZh)
- (Zl\v - iZlh) (Z2w +]ZZD)'
Multipliziert man die rechte Seite dieses Aus-

druckes aus, und ordnet man, wobei sich einige
Glieder herausheben, so erhilt man:

Zl sz - Z.1|< Zz = —] 2 (lel Z,,—1,, Zz»)-

Damit erhilt der

Form:

Mittelpunktsoperator die

, - 73 7, :
—iz (Zl\vZZh—Zlb Zzn)

m —

Multipliziert man wieder mit dem bisher ge-
brauchten Einheitsvektor i, so erhilt man mit ge-
ringfiigiger Umstellung fiir den Mittelpunktsvektor
mi den Ausdruck:

VA .
T ——— — (—{Z,i.
2 (lay T — i Z) V)

2w

mi =

Hierin ist der erste Teil ein reiner Faktor, der
zweite Teil dagegen stellt den um einen rechten
Winkel verdrehten Vektor 3, dar. Die Richtung
des Mittelpunktsvektors steht somit senkrecht auf
der Richtung des gegebenen Vektors 3,. Damit ist
der zweite geometrische Ort fiir den Kreismittel-
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punkt gefunden. Er ist in Fig. 43 eingetragen. Der
gegebene Vektor 3, ist also eine Tangente des ge-
fundenen Kreises.

Der gesuchte Vektor 3 entspricht nach Gl. (79)
dem Werte 1 des Parameters p,. Er liegt somit
irgendwo auf dem durch die Spitze des Vektors 3,
beschriebenen Kreise, der durch den Fuss- und den
Endpunkt des gegebenen Vektors 3, geht und fiir
den der ebenfalls gegebene Vektor 3, eine Tan-
gente ist. Dieser Kreis ist somit ein erster geometri-
scher Ort fiir die Spitze des gesuchten Vektors 3.

Rechnet man analog wie vorher nicht mit dem

Operator Z,, sondern mit einem verinderlichen

Vielfachen davon, also mit p,Z,, so findet man
wegen des symmetrischen Aufbaues der Gl. (80)

hinsichtlich der Operatoren Z, und Z, offenbar das-
selbe Resultat wie vorher, es sind darin lediglich
die Indices 1 und 2 miteinander zu vertauschen.
Man bekommt so fiir den gesuchten Vektor 3 einen
zweiten geometrischen Ort in Gestalt eines durch
die Spitze des Vektors 3,; beschriebenen Kreises,
der durch den Fuss- und den Endpunkt des gegebe-
nen Vektors 3, geht und fiir den der ebenfalls ge-
gebene Vektor 3, eine Tangente ist. Fig. 44 veran-
schaulicht die Zusammenhiinge.

Damit sind fiir die Spitze des gesuchten Vektors
3 zwei leicht konstruierbare geometrische Orte ge-
funden und die gestellte Aufgabe ist damit ge-
lost 27).

33.
Vektorielle Behandlung von Dreh- und
W echselfliissen.

Sollen beispielsweise im Vektordiagramm des
Transformators der mit dem Magnetisierungsstrom
in Phase liegende Nutzfluss und die dagegen zeit-
lich phasenverschobenen Streufliisse dargestellt
werden, so handelt es sich hiebei um magnetische
Wechselfliisse, von denen nicht eine verinderliche
ridumliche Lage, sondern die Amplitude und die
zeitliche Phasenverschiebung abgebildet werden
sollen. Es kommt hiezu die im Abschnitt «Vek-
torielle Behandlung von Wechselstromgrossen» be-
handelte Methode zur Anwendung. Diese gilt ganz
allgemein fiir zeitlich sinusformig verinderliche
Grossen, also auch fiir magnetische Fliisse, magne-
tische Spannungen und elektrische Durchflutungen.

Im Gegensatz dazu soll jetzt gezeigt werden, wie
solche Flusse zu behandeln sind, bei denen in Ab-
hingigkeit von der Zeit die Intensitit schwankt und
die riumliche Lage der Achse sich verindert.

Oft haben magnetische Fliisse im Luftspalt einer
elektrischen Maschine in Funktion des Umfanges
sinusformige Verteilung und weisen dabei gleiche
Wellenlinge auf. Unter dieser Voraussetzung lassen
sie sich mit Vorteil durch Vektoren abbilden. Da-
bei wird ihre Stirke durch den Betrag dieser Vek-
toren wiedergegeben und der Bogen zwischen ihren

27) Diese sowie die in Fussnote 26 erwihnten weiteren
Konstruktionen versagen allerdings, wenn der zwischen den
gegebenen Impedanzvektoren eingeschlossene Winkel gleich
0 oder gleich 180° ist.
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Achsen durch den Winkel zwischen den Vektoren
ausgedriickt. Der Wellenlinge entspricht der Win-
kel 2 m. Der resultierende Fluss verschiedener sol-
cher Teilfliisse lisst sich dann durch Addition ihrer
Vektoren finden. Weisen die Teilfliisse in Funk-
tion des Umfanges eine zusammengesetzte Kurven-
form auf, so ist fiir jede Harmonische ein separates
Vektordiagramm zu zeichnen.

Ist die Stirke der betrachteten Teilfliisse mit
der Zeit sinusformig veridnderlich, so wird auch der
resultierende Fluss nach Grisse und Lage (der
Achse) eine Funktion der Zeit sein. Da durch die
verschiedene Lage der Vektoren die rdumlich ver-
schiedene Lage der Flussachsen wiedergegeben
wird, kann durch dieses Darstellungsmittel nicht
noch die zeitliche Phasenverschiebung ausgedriickt
werden. Die einfache graphische Darstellung durch
Vektoren versagt hier, denn sie gibt ein Bild, das
nur in einem bestimmten Zeitpunkt richtig ist. Den
vollstindigen Verlauf der Erscheinungen kann sie
nur durch eine ganze Reihe von solchen Moment-
bildern wiedergeben.

Hier erweist sich nun die ebene Vektorrechnung
als sehr brauchbares Hilfsmittel. Sie kann eine
unendliche Reihe von Momentbildern in einer ein-
zigen Gleichung ausdriicken. Nach Galileo Ferra-
ris 2*) zerlegt sie einen zeitlich sinusformig ver-

inderlichen Vektor @,2°) in zwei gleichschnell,
aber entgegengesetzt drehende Vektoren @, und
@y, deren Betrag halb so gross ist wie die Ampli-
tude @ des urspriinglichen Vektors @,. Fiir diese
rechts- und linksherum rotierenden Vektoren @,

und @, ,, deren Spitzen Kreise mit dem Fusspunkt
als Zentrum beschreiben, erhilt man nach Gl. (52)

die Ausdriicke:

(81a)

Dy = e—i (@147

(81b)

(th — el (Wt+¢)

SIS SISy

Der “urspriingliche Vektor @, ist die Summe

der beiden Vektoren @, und @,
D, = e—i(01+e) f; e titottg o (82)

Fig. 45 ist ein Momentbild, das den in dieser
Gleichung ausgedriickten Zusammenhang fiir einen
bestimmten Zeitmoment graphisch darstellt.

Damit die Addition rech-
nerisch ausgefiihrt werden kann,
sind die in Gl. (81a) und (81b)
enthaltenen Versoren nach Gl.
(24) umzuschreiben. So erhiilt
man:

el
N\
SEV1635 N

Fig. 45.

28) Siehe hiezu: L. A. Finzi, Ueber Dreh- und Wechsel-
felder, Archiv fiir Elektrotechnik, Band XXII (1929), S. 573,
ferner: Gerhard Hauffe, Komplexe Behandlung ven Wechsel-
und Drehfeldern, E.u. M., 1927, S. 101.

29) Da fiir den griechischen Buchstaben @ kein deutscher
(Fraktur-) Buchstabe besteht, wird der Vektor nach Satz 10:
«Vektorzeicheny des AEF 16) durch Ueberstreichen gekenn-
zeichnet.

o 3
Dy = (cos(wt+ @) —jsin (0 t-+¢)) )

- . (7]
D= (cos(wt+@)—+ jsin(wt+q)) )

Bei Bildung der Summe heben sich die den
rechtwinkligen Versor j enthaltenden Glieder
gegenseitig auf. Es wird:

@, = cos (w t+ @) D (83)

Sind mehrere zeitlich sinusf6rmig verinderliche
Fliisse gegeben, deren Achsen miteinander Winkel
einschliessen, so fithrt die Zerlegung zu ebenso vie-
len Paaren entgegengesetzt drehender Vektoren.
Unter der Voraussetzung, dass die gegebenen Fliisse
dieselbe Periodendauer haben, weisen die gleich-
sinnig rotierenden Vektoren dieselbe Drehgeschwin-
digkeit auf. Sie lassen sich deshalb zu einem resul-
tierenden Vektor vereinigen. Man erhilt so zwei
entgegengesetzt gleichschnell rotierende Vektoren
Doy und Dy, , die nicht gleichlang zu sein
brauchen. Ihre Summe ist der endgiiltig resultie-

rende Vektor. Dieser geniigt zufolge seiner Ent-
stehung der Gleichung:

(pves t = (I)L rest+ (’DR rest*
Bezieht man die nach links und rechts drehen-
den Vektoren @, ., und @ .., auf einen beliebi-

cen Bezugsvektor 2(, so kann man schreiben:

EL rest — r eifot+9) 9
ER rest — q e —i(ot-+9) Y[,
Damit erhélt man fiir den resultierenden Vektor

&, die Gleichung:

Dy = ('r ei(0tde) 1 é”e-yxm-'rw) A (84)
Der Vergleich mit Gl. (67) zeigt, dass die ge-

fundene Gl. (84) eine Ellipsengleichung darstellt,

res

bei der der Mittelpunktsoperator m gleich Null ist.
Der resultierende Flussvektor @ ., beschreibt also
eine Ellipse, deren Mittelpunkt in den Vektorfuss-
punkt fillt. Sind die beiden rotierenden Vektoren
Dy sy und g o gleichlang, so haben die beiden
Operatoren r und ¢ gleiche Betriige. Der resultie-
rende Flussvektor @, degeneriert dann zu einem
pulsierenden Vektor, es entsteht ein Wechselfeld.
Wird dagegen der eine der beiden drehenden Vek-
toren zu Null, so degeneriert der resultierende
Flussvektor @, zu einem kreisenden Vektor, es
entsteht ein Drehfeld.

Beispiel:
Es soll gezeigt werden, dass drei durch die sym-
metrischen Zeitvektoren J,, J, und J,; dargestellte

‘sinusformige Wechselstrome, die in der Statorwick-

lung einer Dreiphasenmaschine fliessen, ein Dreh-
feld Lervorrufen koénnen.

Die Wicklungen seien so angeordnet, dass die
die Induktionsverteilung im Luftspalt darstellenden
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Kurven mit gentigender Anniherung als Sinuslinien
betrachtet werden koénnen. Ueberdies sei die Ma-
gnetisierungskurve der Maschine als geradlinig vor-
ausgesetzt, so dass der resultierende Fluss durch
Ueberlagerung der Fliisse der einzelnen Spulen-
gruppen der Wicklungen gefunden werden kann.

Unter diesen Voraussetzungen rufen dann die
drei Strome drei lings des Luftspaltes sinusférmig
verteilte, zeitlich mit den Stromen pulsierende
Wechselfliisse hervor, deren Achsen durch die Spu-
lengruppen-Mitten gehen. Die drei Flussachsen
sind in Fig. 46 veranschaulicht.

Die drei Wechselfliisse sind durch Vektoren
darstellbar. Da die Flussachsen um den dritten
Teil der Wellenlinge der Flussverteilungskurve
auseinanderliegen und da der Wellenlinge der
Winkel 27 entspricht, miissen die drei Flussvek-

toren ®, ,, @, , und P;, untereinander die Winkel
2 . ; ; s g : ;s
3 einschliessen. Die drei (nicht gleichzeitig auf-

tretenden) Maximalwerte @, @, und @; der pul-
sierenden Vektoren sind in Fig. 47 dargestellt.

Run
v

b ¢

Fig. 46.

=5
seviasr 240

Fig. 47.

Die Momentanwerte der Flussvektoren, die sich
im Takte und mit der Phasenverschicbung der er-
regenden Strome veriindern, geniigen den Glei-
chungen:

=3 2R3
&, = cos D,

B o e (@ T—1200)
@,, = cos D,

9t — 2400
Dy, = cos ITHY @,

Ersetzt man hierin die Maximalvektoren @,,
und @s unter Verwendung von Versoren durch den
Maximalvektor @;, so findet man fiir die Momen-
tanvektoren die Gleichungen:

D, = coswt P,
D, = cos (wt — 120°) e~/ 120° b,
Dy = cos (wt—2400) e—i20" P, .

Zerlegt man diese drei pulsierenden Vektoren
in ihre nach links und rechts rotierenden Ferraris-

Komponenten, so erhilt man die sechs Glei-
chungen:
) i 1
(ﬁ“t: elwt
. o
Dryie = e—iot
2
i . @
(pLgt = el (01 —1209) p—j1200 !
2
([)R2t — e—i(0t—1209 o—j1200 (P,
2

=
D4 = e (w1200 —j 2100 p,‘,,

. o
— — 2400, —J 2400 %
7 . e—(0lt—=2400) o— 2400

2

Durch Addition findet man die resultierenden
Ferraris-Komponenten. Die linksrotierende wird:

— 7/
— j 92400 4800 . i
D rese = (1 4 e 9200 L e—i480%) giot -

Zerlegt man die in der Klammer stehenden
¢-Potenzen in ihre Sinus- und Cosinus-Glieder, so
findet man:

(1 4 e 200 | e—i 48(]0) = 1 -} cos (_ 2400)
~+ jsin (—240°) + cos (—4800°) + jsin (—4809).

Durch Einsetzen der Zahlenwerte findet man,
dass der Klammerausdruck zum Wert Null fiihrt.
Die Resultierende der linksrotierenden Ferraris-
Komponenten wird damit ebenfalls Null. Berech-
net man analog die Summe der rechtsrotierenden
Ferraris-Komponenten, so ergibt sich die Resultie-
rende zu:

— jot @,
([)Rres t = e/ d)I'

Man findet so als Resultat fiir den resultieren-
den Flussvektor einen gleichmissig rechtsherum
kreisenden Vektor, der unverinderlich seine Grosse
beibehilt. Er ist um die Hilfte grosser als der
Fluss einer einzelnen Spulengruppe und hat im
Zeitmoment Null die Richtung des Teilflusses der
ersten Spulengruppe.
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