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Die symbolische Rechnung der Wechselstromtechnik und
die ebene Vektorrechnung?.

Von Prof. Max Landolt, Winterthur.

Fiir die graphische Darstellung von Zusammenhingen
zwischen sinusformig veriinderlichen Wechselstromgrossen
ist heute die Verwendung von Vektoren in Vektordiagram-
men unbestrittenes Allgemeingut. Die mathematische Er-
fassung der gleichen Zusammenhinge ist dagegen wumstril-
tenes Kampfgebiet. Beweis dafiir sind die verschiedenen
Methoden, die heute nebeneinander bestehen: Die symbo-
lische Rechnung und die ebene Vektorrechnung. die beide
in mehreren Varianten vorkommen.

Die mit imaginiren Zahlen arbeitenden symbolischen
Rechnungen haben fiir Viele etwas Unvorstellbares und
Geheimnisvolles an sich. Um diese Schwierigkeiten zu be-
seitigen, interpretieren in letzter Zeit mehrere Autoren die
symbolische Rechnung veltoriell und andere verwenden die
ebene Vektorrechnung. Zumeist bedienen sie sich dabei
ganz verschiedener Zeichen und Ausdrucksweisen, so duass
sich eine einheitliche Sprache, die iiberall verstanden werden
konnte, nicht herausbilden kann.

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden die Ele-
menie von wverschiedenen bestelienden Rechnungsarten kurz
zusammengestellt und kritisch besprochen. Im zweiten Teil
wird gezeigl, wie die symbolische Rechnung unter Beibe-
haltung einer hiufig angewandten Schreibweise vektoriell
interpretiert werden kann und sich dann zwanglos den be-
kannten Regeln der elementaren Vektorrechnung fiigt. Im
dritten Teil wird gezeigt, wie sich diese mit den Zeichen
der symbolischen Rechnung geschriebene ebene Vektorrech-
nung auf Grundprobleme der Wechselstromtechnik anwen-
den lisst. ‘

Das Ziel der Arbeit ist, durch Zusammenfassung be-
stehender Elemente der symbolischen Rechnung bei vek-
torieller Auslegung zur Vereinheitlichung der mathemati-
schen Behandlungsweise von Wechselstromproblemen bei-
zutragen.

Das Generalsekretariat macht speziell die jiingeren Leser
des Bulletin auf die vorliegende Veréffentlichung aufmerk-
sam, als gute Einfithrung in die-in Lehrbiichern und wissen-
schaftlichen  Abhandlungen oft angewandte symbolische
Methode.

512

L’utilisation de vecteurs et de diagrammes vectoriels pour

la représentation graphique de rapports entre grandeurs
stnusoidales  variables, telles qu’elles se présentent dans

Uétude des courants alternatifs, est awjourd’hui incontestable-
ment du domaine public. L’expression mathématique de
ces rapports, par contre, est encore fortement discutée. Pour
s'en rendre compte, on wa qu’a considérer les différentes
méthodes qui subsistent encore aujourd’hui Uune a cété de
Cautre: le calcul symbolique, le calcul vectoriel et leurs
nombieuses variantes.

Les méthodes de calcul symbolique, travaillant avec des
grandeurs imaginaires, ont pour beaucoup quelque chose
de mystérieux et d’irreprésentable. Pour éviter ces diffi-
cultés beaucoup d’auteurs ont, ces derniers temps, interprété
vectoriellement la méthode symbolique. tandis que d’autres
préconisent le calcul wvectoriel plan. Généralement ils se
servent pour leurs calculs de signes et d’expressions toutes
différentes. de sorte qu’il ne peut se former une terminologie
unitaire et compréhensible pour tous.

Dans la premiere partie de cotte étude, Uauteur analyse
les notions élémentaires des différentes méthodes de calcul.
Dans le seconde partie, il monire comment la méthode sym-
bolique peut étre interprétée vectoriellement, tout en en
maintenant les signes conveniionnels courants, et comment
cette nouvelle méthode se préte alors aux opérations et
regles connues du calcul vectoriel élémentaire. Dans la
troisiéme partie, Uauteur montre de quelle maniére le cal-
cul vectoriel plan, utilisant les signes conventionnels de la
méthode symbolique, peut étre appliqué aux problémes fon-
damentaux de la technique des courants alternatifs.

Le but de cette étude est de contribuer a Puniformisation
de Uanalyse mathématique des problémes des courants alter-
natifs, en condensani les notions élémentaires existantes de
la méthode symbolique et en donnant a ces notions une
interprétation vectorielle.

Le Secrétariat général recommande spécialement aux
jeunes lecteurs du Bulletin Uétude de cette publication, qui
est une excellente introduction a la méthode symbolique
assez souvent employée actuellement dans les manuels et
dans les travaux scientifiques.

Inhaltsverzeichnis.

1. Elemeénte bestehender symbolischer Rechnungen und ebe-
ner Vektorrechnungen.

2. Zusammenfassung bestehender Elemente zu einer ebenen
Vektorrechnung unter Verwendung iiblicher Schreib-
weisen.

21. Der Quotient von zwei zueinander senkrecht stehen-
den, gleichlangen Vektoren.

22. Der Operator, der Quotient von zwei beliebigen Vek-
toren.

des Manuskriptes: 2. Juni 1930.

#*) Kingang

23. Rechnungsregeln fiir Vektoren und Operatoren.
231. Summe.
232. Differenz.
232. Differenz.
233. Produkt.
234. Quotient.
24. Variable Vektoren und Operatoren, Ortskurven.
241. Gerade.
242. Kreis.
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243. Ellipse.
3. Anwendungen der ebenen Vektorrechnung auf Grund-
probleme der Wechselstromtechnik.
31. Vektorielle Behandlung von Wechselstromgrossen.
311. Stromvektoren.

L.
Elemente bestehender symbolischer Rechnungen
und ebener Vekiorrechnungen.

Nach dem Vorbild der Mathematik, die jedem
Punkt der Gauss’schen Zahlenebene eine reelle und
eine imaginidre Koordinate zuschreibt, wird in der
symbolischen Rechnung ein eine Wechselstrom-
grosse darstellender Diagrammvektor in zwei Kom-
ponenten zerlegt, von denen die eine mit der
reellen und die andere mit der dazu senkrecht
stehenden imaginiren Achse eines Koordinaten-
systems zusammenfillt. Der Spitze des Vektors
wird eine komplexe Zahl zugeordnet und damit
der ganze Vektor, dessen Fusspunkt mit dem Null-
punkt des Koordinatensystems zusammentfillt, sym-
bolisch dargestellt. So wird zum Beispiel ein einen
beliebigen, sinusformig veridnderlichen Wechsel-
strom von der effektiven Stromstirke I darstellen-
de Diagrammvektor § gemiss Fig. 1 zerlegt.

Die Spitze des Vektors f, dessen Linge I betriigt,
hat die Koordinaten I cosg und ,—j I sin¢p. Man
erhilt so folgenden Ausdruck:

& = Icosp — Ising.

Als Zeichen fiir die imaginire Einheit schreibt
die symbolische Rechnung den Buchstaben j, da
der in der Mathematik dafiir verwendete Buch-
stabe i fiir den Momentanwert der Stromstirke
reserviert ist.

In Fig. 1 ist die Lage der Achsen die in der
Mathematik iibliche: Die Verdrehung der posi-
tiven reellen Halbachse um 90° entgegengesetzt der
Drehrichtung des Uhrzeigers ergibt die Lage der
positiven imaginidren Halbachse. Der Winkel ¢,
der die Voreilung des Vektors J gegeniiber einem
in der positiven reellen Halbachse liegend gedach-
ten Bezugsvektor angibt, ist im Uhrzeigersinn posi-
tiv gerechnet.

J

¢
k'
; ¥
B |
- 8 twe  ewdmer L %ﬁwmu flome wm fekse:
| zesy Y e
sev 19 <X
o
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.
Bezeichnet man gemiss der internationalen

Festsetzung ') den Winkel ¢ im Gegenuhrzeiger-
sinn als positiv, so muss ein Vektor JJ, der einem
in der positiven reellen Halbachse liegenden Be-

1) Die Commission Electrotechnique Internationale (CEI)
legte im September des Jahres 1911 in Turin fest: «Bei der
graphischen Darstellung von periodisch verdnderlichen elek-
trischen und magnetischen Gréssen soll der dem Uhrzeiger-
sinn entgegengesetzt gerichtete Drehsinn die Phasenvoreilung
angeben.» ETZ 1911, S. 1059.

312. Impedanz- und Admittanzoperatoren.
32. Vektorielle Behandlung von Impedanzen.
321. Reihenschaltung.
322. Parallelschaltung.
33. Vektorielle Behandlung von Dreh- und Wechselfliissen.

zugsvektor voreilt, in den Quadranten zu liegen
kommen, der durch die beiden positiven Halb-
achsen eingeschlossen ist (Fig. 2).

Im zugehorigen symbolischen Ausdruck er-
scheint entsprechend der verinderten Lage der
: e = . .
imagindren Komponente an Stelle des Minus-Zei-
chens ein Plus-Zeichen:

Y = Lcose -+ jIsingp.

Behilt man als positiven Drehsinn den Gegen-
uhrzeigersinn bei, so erhilt man eine dritte Dar-
stellungsweise, die wieder zu dem zuerst erhaltenen
symbolischen Ausdruck fiihrt, indem man die bei-
den imaginidren Halbachsen miteinander vertauscht
(Fig. 3):

S = Icosgp —jlsing.

Diese drei Darstellungsarten eines Vektors durch
eine komplexe Zahl sind in der Literatur der sym-
bolischen Rechnung von bekannten Autoren ange-
wendet worden. Die vierte noch mégliche Darstel-
lungsart, die wieder zum zweiten symbolischen
Ausdruck fiihrt, kommt nicht vor.

Die erste Darstellungsart verbreitete sich vor
allem, bevor international der Gegenuhrzeigersinn
als positiver Vektordrehsinn festgesetzt war *). Sie
wurde von Arnold?) und Roessler *) angewendet.
In Anlehnung an deren Standardwerke wird sie
neuerdings noch von Hugo Ring*) beniitzt.

Als Beispiel sei die elektromotorische Kraft
einer Wechselstromquelle G in Funktion des von
ihr durch eine mit einem Ohmschen Widerstand R
in Serie geschalteten Drosselspule L getriebenen
Stromes  dargestellt. Die Kreisfrequenz sei w
(Fig. 4).

Unter Beriicksichtigung der
im Schaltungsschema (Fig. 4)
eingezeichneten Bezugssinne %)
erhiilt man das Vektordiagramm
der Fig. 5.

- Der zugehérige symbolische
Ausdruck lautet:

E=RJ—JjoLI=R—jol)J.

Fig. 4.

Die zweiie Darstellungsart entspricht der inter-
nationalen Festsetzung des positiven Vektordreh-
sinnes. Sie beginnt gegenwiirtig, sich allgemein

2) K. Arnold, Die Wechselstromtechnik, Band I, 2. Auf-
lage, S. 37, Verlag Jul. Springer, 1910.

3) G. Roessler, Die Fernleitung von Wechselstromen, Ver-
lag Jul. Springer, 1905.

') Hugo Ring, Die symbolische Methode zur Lésung von
Wechselstromaufgaben, 2. Auflage, S. 2, Verlag Jul. Sprin-
zer, 1928.

5) Die Beriicksichtigung der Bezugssinne ist fiir die Rech-
nung ebenso wichtig wie fiir das Vektordiagramm, woriiber
niheres zu finden ist bei A. v. Brunn, Die Bedeutung des
Bezugssinnes im Vektordiagramm, Bull. SEV 1922, S. 386.
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durchzusetzen. Als Beniitzer dieser Darstellungsart
seien beispielsweise folgende Autoren genannt:
Casper ®), Hauffe), Noether®), Richter?®), Tho-
mdlen *°). Fiir das vorher behandelte Beispiel er-
gibt sich das Vektordiagramm (Fig. 0):

N Y
N N
g 3
Sy N
Q NS
3% $ 3y
39 positive reefle S
2 X Voreilurn
8 =L 2 Holbsctse K} i‘\ 4

/m//u’ reelle
Halbachse

Fig. 6.

wil  reiting
.

Fig. 5.

Der zugehirige symbolische Ausdruck bekommt
die Form:

C=RI+joLlI=R-+jol)J

Die dritte Darstellungsart wird von einigen
Autoren angewendet, die urspriinglich den Uhr-
zeigersinn als Vektordrehsinn betrachteten und
sich nachher der internationalen Festsetzung an-
schlossen. Sie konnten ihre fritheren Gleichungen
beibehalten, wenn sie mit der Verdnderung des
Drehsinnes gleichzeitig die Lage der positiven ima-
giniren Halbachse umklappten, also so legten, dass
sie gegeniiber der positiven reellen Halbachse um
90° im Uhrzeigersinne verdreht war. Als Beispiel
sei Ossanna ) genannt. Das Vektordiagramm des
behandelten Beispieles entspricht dann Fig. 7.

Der zugehorige symbolische Ausdruck lautet:

E=R§ —joL{=R—jol)J
Wie bisher dargelegt worden ist, zerlegt die

symbolische Rechnung die von ihr behandelten
Wechselstromgrossen in zwei Komponenten ver-

T pasitive reelle
albackse

e 7
SEV 1798

pasitive imagmire

Halbschse

Fig. 8.

Fig. T

schiedener Art, nimlich in eine reelle (wirkliche)
und in eine imagindre (unvorstellbare). Damit
schafft sie gegeniiber den Vektordiagrammen etwas

6) Ludwig Casper, Einfithrung in die komplexe Behand-
lung von Wechselstromaufgaben, S. 20, Verlag Jul. Sprin-
ger, 1929.

7) Gerhard Hauffe, Die symbolische Behandlung der
Wechselstrome, S. 20, Nr. 991 der Sammlung Goschen, Ver-
lag Walter de Gruyter & Co., 1928.

8) F. Noether, Abschnitt «Vektordiagramme und kom-
plexe Rechnungy in E. v. Rziha und J. Seidener, Starkstrom-
technik, Taschenbuch fiir Elektrotechniker, Band I, 7. Auf-
lage, S. 38, Verlag Wilhelm Ernst & Sohn, 1930.

9) Rudolf Richter, Elektrische Maschinen, Band I, S. 55,
Verlag Jul. Springer, 1924.

10) Adolf Thomilen, Kurzes Lehrbuch der Elektrotech-
nik, 10. Auflage, S. 137, Verlag Jul. Springer, 1929.

11) G. Ossanna, Abschnitt «Symbolische Behandlung sta-
tiondrer Wechselstromerscheinungeny in E. v. Rziha und
J. Seidener, Starkstromtechnik, Taschenbuch fiir Elektro-
techniker, Band I, 6. Auflage, S. 58, Verlag Wilhelm Ernst
& Sohn, 1922.

Neues, Unerwiinschtes. Die Ebene, die fir die gra-
phische Darstellung der Zusammenhinge durch
Vektoren in allen Richtungen homogen ist, be-
kommit bei der mathematischen Behandlung durch
die symbolische Rechnung eine axiale Struktur.
Die Wechselstromgrossen sind aber ihrer Natur
nach niemals komplex, also nicht aus einer reellen
und einer imaginidren Komponente zusammenge-
setzt. Um diesen Zwiespalt zu beheben, entstand
in den letzten Jahren in der einschligigen Literatur
eine Stromung, die die in den Vektordiagrammen
graphisch vollstindig reell dargestellten Zusam-
menhinge auch mathematisch mit vollstindig
reellen Mitteln zu erfassen sucht. Die symbolische
Rechnung wird dabei vektoriell interpretiert oder
gar durch eine neuartige Vektorrechnung vollstén-
dig ersetzt. Die nachfolgend erwihnten drei Me-
thoden verlassen in der Reihenfolge der Aufzih-
lung immer mehr die Auffassung und die Aus-
drucksweise der bisherigen symbolischen Rechnung.

Rothe *?) rechnet zwar mit komplexen Zahlen,
legt ihnen aber eine vollstindig geometrisch-vek-
torielle Bedeutung zu. Die Schreibweise bleibt da-
bei in der Hauptsache die bisher tibliche. Er fihrt
einen Einheitsvektor ¢ und den dazu senkrechten
Einheitsvektor i ein, die beide in der Zeichnungs-
ebene liegen. Jeder beliebige Vektor lisst sich
dann als vektorielle Summe von Vielfachen der
beiden Einheitsvektoren auffassen.

Gemiiss Fig. 8 lautet dann die Gleichung des

Vektors 3:
g=Xe4Yi

Nach Rothe stellt man Spannung, Stromstirke,
Impedanz usw. gleichermassen als Vektoren dar.
Die vektorielle Deutung der Gleichung fiir die
elektromotorische Kraft ¢ einer Wechselstrom-
quelle, die durch eine Impedanz 3 die Stromstirke
J treibt, stosst dabei auf Schwierigkeiten.

C =733

Die elektromotorische € erscheint als Produkt
zweier Vektoren 3 und J. Rechnet man dieses
Produkt nach den Regeln der Vektoranalysis aus,
so ergibt sich die elektromotorische Kraft entweder
als Skalar oder als Vektor, der auf der durch die
Vektoren der Stromstirke und der Impedanz fest-
gelegten Zeichnungsebene senkrecht steht, je nach-
dem man das Produkt als skalares (inneres) oder
vektorielles (dusseres) auffasst. Da nun aber der
Vektor der elektromotorischen Kraft weder ein
Skalar ist, noch auf der Zeichnungsebene senkrecht
steht, wird eine Erweiterung der Vektoranalysis
notig, wenn man die Auffassung und Schreibweise
der symbolischen Rechnung auch bei vektorieller
Auslegung unverindert beibehalten will; wenn
man also elektromotorische Kraft, Stromstirke,
Impedanz usw. gleichermassen durch Verwendung

12)  Rudolf Rothe, Abschnitt «Komplexe Zahlen und
Vektoren einer Ebene», in Hiitte, Des Ingenieurs Taschen-
buch, Band I, 25. Auflage, S. 140, Verlag Wilhelm Ernst &
Sohn, 1925.
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deutscher (Fraktur-) Buchstaben **) als Vektoren
schreibt und auffasst.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, definiert
Rothe ein neues (drittes) Produkt zwischen zwei
Vektoren. Dieses erhilt indessen keinen charakte-
ristischen Namen, durch den es leicht von den
beiden bisher bekannten Produkten unterschieden
werden konnte.

s seien die beiden Vek-
- by /
toren j und j gegeben.
3 = 3| (cosp e -l-singpi)
3= 3 (cosqp’ e sing’i). sevires €
Fig. 9.

Fur das neue Produkt, dessen Ergebnis ein in
der Ebene der beiden Vektoren 3 und 3’ gelegener
Vektor ist, gilt die Definitionsgleichung:

- 13| {cos (¢ + ') e = sin (¢ + ¢’) 1}

Die durch diese Gleichungen beschriebenen
Verhiltnisse sind in Fig. 9 dargestellt. Dieses neue
Vektorprodukt konnte — mindestens fiir die Be-
diirfnisse der Wechselstromtechnik — vermieden
werden, wenn man darauf verzichtet, die Impe-
danz, Admittanz usw. gleicherweise wie die elektro-
motorische Kraft, die Stromstirke usw. als Vek-
toren aufzufassen und zu schreiben. Dieser Ver-
zicht liegt sogar recht nahe, denn die Impedanz,
die Admittanz usw. sind keine sinusférmig ver-
danderlichen Wechselstromgrossen und sie weisen
gegeniiber diesen keine Phasenverschiebungen auf.

Kafka ') unterscheidet zwei Arten von Vek-
toren: Zeitvektoren (Stromstirke, Spannung) und
Koordinatenvektoren  (Impedanz, Admittanz).
Dementsprechend hat sein Symbol j zwei verschie-
dene Bedeutungen: Es ist einerseits ein «Drehery,
der einen mit ihm verbundenen Vektor im posi-
tiven Sinne (entgegengesetzt dem Uhrzeiger) um
90° verdreht, und anderseits ein Einheitsvektor in
Richtung der positiven Blindachse, die der imagi-
niaren Achse der bisherigen symbolischen Rech-
nung entspricht. Ebenso erhalten die Koordinaten-
vektoren zwei Bedeutungen: Einerseits sind sie,
wie ihr Name sagt, eigentliche Vektoren, anderseits
wirken sie bei «multiplikativer Verkniipfung» mit
Zeitvektoren als «Drehstreckery, indem sie den
danehen geschriebenen Zeitvektor zugleich drehen
und strecken (oder verkiirzen). Bei der «<multipli-
kativen Verkniipfung» zweier Koordinatenvektoren
erscheint dann wie bei Rothe '?) das frither er-
wihnte dritte Produkt zweier Vektoren. Statt der
in der symbolischen Rechnung vielfach angewand-
ten Schreibweise mit Potenzen von ¢ verwendet
Kafka «Rundpfeilsymbole», mit denen genau gleich
gerechnet wird wie mit den imaginiren e-Potenzen.

13) Diese Schreibweise findet man sehr hiufig, man ver-
gleiche zum Beispiel K. Arnold, Die Wechselstromtechnik,
Band I, 2. Auflage, S. 64, Verlag Jul. Springer, 1910.

14) Heinrich Kafka, Die ebene Vektorrechnung und ihre
Anwendungen in der Wechselstromtechnik, Teil I: Grund-
lagen, Nr. 22 der Sammlung mathematisch-physikalischer
Lehrbiicher, Verlag B. G. Teubner, 1926.

Es gilt also die Analogie:

<
[

el? —= y28

Diese neue Schreibart gibt in anschaulicher
Weise die Verdrehung wieder und soll drucktech-
nische Vorteile bieten. Sie hat indessen den unbe-
streitbaren Nachteil, neu zu sein, also die Vielheit
der symbolischen Schreibweisen und Darstellungs-
arten um eine weitere, bisher unbekannte, zu ver-
mehren.

Natalis ') hat nicht nur eine neue Schreibweise,
sondern eine ganz neue Methode entwickelt. Er
fasst die Impedanzen usw. mathematisch als Vek-
torverhiltnisse auf, die graphisch durch zwei Vek-
toren (Spannung und Stromstirke) gegeben sind.
Er bringt damit eine Darstellung in Vorschlag, die
dem Wesen der Impedanz, Admittanz usw. sehr
gut entspricht. Die Rechnungen werden ganz im
Rahmen der iiblichen Vektorrechnung durchge-
fithrt. FEs treten dabei weder begriffliche Schwie-
rigkeiten noch Unstimmigkeiten auf. Die Glei-
chungen, in denen die Impedanzen usw. als Vek-
torquotienten erscheinen, nehmen ganz neuartige
und ungewohnte Formen an. Ohne eingehendes
Studium der neuen Methode kann man eine in
Natalisscher Ausdrucksweise geschriebene Arbeit
nicht lesen, auch wenn man die bisherige Form der
symbolischen Rechnung beherrscht. Das ist ein
grosser Nachteil, der eine weitgehende Verbreitung
dieser neuen Methode wohl sehr erschweren wird.
Der Unterschied der bisherigen symbolischen und
der Natalisschen Schreibweise sei an einem Bei-
spiel gezeigt. Gesucht sei die resultierende Impe-.
danz, die durch zwei in Reihe geschaltete bekannte
Impedanzen gebildet wird.

Bisherige symbolische Darstellung (Fig. 10):

3i=R+jol

82 =R, +jol,

83 =81+8&:=R+joLi+R,+jol,
3 =Ri4+R,+j(wL + oLy).

5 3, g T2k
SEV 1800 SEV 1801
Fig. 10. Fig. 11.

Natalissche Darstellung (Fig. 11):

f_ho f_ fith

2,
Zusammenfassung bestehender Elemente zu
einer ehenen Vektorrechnung unter Verwendung
iiblicher Schreibweisen.

Die nachfolgenden Darlegungen beschrinken
sich auf ebene Vektoren, obwohl sie sinngemiiss
auch auf riaumliche Vektoren ausgedehnt werden

15) Friedrich Natalis, Die Berechnung von Gleich- und
Wechselstromsystemen, 2. Auflage, S. 17, Verlag Jul. Sprin-
ger, 1924.
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konnten. Diese Vereinfachung ist dadurch gerecht-
fertigt, dass die gewonnenen Resultate spiter (im
dritten Teil der vorliegenden Arbeit) auf Probleme
der Wechselstromtechnik angewendet werden sol-
len und dort nur ebene Vektoren vorkommen. Im
itbrigen kommt die beabsichtigte spitere Anwen-
dung auf die Wechselstromtechnik nur insofern
zum Ausdruck, als Quotienten von Vektoren be-
sonders eingehend behandelt werden.

Als Voreilung gilt gemiss der internationalen
Festsetzung ') eine Drehung im Gegenuhrzeiger-
sinn. Die Bezeichnungen halten sich an die Zei-
chen des AEF %), soweit die CEI keine solchen
festgelegt hat.

Von der Summe, der Differenz, dem skalaren
(innern) Produkt und dem vektoriellen (dussern)
Produkt von Vektoren braucht hier nichts gesagt
zu werden. Diese Elemente der Vektorrechnung
sind in allen Handbiichern und Taschenbiichern zu
finden, so dass sie als bekannt vorausgesetzt wer-
den diirfen. Ueberdies herrscht dabei gemiiss
Satz 10 des AEF %) bereits Einheitlichkeit.

Die Behandlung der Quotienten von Vektoren
ist dagegen selten, es soll daher hierauf niher ein-
gegangen werden. Hiezu erweist sich eine Defini-
tion als notwendig, die indessen kaum in der Form
neu ist und inhaltlich ldngst im Gebrauche steht.

21

Der Quotient von zwei zueinander senkrecht

stehenden, gleichlangen Vektoren.

Es seien zwei Vektoren B und 28 gegeben.
Gemiiss Satz 10 des AEF 16) gilt dann fiir die Be-
trige (Lingen) dieser Vektoren folgende Schreib-
weise :

B =18 W = Ww.
Mit Zuhiilfenahme der Einheitsvektoren 39 (sprich
B hoch Null) und 28° kann dann geschrieben
werden :

B = BB W = W IR0,

Es soll nun folgende Definition getroffen werden:

Unter der Voraussetzung, dass erstens die
Betrige B und W der beiden Vektoren 5 und 98
einander gleich sind,

B=W 1)

und dass zweitens der Vektor B gegeniiber dem
Vektor %8 um 90 Grad positiv verdreht ist (also
um 90 Grad entgegengesetzt dem Uhrenzeigersinn)

A%
(Fig. 12), wird der Quotient %} zur Abkiirzung
identisch gleich j gesetzt:
B .
08 =J: (2)

Gl. (2) ist die Definitionsgleichung fiir den von
nun an fortwithrend gebrauchten Vektorquotienten j.
Was fiir ein Resultat kommt heraus, wenn man
einen Vektor mit j multipliziert oder dividiert?

16)  AEF. Verhandlungen des Ausschusses fiir Einheiten
und Formelgrossen in den Jahrei 1907 bis 1927, herausge-
geben im Auftrage des AEF von J. Wallot, Verlag Jul.
Springer, 1928.

° » R
W
SEV 1802 SEV 1805
Fig. 12 Fig. 13.

Es soll zuerst die Multiplikation, also der Aus-
druck j (¥ untersucht werden. Ersetzt man gemiiss
der Definitionsgleichung (2) j durch den Quotienten

(928

o so wird:
o BY

IS =g (3)

Ueber die absolute Lage der beiden Vektoren
B und QY wurde anlisslich der Definition von j
keine Voraussetzung gemacht. Die Lage eines der
beiden Vektoren darf also frei gewiihlt werden.
So kann angenommen werden, dass der Vektor 9%
mit dem Vektor J§ in Phase liege. Fig. 13 ver-
anschaulicht die Verhiltnisse, die sich durch diese
J
2B
gebildet werden, da es sich dabei um den Quo-
tienten von zwei in Phase liegenden Vektoren
handelt. Er bedeutet ein Messen des Vektors §
mit dem Vektor 28, was dasselbe ¢ibt, wie wenn
der Betrag I des Vektors § durch den Betrag W
des Vektors 98 dividiert wird. Es gilt also die
Gleichung:

Annahme ergeben. Der Quotient kann leicht

o, B 4

9% 4 | (4)
Setzt man diese Beziehung in Gl. (3) ein, so erhiilt
diese veriinderte Gestalt:

.oy 1B

J S = ”W*'
Stellt man den Vektor B als Produkt aus dem
Betrag B und dem Einheitsvektor 0 dar und
beriicksichtigt man, dass nach der fiir die Defini-
tion von j gemachten Voraussetzung [gemiiss Gl. (1)]
der Betrag B gleich dem Betrag W ist, so wird
schliesslich:

(3a)

I B %0
JAS =" 7W

Die rechte Seite dieser Gl. (3b), das Produkt aus
dem Betrage I und dem Einheitsvektor 99, stellt
einen neuen Vektor dar, der ' genannt sei.

150 =

J = (4)
Seine Linge ist gleich der Linge I des Vektors
und seine Richtung ist die Richtung des Einheits-
vektors B, die mit der Richtung des Vektors &
iibereinstimmt. Zufolge der gemachten Voraus-
setzung ist sic um 900 im Gegenuhrzeigersinn
gegeniiber der Richtung des Vektors %8 und da-
mit auch gegeniiber der Richtung des Vektors
verdreht. Das Produkt j ¥, gebildet aus dem Vektor-
quotienten j und einem beliebigen Vektor Jy, stellt
somit einen neuen Vektor dar, der gleich lang ist
wie der Vektor ¥, gegen ihn jedoch um einen

= I %0. (3}))
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rechten Winkel im positiven Drehsinne verdreht

ist. Der Vektorquotient j ist somit ein rechtwink-

liger Dreher oder ein rechtwinkliger Versor17).
Es ist ohne weiteres verstindlich, dass

Ausdruck
(—jlaf = =i

auch einen zum Vektor {§ senkrecht stehenden
Vektor darstellt. Er sei (J genannt.

der

QA
C\//
I3 =3
Fasst man den Au%dru('k JJ zu einem Vektor
zusammen, iIg=%5
so wird —j § = — und somit J” = —J". (5)
Der neue Vektor {* ist gleich lang wie der

Vektor J}’, also ebenso lantr wie der Vektor 3. Er
ist jedoch dem Vektor J‘ entgegengesetzt gerichtet,
was durch das negative Vorzeichen ausgedriickt ist.
Fig. 14 Veranschaulicht diese Beziehungen.

Das Produkt (—j) J, he])lldet aus dem negativ
genommenen Vektorquotlenten j und einem ])ehe-
bigen Vektor J§, stellt somit einen neuen Vektor
dar, der gleich lang ist wie der Vektor {f, gegen
ihn ]edoch um einen rechten Winkel im negativen
Drehsinne verdreht ist. Der negative Vektorquo-
tient —j ist somit ein negativer rechtwinkliger
Dreher oder Versor.

Es soll nun noch die Division, also der Ausdruck
ov

3_5“7 untersucht werden. Beniitzt man zum Ersatz von
J

j wieder die Definitionsgleichung (2), so erhiilt man

& 9¢
‘]5 - %i. (6)

17) Fasst man in rdumlicher Vektorrechnung die Vektoren
B und B als in der XZ-Ebene liegend auf, so lassen sie sich
durch die in der X- und der Z-Achse liegenden Einheitsvek-
toren i und f ausdriicken. Dabei sei angenommen, dass der
Einheitsvektor f dem Einheitsvektor i voreilt.

W=Wwxi+ Wzt B=—Wzi+ Wxti

Multipliziert man den Vektor 28 mit dem in der Richtung
der y-Achse liegenden Einheitsvektor j vektoriell, so erhilt
man nach den Regeln der Vektorrechnung:

[Wil=wx[ijil+Wz[til=Wxt+ Wz (—i))=22
Entsprechend gilt dann:

[

Dabei ist aber zu bedenken, dass die Vektorrechnung im
allgemeinen reziproke Vektoren nicht kennt. Die letzte Glei-
chung entspricht der Identitiits-Gleichung (2):

B

Der Buchstabe j des lateinischen Alphabetes bedeutet einen
rechtwinkligen Versor, der ohne rdumliche Auslegung be-
steht. Dagegen stellt der Buchstabe j des deutschen (Frak-
tur-) Alphabetes einen im Raume als rechtwinkligen Versor
wirkenden Einheitsvektor dar.

Allgemein erscheint der Quotient der rechtwinkligen Vek-
toren 28 und B, sei er nun in der ebenen Vektorrechnung
als Operator j oder als rdumlicher Vektor j eingefiihrt, als
Spezialfall einer Quaternion. Siehe hieriiber:

J. Kopeliowitch, Théorie des Quaternions, Thése No. 707
Université de Geneéve, 1922.

A. Byk, Komplexe und ebene Vektorrechnung in der
Wechselstromtechnik, in W. Petersen, Forschung und Tech-
nik, Verlag von Jul. Springer, Berlin, 1930.

J

In diesem Falle nimmt man zweckmissig an, dass
die Richtung des Vektors 3 mit der Richtung des
Vektors § zusammenfalle. Indem man wieder be-
riicksichtigt, dass die beiden Vektoren ¥ und I8
gleich lang sind, dass also die Betrige B und W
gleich gross sind, erhélt man ihnlich wie vorher
bei der Multiplikation:

o

3 (62)
& DIt
3 - L”;i — 19 (6b)

Die rechte Seite dieser Gl. (6b), das Produkt aus
dem Betrage I und dem Einheitsvektor 220 stellt

einen neuen Vektor dar, der J genannt sei.
o
\lBO C\f/u — ’\5\ (7)
J

Fio, 15 veranschaulicht diese Verhiiltnisse.

SEV 1804

a7
SEV 1805

Fig. 15.

SEV 1606

Fig. 14.

Fig. 15.

Die Lange des Vektors J* ist gleich der Linge I
des Vektors § und seine Rwhtung ist die Richtung
des Einheitsvektors 2830, die mit der Richtung des
Vektors 9% iibereinstimmt. Zufolge der anlisslich
der Definition von j iiber die relative Lage der
Vektoren 5 und 28 gemachten Voraussetzung ist
somit die Richtung des neuen Vektors §“ um 900
im Uhrzeigersinn gegen die Richtung des Vektors
& verdreht.

C\/

Der Quotient -, gebildet aus dem Vektorquo-

tienten j und einem beliebigen Vektor J, stellt
somit einen neuen Vektor dar, der gleich lang ist
wie der Vektor {§, gegen ihn jedoch um einen
rechten Winkel im negativen Drehsinn verdreht

ist. Der reziproke Vektorquotient - ist somit ein

negativer rechtwinkliger Dreher oder Versor. Ganz
ihnlich wie vorher bei der Multiplikation lisst
sich noch die Wirkung der Division eines Vektors

durch —j zeigen. Man erhiilt das Ergebnis:
Y

Der Quotient —L, gebildet aus dem negativ
=) o

genommenen Vektorquotienten —j und einem be-
liebigen Vektor (¥, stellt einen neuen Vektor dar,
der gleich lang ist wie der Vektor J, gegen ihn
jedoch um einen rechten Winkel im positiven Dreh-
sinne verdreht ist. Der reziproke Vektorquotient

. ist somit ein positiver rechtwinkliger Dreher

oder Versor. Die vier Resultate sind graphisch in
der Fig. 16 zusammengestellt.
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Es zeigt sich, dass einerseits die Symbole j und

., anderseits —j und” auf einen als Faktor

daneben gesetzten Vektor {J dieselbe Wirkung aus-
iiben. Sie ersetzen einander und diirfen deshalb
einander gleichgesetzt werden. Man erhilt so die
beiden Gleichungen:

== (8a)
—i=— (3b)
J

Ferner zeigt sich, dass man durch Multiplikation
des Vektors (j¥) mit dem rechtwinkligen Versor j
den Vektor — ¥ erhiilt. Das fiihrt zu der Gleichung:

iy =—3 (8¢<)
Aehnlich gilt auch die Gleichung:
=j{=g )= =5 (8d)

Die vier Gleichungen (Sa), (8b), (80) und (8d)
lassen sich alle leicht in die Gleichung (9) um-
formen, die aussagt, dass das Quadrat des recht-
winkligen Versors j gleich der negativen Einheit ist.

" ©)

Fiir die maginire Einheit gilt bekanntlich die
Definitionsgleichung 10:

i=+71 -1 (10)
= —1. (11)

Die Uebereinstimmung der Gleichungen (9)
und (11) zeigt, wie nahe der rechtwinklige Ver-
sor j und die imagindre Einheit i miteinander ver-
wandt sind. Ein Unterschied besteht lediglich
darin, dass die imagindre Einheit i ohne geome-
trische Deutung zu Recht besteht, wihrend der
rechtwinklige Versor j ein Quotient gleichlanger,
zueinander senkrecht stehender Vektoren ist.

Aus der formalen Uebereinstimmung der bei-
den Gleichungen (9) und (11) folgt die bedeu-
tungsvolle Tatsache:

Fiir den rechtwinkligen Versor j gelten die-
selben Rechnungsregeln wie fiir die imaginédre Ein-
heit 1.

Hieraus folgt:

22,
Der Operator, der Quotient von zwei beliebigen
Vektoren.
Es seien gemiiss Fig. 17 zwei Vektoren 1l und §
gegeben, deren Richtungen sich um den Winkel ¢
unterscheiden.

Der Quotient dieser beiden Vektoren sei mit Z
(sprich Z-Punkt) bezeichnet. Es gelte also die
Definitionsgleichung :

3 u

zZ= 5 (12)
A"

Lost man Gl (12) nach dem Vektor 1l auf. so
erhilt man die Gleichung:

=25 (13)

Der Vektorquotient 7 ist ein Operator, der mit
einem beliebigen Vektor § multipliziert, einen

andern beliebig liegenden Vektor beliebiger Linge

ergibt. Da sowohl der Operator Z wie der recht-
winklige Versor j Vektorquotienten sind, bestehen
zwischen ihnen offenbar Zusammenhinge. Diese
sollen jetzt nither untersucht werden, Zu diesem
Zwecke soll der Vektor 1l senkrecht und parallel
zum Vektor {§ in die Komponenten 1l, und 11,
zerlegt werden. Fig. 18 zeigt diese Zerlegung. In

(4 3

SEv 1807 sev 1808

Fig. 17.

Fig. 18.

dieser Figur ist ausserdem der Vektor j J einge-
tragen. Da der Vektor 1l in Phase mit dem Vek-
tor Y liegt, geht er aus ihm durch Multiplikation
mit einem Faktor hervor, der Z, genannt sei.

Hw = rw \WS (14d)
Da ebenso der Vektor 11, in Phase mit dem Vek-
tor j ¥ liegt, geht er aus ihm ebenfalls durch Multi-
plikation mit einem Faktor hervor, der Z, ge-
nannt sei.

U, =2,j3. (14b)
Beriicksichtigt man, dass der Vektor 1l die Summe
der beiden Komponenten 11, und 11, ist, so erhilt man
bei Beriicksichtigung der Ansiitze (14a) und (14b):

U =11l = Z,3+72j 3 = (Z+i%)J- (15)
Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (13), so
findet man leicht: '

Z=27,+jZ, (16)
Da man einen Vektor 1l immer senkrecht und
parallel zu einem andern Vektor (¥ zerlegen kann,
gilt allgemein der Satz:

Man kann einen Operator Z immer als Binom
schreiben, dessen erster Teil ein reiner Faktor und
dessen zweiter Teil ein mit dem rechtwinkligen
Versor j multiplizierter Faktor ist.

Driickt man die Liegen U, U, und U, der Vek-
toren 11, 11, und 11, durch die Linge I des Vektors
3 aus, so erhilt man:

U,=7,1 (17a)

U, =2,1 (17b)

U=y U+UG=VZ:+Z 1 (18)

Man bezeichnet den Ausdruck ]/7va—}—7Z§ als Be-

trag Z des Operators Z und schreibt:
Z =12
Z=YZi+Z; (19)
Zwischen den Betrigen U und I gilt also die
Gleichung:
U=71 (20)
Die analoge, zwischen den Vektoren 11 und  be-

stehende Gl (13) sei zum Vergleich nochmals
angeschrieben:
(13)

N=273.
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Die Grosse der beiden Faktoren Zw und Zb
hingt von den Betrigen U und I der beiden Vek-
toren 11 und J, sowie von dem von ihnen einge-
schlossenen Winkel ¢ ab. Unter Beriicksichtigung
der Gleichungen 17a, 17b und 18 findet man an-
hand Fig. 18 sofort folgende Beziehungen:

z1
cosp = 771
Z,=Zcosg (21a)
. P Zh I
sin ¢ = T
Z, = Z sin g | (21b)

Setzt man diese Ausdriicke in Gl. (15) ein, so
erhilt man:

U =Z (cosp +jsing) I

=T (cos ¢ ~+ jsin @) (22)

Gemiiss Gl. (20) hat der Vektor Z I die Linge
des Vektors 1. Die Richtung ist aber offenbar die
Richtung des Vektors J. Fiir die Drehung bei
gleichbleibender Linge muss somit das Glied
(cos @ - jsin ¢) die Ursache sein. In der Tat
wird der Betrag dieses Gliedes:

lcosgp 4 jsing | = 1/ cos?p + sin*yp = 1.
Der Vektor Z (cosq —+ jsing) I ist also gleich

lang wie der Vektor Z §, weist aber ihm gegen-
ither die Verdrehung um den Winkel ¢ auf.

Der Betrag Z ist somit ein reiner Faktor, das
Glied (cos ¢ -+ j sin ) dagegen ein reiner Dreher
oder Versor. Ganz allgemein ldsst sich sagen:

Man kann einen Operator Z immer als Produkt
aus einem reinen Faktor Z (dem Betrag des Ope-
rators) und einem reinen Versor cos ¢ 4 j sin ¢
schreiben.

Multipliziert man einen Vektor mit einem Ope-
rator, so bewirkt der Betrag des Operators eine
Verinderung des Betrages des Vektors und der
Versor des Operators bewirkt eine Verdrehung des
Vektors.

Fir den gemiss Gl (22) in der Produkt-Form
des Operators Z enthaltenen Versor cos @+ Jsin @
lisst sich noch eine andere Schreibweise begriinden,
die zufolge ihrer Kiirze oft mit Vorteil angewen-
det wird. Man denke sich den durch die Vektoren
U und J eingeschlossenen Winkel ¢ in m Teile zer-

legt, wobei die Zahl m unendlich gross werden
o o
soll '%).

Aus Fig. 19 liest man ab:
U, = U, + 41U,
Dabei kann wegen der Kleinheit des Winkels ¢/m

gesetzt werden :
. | o
AU, = jl, ,/n I, = 110<1 e ~’n: )

Da der Vektor 11, die Richtung des Vektors ¥
gilt:

hat,

= 73 I, = Z (1 + ’m’)) 3.

Ebenso wird: 1l = 1I, k““' (,,)
=2z (1 +7 "’)ZS,
( 1+—"’ )) 3-
I ¥ |

Setzt man n = =7, so erhilt man:
m

j ¢

0=z (lim(] +,11)”>J "3

Da nun lim (1 —{—’I—l )” fiir unendlich gresses n den

Grenzwert 2,718 ... annimmt, den die Mathematik
mit e bezeichnet, kann man schreiben:

1[ = Zel (f’\o's

O sev 609

Fig. 19.

(23)

Dass e die Grundzahl der natiirlichen Logarith-
men ist, hat hier wenig zu bedeuten. Die Schreib-
weise mit Potenzen von e driickt nicht mehr aus
als die bisherige Schreibweise des reinen Versors:
cos ¢ - j sin .

|Z :Ze.’.‘f

(24)

Liegen gemiiss Fig. 20 zu einem Vektor § zwei
gleich lange Vektoren 11 und 1l, symmetrisch, so
findet man durch Zerlegung in Komponeaten leicht
die beiden Operatoren Z und Z,(, die den Vektor
in die beiden symmetrischen Vektoren iiberfiihren.
Fiir die beiden gesuchten Operatoren gilt der Ansatz:

el Y= cosp - jsing

. 1 . 1[1(
L= —« Z 25
3 g (25)

Driickt man den beiden Vektoren 11 und 11, durch
die Summe von zwei Komponenten senkrecht und
parallel zam Vektor § aus, so wird:

n=1, -+ 1,
U= Z 125

l[k = 1[k\v + 11kb
1lk == Zw% _J Zl) 3:‘

18) Diese Ableitung folgt der Darstellung von Adolf Tho-
miilen, Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik, 10. Auflage,
S. 139, Verlag Jul. Springer, 1929.
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Durch Einsetzen findet man:

7 =272,+iZ,
Zk - Zw —’ Zb

(26a)
(26b)

Fiir die Betrige der beiden Operatoren gemiiss

Gl. (19) erhilt man:
Z| =V Z2FZ=Z |Z| =V Zi+Zi=Z

(27)

Man bezeichnet zwei Operatoren Z und Z,, die
sich nur dadurch unterscheiden, dass ihr den recht-
winkligen Versor j enthaltender Teil mit umge-
kehrten Vorzeichen erscheint, als konjugierte O pe-
ratoren. Die Betrige von zwei konjugierten Ope-
ratoren sind einander gleich.

Multipliziert man konjugierte Operatoren mit
demselben Vektor J, so bringen beide die gleiche
Lingeninderung, aber entgegengesetzt gleiche Ver-
drehungen hervor.

In der Schreibweise mit Potenzen von e erhilt
man deshalb fiir konjugierte Operatoren die

Z =7, =

Formen:
Z —] Z e.i 14 (283)
Zk = Z e—i¢ (28b)
23.

Rechnungsregeln fiir Vektoren und Operatoren.

Fiir die ebene Vektorrechnung sollen dieselben
Rechnungsregeln gelten, die fiir die allgemeine,
riumliche Vektorrechnung bestehen. Sie werden
als bekannt vorausgesetzt.

Sind Vektoren unter Beniitzung von Operatoren
durch andere Vektoren ausgedriickt, so erfordert
deren Verkniipfung Rechnungsregeln fiir Operato-
ren. Die einfachsten dieser Regeln sollen kurz dar-
gelegt werden. Zufolge der frither konstatierten
Uebereinstimmung zwischen dem rechtwinkligen
Versor j und der imaginidren Einheit ¢ decken sie
sich mit den Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen.

231.

Summ e.

Gegeben seien in Binom-Form die beiden Ope-
ratoren:

Zi=2Zy+jZiyand Z, = Z,, +j Zys,
die zusammen mit einem Vektor JJ die beiden
Vektoren 11, und 11, festlegen:
e 3 und 1, = 7, .
Gesucht sei der den Vektor  in die Vektorsumme

1, —+ 1, iiberfiihrende Operator, sowie dessen Be-
trag. Aus dem Gegebenen folgt:

W4+U=23+29
W+ 1= (Zi+Z) 3 (29)

.
Der gesuchte Operator ist gleich der Summe
der beiden gegebenen Operatoren. Diese soll nun

.
unter Berticksichtigung des gemachten Ansatzes
berechnet werden. Man erhilt:

Zl+Zz =le+jzlb+ ZZW +jZZb'

Durch Ordnen findet man fir die Bildung der
Summe von zwei Operatoren die Rechnungsregel:

(30)

Zl -+ Zz = le+22w +J (an +Zzb)

Gemiiss Gl. (19) erhilt man hieraus fiur den
Betrag der Summe von zwei Operatoren:

Zi+ 2| =V (Ziw+Zo P+ (Z1+Zo)*

(31)

Fig. 21 enthilt die nach den Regeln der Vek-
torrechnung erfolgte Summenbildung.

Aus dieser Figur liest man ab:
WA+, = (Ziv+ Zow+ i (Zin+ Zon)) §-

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (29),
so findet man die in Gl. 30 ausgedriickte Rech-
nungsregel bestitigt.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck, das den Vek-
tor 11, -+ 1, als Hypothenuse enthilt, findet man
fiir den Betrag |11, 4 1,/ der Vektorsumme:

W41 = V @iwAt-Zowf + (Zin+Za) L
Nun muss das Verhiltnis der Betrige 11, 4 11,

und I gleich den Betrag der gesuchten Operatoren-
summe sein.

iZl—*_Zz = 1—; 2.
Durch Vergleich der beiden letzten Ausdriicke
findet man die in Gl. (31) ausgedriichte Rech-

nungsregel bestatigt.

|

|

u |

Y |

|

VarRs 1

Zinkt H
SEV 1877 g SEV 1612 3

Fig. 21. Fig. 22.

232.
Differenz.

Gegeben seien wie vorher wieder die beiden
Operatoren Z, und Z,. Gesucht sei der den Vek-
tor J in die Vektordifferenz 11, — 11, iiberfithrende
Operator, sowie dessen Betrag. Aus dem Gegebe-
nen folgt:

W -1U=293—-23
I[1 = 1[2 = (Zl - ZZ) S (32)

Der gesuchte Operator ist gleich der Differenz
der beiden gegebenen Operatoren. Diese soll nun
unter Beriicksichtigung des schon vorher gemach-
ten Ansatzes berechnet werden. Man erhalt:
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Z[ = Zg = Zl\v +.izlb - (ZZ\\' +jZZD)'

Durch Ordnen findet man fiir die Bildung der
Differenz von zwei Operatoren die Rechnungsregel :

Z; - ZzZZI\v - Zzw+j (Zlb - ZZD) (33)

Gemiiss Gl. (19) erhiilt man hieraus fiir den
Betrag der Differenz von zwei Operatoren:

(34)

Fig. 22 enthilt die nach den Regeln der Vektor-
rechnung erfolgte Differenzbildung.

Aus dieser Figur liest man ab:

1, —1, = (le—szLj (Zlb—Zzb))S-

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (32),

so findet man die in Gl. (33) ausgedriickte Rech- -

nungsregel bestitigt.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck, das den Vek-
tor U, — 1, als Hypothenuse enthilt, findet man
analog wie vorher die in Gl. (34) enthaltene Rech-
nungsregel fiir den Betrag der Operatorendifferenz
bestitigt.

233.
Produkt.

Gegeben seien in Binom-Form die beiden Ope-
ratoren:

lezl“v—i".jzlu Z'zzzzw—{"jzz:n
wobei der Operator Z, zusammen mit dem Vektor

11, einen Vektor § und den Operator Z, zusammen
mit dem Vektor J den Vektor 11, festlegt.

=271, =2z

‘Gesucht sei der den Vektor 11, in den Vektor 11,
iiberfithrende Operator, sowie dessen Betrag und
Versor. Aus dem Gegebenen folgt:

Wy =2 Z; s (35%)

Der gesuchte Operator ist gleich dem Produkt
der beiden gegebenen Operatoren. Dieses soll nun
unter Beriicksichtigung des gemachten Ansatzes
berechnet werden. Man erhilt:

Zl Zz = le22w+j (leZzb +Zlb 22w)—+—].2 ZI?D?ZZD'

Beriicksichtigt man, dass gemiss Gl. (9) fiir j
zufolge der dadurch angedeuteten zweimaligen
Verdrehung um einen rechten Winkel — 1 gesetzt
werden darf, so erhilt man fiir das Produkt von
zwel Operatoren die Rechnungsregel:

Zl Zz - Zl wZ2w_Zlh Zzh

: (35)
+J (le ZZD —}_ Zl b ZZW)'

Hieraus kann gemiss Gl. (19) der Betrag be-
rechnet werden.

‘Z] Z‘g‘ = Vr(ZITZZVW_ZI DTM)Z "’_ (Zl\VZZT)+ ZITZZ\\')Z:
Multipliziert man diesen Ausdruck aus und ord-

net man, wobei sich einige Glieder herausheben,
so erhilt man:

!Z.I ZZ = V(Z%\V;,’—Zfb) (Zg\v'+-23b)'
Die rechte Seite dieser Gleichung stellt das Pro-
dukt der Betrige der beiden gegebenen Vektoren

dar. Man erhilt somit fiir den Betrag des Produk-
tes von zwei Operatoren die Rechnungsregel:

‘Zl Zg\ - 21 Zg (36)

Fiir die Produktbildung ist die Verwendung der
Produkt-Form der Operatoren, inshesondere die
Schreibweise mit e-Potenzen vorteilhaft.

Z,=Z, ei?s 7, = Z,eits,

Die Betridge Z, und Z, sind nach Gl. (19) zu
ermitteln. Man erhilt:

Zi=VZ,+ 2 Z=V ZhW+ 7

Aus der Binom-Form lassen sich gemiss den
Gl. (21a) und (21b) auch die Funktionen cos und
sin der von den Vektoren eingeschlossenen Winkel
@, und ¢, berechnen. Es werden:

Z1w ZZw

cos ¢, = COS (p, = ——
Z, Z,

sin ¢, = Z, sin ¢, = Zoy
1 — F 2 — 7

' Zl Zl)

Hieraus kann man die Winkel ¢, und ¢, be-
stimmen. Es sind somit die fiir die Produkt-Form
notigen Bestimmungsstiicke der beiden Operatoren
bekannt. Durch Bildung des gesuchten Produktes
erhiillt man:

2 Z,=Z, et Z,eire,

Indem man die den rechtwinkligen Versor j
enthaltenden Potenzen von e wie gewdhnlich e-
Potenzen multipliziert, d. h. die Exponenten ad-
diert, erhélt man fiir das Produkt von zwei Ope-
ratoren die weitere Rechnungsregel:

Zl Zz = Z1 Zz el (71t 7o) (37)

Fiir den Betrag findet man daraus wieder die
in Gl (36) ausgedriickte Rechnungsregel. Fiir den
Versor findet man:

eiv1 elP2 — ed(P1+ ¢2)

(38)

Diese Gleichung kann ausfiihrlicher geschrieben
werden:

(cospy - sing,) (cos g, + j singp,)

39
= cos (¢4 2) —+ j sin (¢ 4 @,). %)

Aus Fig. 23 gehen die in den Gl. (36), (37).
(38) und (39) ausgedriickten Rechnungsregeln un-



XXII® Année 1931

BULLETIN No. 4 95

mittelbar hervor. Wenn die Linge U, des Vektors
U, das Z;-fache der Linge I des Vektors J betrigt,
und die Linge I selbst das Z,-fache der Linge U,
des Vektors 11, betrigt, ist der Vektor 11, offenbar
Z, Z,mal so lang wie der Vektor 11,. Ebenso er-
sicht man, dass sich der Winkel zwischen den Vek-
toren 11, und 11, als Summe der Winkel ¢, und ¢,
darstellt.

Ein dusserst wichtiger Spezialfall ist das Pro-
dukt konjugierter Operatoren:

v JZ, wnd Z,=Z,—jZ,.
Man erhilt dann: Z Z, — 7% — 2 Z5

/
SEV 1813 u,

Fig. 23.

o,
SEveery

Fig. 24.

Berticksichtigt man, dass gemiss Gl. (9) wie-
derum j* gleich — 1 gesetzt werden darf, so er-
kennt man in der rechten Seite der Gleichung das
Quadrat des Betrages des gegebenen Operators Z.
Man erhilt also fiir das Produkt von zwei zuein-
ander konjugierten Operatoren die Rechnungs-
regel:

Z Zk = Zz (40)

Das Produkt konjugierter Operatoren ist ein
reiner Faktor, nimlich das Quadrat ihres Betrages.

Da die Betriige der beiden gegebenen konju-
gierten Operatoren gemiiss Gl. (27) einander gleich
sind, erhilt man aus Gl. (36) fur den Betrag des
Produktes konjugierter Operatoren die Rechnungs-
regel:

Da das Produkt und der Betrag des Produktes
einander gleich sind, muss der Versor zu einem
reinen Faktor vom Betrage 1 degenerieren. Iig. 24
veranschaulicht die Zusammenhinge.

234.
Quotient.

Gegeben seien in Binom-Form die beiden Ope-
ratoren:

Zl =Z1w+leb ZEZZZ\v+iZZb9
oY

die zusammen mit einem Vektor ¥
Vektoren 1I; und 11, festlegen.
=275 =127

Gesucht sei der den Vektor 1I, in den Vektor 11,
iiberfithrende Operator, sowie dessen Betrag und
Versor. Aus dem Gegebenen folgt:

Z

1[1 - '.L’ 1[2-
Z

2

die beiden

(42)

Der gesuchte Operator ist gleich dem Quotient
der beiden gegebenen Operatoren. Ihre gegebenen
Binom-Formen sollen zur Berechnung dieses Quo-
tienten beniitzt werden. Man erhilt:

Zl :Zl\\'+izll).
22 ZZ\v+]ZZb

Dieser Ausdruck lisst sich nicht ohne weiteres
durch Ausmultiplizieren und Ordnen in einen Ope-
rator von Binom-Form umformen. Um dieses Ziel
zu erreichen, beniitzt man den Kunstgriff, dass man
den Ausdruck mit einem Operator erweitert, der
zu dem im Nenner stehenden Operator konju-
giert ist.

Z, Z; Zsx
Gemiiss der in Gl. (40) ausgedriickten Rech-
nungsregel, wonach das Produkt konjugierter Ope-
ratoren gleich dem Quadrat ihres Betrages wird,
erhilt man:

Zz sz = Zg-
Driickt man den Betrag gemiss Gl. (19) durch
die beiden Glieder der Binom-Form aus und setzt

man fiir die im Zihler stehenden Operatoren
gleichfalls ilire Binom-Formen, so wird:

Zi Lo _ (Ziw+JZ0) (Zow— ] Zaw) |
22 ZEI( Zg\v+ng

Multipliziert man diesen Ausdruck aus, ordnet
man und setzt man j* gleich —1, so erhilt man
fiir den Quotienten von zwei Operatoren die Rech-
nungsregel:

Z‘lr — le ZZ\\'+ZIDZZI)
22 g\v+ng
2 leZZb P Zlb Z'_)w

(13)

Zg\v + Z’gb

Hieraus kann gemiss Gl. (19) der Betrag be-
rechnet werden.

| Z, :V ZiwZowtZivZas >2+ ZiZn—ZiwZwn\
22 Zg\\'+ng §“+Z§b
Multipliziert man diesen Ausdruck aus und

ordnet man, wobei sich einige Glieder herausheben,
so erhilt man:

| 2| _1/ Tt
‘ 22 | ' Zgw + Zib

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt den
Quotienten der Betriige der beiden gegebenen Ope-
ratoren dar. Man erhilt somit fiir den Betrag des
Quotienten von zwei Operatoren die Rechnungs-
regel :

Z] ‘___ ZI. (4_1)
Z, I
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Auch fir die Bildung des Quotienten ist die
Verwendung der Produkt-Form der Operatoren,
insbesondere die Schreibweise mit e-Potenzen vor-
teilhaft:

ZI =Z e und Z, = Z,ei?,

Durch Verwendung dieser Ansitze erhilt man:

ZZ Z,) el

Daraus findet man fiir den Quotienten von zwei
Operatoren die weitere Rechnungsregel:

- e i(¢1—¢1)

% Z
Zz 22

(15)

Fiir den Betrag geht daraus wieder die in
Gl. (44) ausgedriickte Rechnungsregel hervor. Fiir
den Versor findet man daraus die Rechnungsregeln:

e.i ?1 N
_ = el (P1—¢2)

el¥s

(10)

_ cos (91 — o) (47)
o8 ¢, — jsing, - § sin (¢, — p,).

Es soll nun noch der Spezialfall untersucht wer-
den, dass die beiden gegebenen Operatoren zu-
einander konjugiert sind. Die beiden Vektoren U
und 1, liegen dann gemiss Fig. 20 symmetrisch zu
einem Vektor J, wenn die Gleichungen gelten:

11 = Z ,\C}‘ Z = Zej‘f
U= Zy ¥ Zy=Zei?
Gesucht sei der Operator, der den Vektor 1l

in den Vektor ll, iiberfiihrt. Aus dem Gegebenen
folgt:

n, = 2 q
7

Der gesuchte Operator ist gleich dem Quotient
der gegebenen Operatoren. Es wird:
Zk Ze_JV
Z Zeiv
Man erhilt so fiir den Quotient von zwei kon-
jugierten Operatoren die Rechnungsregeln:

] B

L —e—i2¢ I Z.k

Z Z

Der Quotient konjugierter Operatoren ist ein
reiner Versor.

=1 (45)

24.
Variable Vektoren und O peratoren, Ortskurven '9).
Es soll der Vektor % durch Multiplikation mit
dem Operator v aus dem Vektor 9 hervorgehen.
Ist der Operator v eine stetige Funktion eines Para-

1Y) Die Bezeichnung «Ortskurven» wurde aufgebracht
durch das in dieser Materic grundlegende Werk: Otto Bloch,
Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik, Ver-
lag Rascher & Co., Zirich, 1917.

meters p, so verindert sich offenbar der Vektor
ebenfalls stetig und die Gesamtheit der Orte, an
denen seine Spitze liegen kann, lisst sich durch
eine Kurve, durch die sogenannte Ortskurve angeben,

Ganz allgemein lésst sich der variable Operator

v in einen konstanten Anteil m und in einen vari-
ablen Anteil fp zerlegen.
v=m S .r[,
Der variable Operator r:p lisst sich seinerseits
als Produkt von zwei Operatoren auffassen,

r,=rp
wovon der erste Operator konstant sein soll. Der
zweite Operator dagegen soll in Produkt-Form aus

einem variablen Betrag und aus einem variablen
Versor bestehen 20).

I‘) — p e.i "l’(]')

Man erhilt so fiir den Vektor B den Ausdruck:
B=mU+rpelt®
Die Ortskurve des Vektors 2 wird beschrieben
durch einen veriinderlichen Vektor
R, = rpeiv® Y

dessen Fusspunkt durch die Spitze des konstanten
Vektors

M =m A
gebildet wird. Man kann somit den Vektor ¥ als
Summe eines konstanten und variablen Vektors

auffassen. 2
¥ 1‘@
el

sev s

B =M+ N,

Die durch den variablen Vek-
tor: Fig. 2.
R, = rpeitm [
fiir sich allein dargestellte Ortskurve ldsst sich
offenbar durch Verschiebung um den Vektor I
mit der durch den Vektor 8 beschriebenen Kurve
zur Deckung bringen. Je nach der Art der Ver-
dnderlichkeit des Operators

L iv(p
r,=rpeiVD

ergeben sich verschiedene Ortskurven. Kinige
Fille, die zu einfachsten geometrischen Kurven
fithren, sollen nachfolgend kurz erwidhnt werden.

241.
Gerade.
Veriindert sich nur der Betrag des Operators
rp = rp, so dass sein Versor konstant bleibt, indem

der Operator p, zu einem reinem Faktor p degene-
riert, so hat der Vektor eine konstante Richtung.

M 9
R=rU
Fiir verschiedene Werte des Parameters p hat
er aber verschiedene Lingen, so dass seine Spitze

20) Der Parameter p kann dabei selbst eine Funktion
eines weitern Parameters sein.
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und damit auch die Spitze des Vektors 8 gemiiss
Fig. 26 auf einer Geraden lauft.

Der verdnderliche Vektor 0, dessen Spitze bei
stetiger Verdanderung des Parameters p eine Gerade
beschreibt, geniigt der Gleichung:

B = (m +rp) A (50)

Der Geraden-Operator g, der einen konstanten
Vektor in einen verdanderlichen Vektor iiberfiithrt,

sev sz

Fig. 26. Fig. 217.

dessen Spitze bei stetiger Verdnderung des Para-
meters eine Gerade beschreibt, gentigt der Glei-
chung:

g=m-+rp (51)

242.
Kreis.

Veriindert sich im Gegensatz zu vorher der Be-

trag des Operators r.p nicht, ist aber sein Versor
vom Werte des Parameters p abhiingig, so gilt die
Gleichung:

r,=reivw

Fiir verinderliche Werte des Parameters p ro-
tiert dann der Vektor

R, =reit® Y

ohne seine Linge zu dndern: Er beschreibt einen
Kreis. Da die Spitze des Vektors R p gemiiss Fig. 27
die Spitze des Vektors U fiihrt, beschreibt auch
diese einen Kreis.

Der verdnderliche Vektor B, dessen Spitze bei
stetiger Verdnderung des Parameters p einen Kreis
beschreibt, geniigt der Gleichung:

B = (m el ) (52)

Der Kreis-Operator k, der einen konstanten
Vektor in einen verinderlichen Vektor iiberfiihri,
dessen Spitze bei stetiger Verinderung des Para-
meters einen Kreis beschreibt, geniigt der Glei-
chung:

E=m - r et (53)

Dieser die Produkt-Form eines Operators ent-
haltende Ausdruck des Kreisoperators k kann so
umgeformt werden, dass er ausschliesslich Opera-
toren in Binom-Form enthélt. Man macht hiezu
Gebrauch von Gl. (48), nach der ein reiner Versor
gleich dem Quotient konjugierter Operatoren ist.

Man setzt:

el V) = Zx
£
Dann wird der .in Gl. (53) in Produkt-Form

auftretende Operator:
L
4

Dabei gelten fiir die beiden konjugierten Ope-

relhm — -

ratoren /Z und Z, die Bestimmungsgleichungen:

Z, = Z cos <~%1p(p)>

Z, = Z sin <~— —% ) (p)>

Z = Zw—i—ij
Zk: Zw—'ij

Fiir den Versor e/ V() ist der Betrag Z der Ope-
ratoren 7 und Z, ohne Einfluss. Er kann beliebig
gewithlt werden. Wesentlich ist das Verhiltnis
der beiden Komponenten Z, und Z, denn dieses
legt den Winkel v (p) fest.
Z 1
2= (-5 v) (54)

Der in Gl. (54) ausgesprochenen Bedingung, wo-
nach das Verhiltnis der beiden Komponenten
Z, und Z, die Funktion tangens des Winkels

—% ) (p) bestimmt, geniigen die Ansiitze:

Zw=cw+p/ dw Zb:cb _*_P/ db
Damit erhiilt man fiir Gl. (54):
Gt P dy 1
= ()

Durch teilweise Ausfithrung der Division auf der
linken Seite dieser Gleichung erhilt man:

" d;
dw w “Db db 1
&t (-7 vw) 6

Es kann nach Gl. (55) zu jedem Wert des Win-
kels vy (p) ein Wert des neuen Parameters p’ ge-
funden werden. Die Grossen ¢, ¢,, d, und d, sind
dabei frei wiithlbar. Es muss lediglich darauf ge-
achtet werden, dass der Ausdruck:
d,

€y — Cp ——

W b db
von Null verschieden bleibt. Es darf somit ge-
setzt werden:

el V(D) — Zw _, Zl)
Zw +J Zl)
ei ) — v +p'd,—jec, T.j_li{lbi

Cy +pl dw _'_I Cp _1_.]p( db
Setzt man zur Abkiirzung:

Cy —J €y = C

dw _J db = d.k

cw+j Cb - C
dy+jd,=d
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so erhiilt man schliesslich:
. s
eitin) = P
c+p'd
.  A-n'd
T ej"/’(]’) = ;. -(—:kj ]?—k
c+p'd
Bezeichnet man fortan den neuen Parameter p’,
der nach GIl. (55) aus dem alten Parameter hervor-
geht, der Einfachheit halber mit p, so muss man
festhalten, dass er im allgemeinen trotzdem einen
vom alten Parameter der Gl. (52) und (53) ab-

weichenden Wert hat. Man erhiilt so fiir den Kreis-
operator ') :

(56)

Damit wird:

b= m 4y St P
c+pd
pometpmd+ro prd,
o c —+p d

Setzt man zur Abkiirzung:
(57a)
(57b)

so erhiilt der Kreisoperator die sehr gebriuchliche
Form:

T.IlC-+——.er =a

I;l(.l-{—l:(ik:l.)

h=2tPD (58)

c+pd

Aus den Gl. (57a) und 57b) errechnet sich fiir
den Mittelpunkts-Operator die Gleichung:

ad,—be,

m — - —

edy—cd

(59)

Analog erhilt man fiir den konstanten Teil des
Radius-Operator:

. be—ad
r = — (60)
cd, — ¢ d
243.
Ellipse.

Veriindert sich schliesslich im Gegensatz zu den
beiden vorherigen Fillen sowohl der Betrag wie
der Versor des verdnderlichen Operators

]“p — rp e.i »(p)

so entsteht eine allgemeine Kurve. Macht man die
besondere Festsetzung, dass sich der verinderliche

Operator rp aus zwei verschiedenen Operatoren
zusammensetzt, deren Betrige konstant und deren
Versoren entgegengesetzt gleich sind, wie das in
Gl. (61) ausgedriickt ist, so beschreibt die Spitze
des verdnderlichen Vektors

B = (m—+r) A

21) Diese Art der Darstellung eines Kreisoperators ver-
offentlichte der Autor in einem Aufsatz «Eine neue sym-
bolische Kreisgleichung der Wechselstromtechniky in der
Schweizerischen Technischen Zeitschrift, 1928, S. 545.

eine Ellipse. Das soll nachstehend kurz dargetan
werden.

;—p = reiVm 4 qe—iv® (61)
Der Winkel, den gemiiss Fig. 28 die beiden Vek-
toren 79 und ¢ 2 miteinander einschliessen sei
2 0 genannt.

Da der Betrag des Operators r das " fache
q

des Betrages des Operators g betriigt, kann man

schreiben:
P o= ;] ei2d

Man kann nun den Operator r noch in zwei Sum-
manden zerlegen, wovon der erste denselben Be-

trag hat wie der Operator gq.

el ot /.
/ egediasnd "
\/
.

I vy

pa
GHgele

SEv 1819

SEV 1616

Fig. 28. Fig. 29.

r=qel2d < g ('Ie.;zr:_’q‘e,;za>
q
r=gqei2d

Damit erhdlt man fiir den Operator r, den Aus-
druck:

r, = ([1 ei2d | Lz 9.4 e,;;u:) eil(v) |- qe—it (v)

Klammert man auf der rechten Seite dieser Glei-
chung den Ausdruck ¢ e/¢ aus und fasst man die
e-Potenzen zusammen, so wird:

; S e
r, =q e.lﬂ<el(1"(1?): 94 : |

Setzt man zur Abkiirzung:

€l (0 (D)4 6) |- e—i (h(p)+ a;)

() +0=aqa (62)
so wird: .
. ra r—q . ;
r,=4qel’| et - q el? |- e—ia
Dafiir kann man schreiben:
. . . L. r—q .
r, = qe’ cosa—{—]sma—l—-vq——e-'“—}—
- cosa — jsin a)
Hieraus erhiilt man:
}pz}leN(r_q_q el 2 cos a ) (63)
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Verwendet man fiir den Operator }p den in Gl
(63) gegegebenen Ausdruck, so bekommt man fiir

den verinderlichen Vektor 83 die Gleichung:

B = (r}z+r_(121e-idej“+ 2.qev"'dcosa> A (64)
q

Dieser Ausdruck ist in Fig. 29 graphisch interpre-
tiert. Diese Figur stellt die bekannte 2?) Konstruktion
einer Ellipse aus den beiden Halbachsen dar. Vom

Endpunkt des Vektors m3l aus gerechnet, werden
die beiden grossen Halbachsen dargestellt durch
die Vektoren:
4 (r—“q Ceid 2 q‘e.ia> 9
o q
Zieht man die beiden Glieder zusammen, so
findet man:

q
Hieraus errechnet sich leicht der Betrag a der
grossen Halbachse:

(65)

Ebenfalls vom Endpunkt des Vektors m aus
gerechnet, werden die beiden kleinen Halbachsen
dargestellt durch die Vektoren:

Jeif % qeld .

Hieraus errechnet sich leicht der Betrag b der
kleinen Halbachse:

b= (r—q)4

a=(r+q)4

(66)

22) Diese Konstruktion erwihnt die Hiitte, Des Ingenieurs
Taschenbuch, Band I, 25. Auflage, S. 100, Fig. 20, Verlag
Wilhelm Ernst & Sohn, 1925.

Der in Gl. (64) fiir den verinderlichen Vektor 8

enthaltenen Konstruktionsvorschrift liegt der ver-

inderliche Operator rp gemiss Gl. (63) zugrunde.
In diese Form konnte der urspriinglich gemiiss

Gl. (61) angesetzte Operator rp umgemodelt wer-
den. Verwendet man den alten Ansatz fiir die Auf-
stellung der Gleichung des verinderlichen Vektors
B, so beschreibt dieser offenbar immer noch die-
selbe Ellipse.

Der verdnderliche Vektor 8B, dessen Spitze bei
stetiger Verinderung des Parameters p eine Ellipse
beschreibt, geniigt der Gleichung:

B = (m—Arel?® 4 qe-itvw) 9 | (67)

Der Ellipsen-Operator e, der einen konstanten
Vektor in einen veridnderlichen Vektor iiberfiihrt,
dessen Spitze bei stetiger Verinderung des Para-
meters p eine Ellipse beschreibt, geniigt der Glei-
chung:

e=m -+ reltv | qe—ivD

(68)

In den meisten praktischen Fillen ist das Glied
m nicht vorhanden. Der Mittelpunkt solcher Ellip-
sen liegt dann im Fusspunkt des verinderlichen
Vektors 8. '

Wird der Betrag des Operators r gleich dem
Betrag des Operators ¢, so verschwindet in GI. (64)
das zweite Glied: Die Ellipse degeneriert zu einer
(begrenzten) Geraden.

Wird der Betrag des Operators ¢ zu Null, so
verschwindet in Gl. (67) das dritte Glied: Die
Ellipse degeneriert zu einem Kreis.

(Fortsetzung folgt)

Bericht iiber die Diskussionsversammlung

fiir Fragen iiber Forderung der Elekritzititsverwertung
Dienstag, den 14. und Mittwoch, den 15. Oktober 1930

in Bern.

(Fortsetzung von Seite 74)

Die Lichtreklame, ihre hiufigsten Ausfiihrungsformen und ihre Bedeutung
fiir die Elektrizititswerke.

Referat von J. Guanter, dipl. Ing., Osram A.-G., Ziirich.

628.974

Zusammenfassung.

Im Geschiftsleben spielt die Lichtreklame in ihren viel-
fachen Varianten heute eine derartige Rolle, dass darauf
nicht mehr verzichtet werden kann. Technisch massgebend

fiir die erfolgreiche Wirkung einer Lichtreklame ist haupt- |

sichlich die Einhaltung folgender Gesichts-
punkte:

1. Gute Erkennbarkeit. Die Schriftziige sollen klar und
deutlich in Erscheinung treten. Die Lesbarkeit bei Leucht-

buchstaben ist abhiingig vom Verhiltnis ihrer Leuchtdichte

allgemeiner

zur Helligkeit des IHintergrundes, von der Form und von
den Abmessungen. Anhand von Versuchen an Leuchtbuch-
staben verschiedener Ausfithrungsart ist ermittelt worden,
dass die Buchstabenhéhe mindestens 1/350 der grossten Ent
fernung zu betragen hat, aus der die Schrift gut lesbar
sein soll.

2. Ausreichende Leuchtdichte. Bei der Festlegung der
Leuchtdichte sind die Entfernung, auf die eine Lichtreklame

| zu wirken hat, der Hintergrund und die Umgebung zu be-
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