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Stationidre Zustidnde und Zustandsdnderungen in
elektrischen Stromkreisen.

Von Prof. /. Landry, Lausanne.
(Uebersetzung von ‘Ing. E. Payot.)*)

Im Laufe des letzten Jahrzehntes ist die elektrotechnische Literatur durch eine grosse
Anzahl Arbeiten iiber stationidre und nicht-stationdre Zustdnde (letztere treten beim Ueber-
gang eines stationdren Zustandes in einen andern auf und sind meistens nur von kurzer
Dauer) bereichert worden. Die grosse Anzahl dieser Studien, sowie die Verschiedenheit
der behandelten Probleme lassen sich leicht aus der Mannigfaltigkeit derselben und den
verschiedenen Gesichtspunkten, von denen aus sie betrachtet werden konnen, erkliren.

Wihrend langer Zeit konnten diejenigen Techniker, die speziell mit den in der Industrie
verwendeten Stromen sich befassten (gewohnlich Starkstrome genannt), sich mit den Losungen
begniigen, die unter Vernachlissigung gewisser Grossen, deren Einfliisse wie es schien nur
in andern der vielen Anwendungsgebiete der Elektrizitit zu beriicksichtigen waren, herge-
leitet wurden. Es konnten, solange die zu iiberwindenden Entfernungen und die Spannungen
zwischen den einzelnen Leitern der Leitungen geringer waren, die Wirkungen der Ver-
schiebungsstrome, hervorgerufen durch die Kapazitit der Leiter, vernachlissigt und daher,
ohne fiir die vorgesehenen Zwecke grosse Fehler zu begehen, die Annahme gemacht werden,
dass bei stationdrem Zustande die Effektiv-Werte der Stromstirken und deren Phasen
auf der ganzen Ausdehnung des Stromkreises oder des betrachteten Stiickes desselben
unverdndert bleiben, wihrend der Begriff des Ortes (Abstand, Entfernung) nur fiir die
Grosse und in gewissem Masse auch fiir die Phase der Spannungen in Frage kam.

*) Das franzosische Original findet sich in der franzdsischen Ausgabe derselben Nummer
abgedruckt. Mitglieder, welche dieses zu besitzen wiinschen, belieben sich an das Generalsekretariat
zu wenden.
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Wie wir schon eingangs erwihnten, -bedingt diese Art des Vorgehens, d.h. Strom-
kreise irgend welcher Art in /Jokalisierte, sogenannte . Ersatz-Stromkreise“ umzuwandeln
mit konzentrierten Ohm’schen und induktiven Widerstinden, mit sogar mehr oder weniger
willkiirlich zusammengefassten und angeschlossenen Kapazititen, welche den ,totalen“ (ver-
teilten) Ohm’schen und induktiven Widerstinden und den Kapazititen der betrachteten
Stromkreise oder einzelner Teile solcher entsprechen sollen (wobei unter ,total* der ge-
wohnliche Begriff des Wortes gemeint ist), keine wesentlichen Nachteile, solange man sie
auf die Bestimmung der charakteristischen Grdssen genau umschriebener Beharrungszu-
stinde beschrinkt. Dies trifft immerhin nur fiir die Frequenzen der industriell verwerteten
Stromarten zu. Man wiirde aber recht grosse Fehler begehen, wollte man diese Methoden
zum Beispiel fiir die Untersuchung von. stationdren Zustinden von Stromkreisen mit ver-
dnderlichen elektromotorischen ‘Kréften von hoher Frequenz verwenden, und dies wiirde
in noch- weit hoherem Masse der Fall sein, wenn es sich bei beliebigen Stromkreisen um
die Ermittlung der bei rasch sich vollziehenden Zustandsinderungen oder lokalen Gleich-
gewichtsstorungen auftretenden freien Spannungen und Stréme handelt. Es ist daher un-
erlasslich, in diesen Fillen die Konstanten als ,verteilte* in die Rechnung -einzufiihren,
d. h. auf die allgemeinen Grundgleichungen zuriickzugreifen, in denen die Spannungen und
Stréome als Funktionen des Ortes und der Zeit erscheinen, oder, wenn man bei der ge-
brauchlichen und geldufigeren Art der Vorstellung bleiben will, in jedem einzelnen Falle
die Konstanten der Einzelteile der Stromkreise derart genau zu bestimmen, dass sie die-
jenigen der wirklichen Stromkreise mit verteilten Konstanten nicht nur ,ersetzen", sondern
dass sie tatsdchlich ,dquivalente" Stromkreise ergeben. '

Gerade jetzt, wo die schweizerischen Elektriker sich bestreben, in die so sehr um-
strittenen Fragen der Ueberspannungen und Ueberstrome und iiber die Mittel zu deren
Bekdmpfung einen Meinungsaustausch herbeizufiithren, ist es vielleicht zweckmdssig, hier
im Bulletin diejenigen Grundbegriffe und Anschauungen darzulegen, welche allen denjenigen
unerldsslich sind, die sich fiir diese Fragen interessieren. Es geschieht auch um diese Be-
griffe weitern Kreisen zuginglich zu machen, und daher handelt es sich hier um systematisch
und so elementar als mdglich dargestellte allgemeine Grundlagen.

Bevor wir uns dem weiten Gebiete der Zustandsinderungen zuwenden, ist es wohl
zweckmissig uns etwas bei den Beharrungszustinden der Gleichstrom- und Wechselstrom-
systeme aufzuhalten und vorerst den Ursprung und Sinn der spiter verwendeten Gleichungen
in Erinnerung zu bringen.

Die Grundgleichungen des elektrischen Stromkreises.

1. Betrachten wir (Fig. 1) einen beliebigen geschlossenen Stromkreis, in welchem die
elektromotorische Kraft (E.M.K.) e = f(¢) eines Generators wirke, wobei alle Teile des
Kreises, wie dies oft angenommen wird, vollstindig fre/ von Kapazitit und vollkommen

isoliert seien. Unter dem Einfluss von e = f(¢) wird in diesem Stromkreis ein Strom
i entstehen, sodass in jedem Moment
(1) e=f(f)=Ri— X (e)

gilt, worin R den totalen Widerstand des Stromkreises, denjenigen des Generators und der
im Kreise eingeschlossenen Verbraucher inbegriffen, und X(e’) die Summe aller elektro-
motorischen Krifte (E.M.Ke) der Verbraucher, der Selbst- und gegenseitigen Induktion,
Eigenspannungen von Kondensatoren inbegriffen, wenn solche im Stromkreis 7in Serie
geschaltet sind. '

Da einzelne dieser E.M.Ke oder Spannungen entweder proportional der Aenderungs-

o di
geschwindigkeit des Stromes 7 (E.M.Ke der Selbstinduktion = — LF;) oder der Aende-

rungsgeschwindigkeit von Strémen in, dem betrachteten Stromkreise benachbarten Strém—
' dr’

kreisen (E.M.Ke» der gegenseitigen Induktion = — M s

) é
), oder vom Augenblickswert der
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1
Ladung q:Sidt(Kondensatorspannungen = == CSidt) fithrt die Bestimmung des Mo-

mentanwertes des Stromes /7 im allgemeinen auf die Integration einer gewdhnlichen
Difterentialgleichung oder einer Gruppe von simultanen Differentialgleichungen (letzteres
im Falle von benachbarten Stromkreisen in mehr oder weniger starrer Koppelung mit dem
betrachteten Strombkreise).

So fithrt die Anwendung des soeben dargelegten auf den Fall der Fig. 2, welche das
Schema eines Stromkreises mit einem Kondensator von der Kapazitit C, an eine Stromquelle
mit konstanter E.M.K. E durch Leiter mit dem Widerstande R und der Selbstinduktion
L angelegt, darstellt, auf die Differentialgleichung:

i Jide

gt " €

aus welcher sich leicht 7 =— ¢ (¢) bestimmen lisst, sobald die Grenzbedingungen fest-
gelegt sind.

(2) E=Ri+L

1] —

7 d 1=
1=/l /

£ c

o g ’
R M
A 8
Fig. 1. Fig. 2.

Ist die Stromstirke einmal bekannt, so ist es moglich die Grosse der Potential
differenz zwischen zwei beliebigen Punkten des Stromkreises zu bestimmen, wie zwischen
den Punkten A und B der Fig. 1, fiir welche Spannung gilt:

(3) vap = Rasi — Zag(e’)

Die durch Gleichung 1 fiir den ganzen in Fig. 1 schematisch dargestellten Stromkreis und
die durch Gleichung 3 fiir einen beliebigen Teil AB des gleichen Stromkreises dargestellte
Relation sind nichts anderes als Ausdriicke fiir das wohlbekannte Ofim’sche Gesetz.

2. Da die elektr. Stromkreise weder vollstindig isoliert noch vollkommen frei von
Kapazititen sind, so ist der Momentanwert der Stromstirke, enfgegen der obigen An-
nahme, nicht in allen Teilen des Stromkreises gleich, so dass die oben angefiihrten Gesetze,
welche 7 und die davon abhidngigen Grdssen nur als Funktionen der einzigen wnabhdn-
gigen Verdnderlichen, der Zeit t, erscheinen lassen, umso ungenauere Resultate ergeben,
je grosser fiir einen gegebenen Isolationswiderstand und eine gegebene Kapazitit die
Potentialdifferenz v zwischen zwei Punkten des Stromkreises (z. B. zwischen zwei ent-
sprechenden Punkten einer Uebertragungsleitung in gleicher Entfernung von der Strom-
quelle, oder irgend zwei andern) und g;—/, die Aenderungsgeschwindigkeit von v, sind.

Es ergibt sich demnach, dass im allgemeinen Fall die Gréssen 7 und v Funktionen
des Ortes d. h. des Abstandes x von einem bestimmten Punkte des Stromkreises, z. B.
aus leicht ersichtlichem Grunde, von den Klemmen . des Generators oder des entferntesten
Verbrauchers, und der Zert ¢ sind.

Dre Gleichungen, aus denen i und v dann bestimmmt werden kénnen, sind
Ditferentialgleichungen mit partiellen Ableitungen nach x und t.

Wir wollen auch diese kurz anfiihren.

Zu diesem Zwecke betrachten wir Fig. 3, welche einen Stromkreis mit einem Gene-
rator G, einer zweidrihtigen Leitung L und einem Verbraucher R darstellt. Im Abstande x,
z. B. vom Generator aus gerechnet, betrachten wir ein Leiterelement AB von der Linge
dx und bezeichnen mit v die Spannung oder Potentialdifferenz im Punkte A (in Wirk-
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lichkeit zwischen A und dem ihm zugeordne- e e

ten Punkt A’) und mit / die Stromstirke _ N B

im Querschnitt A des Elements AB. Be- —

zeichnen wir weiter mit r, g, / und c¢ die 5

Werte, bezogen auf die Lingeneinheit, des C)
¢

Leitungswiderstandes (Hin- und Riickleitung
in Fig. 3), der Ableitung (Leitfihigkeit der
Strombahnen zwischen den Leitern und zwi- L
schen Leitern und Erde, unvollkommene:Iso- . %
lation), der Selbstinduktion und der Kapazi-
tdt. Die Konstanten des Elementes AB von
der Linge dx sind also:

Widerstand rdx
Ableitung gdx
Selbstinduktion ldx

Kapazitit (im Nebenschluss) cdx

Wenn im Leiterelement AB selbst keine E.M.K. erzeugt wird als diejenige der Selbst-
induktion, so ergibt die sinngemisse Anwendung der Gleichung (3) sofort:

: ’ v o7
Vap = Va — Vpp =V — [ V+——dx | =rdx - i + ldx
°x ot
woraus

21
ot

Anderseits verlangt der Grundsatz von der Kontinuitit dass

ov
(4) —5}_171—]

~

. ) . .9id . i 2V
IA—IB—I—(lg( x | = gdx - V+CX31‘

ist. Woraus
or
(5) —ox gv+ T 9 t

Die Gleichungen (4) und (5) sind mit Bezug auf v und 7 symmetrisch. Man kann aus
diesen durch Elimination zwei andere Gleichungen herleiten, deren eine nur mehr v und
die andere nur noch ;i enthilt:

Az ‘7
(6) .:XV = rgv -+ (rc + Ig) +c: ——
(7) = rgi (et g) 5 el

Diese beiden Gleichungen zeigen gleichen Aufbau; man wird infolgedessen, bis auf
die Integrationskonstanten, gleiche Lésungen erhalten. Im allgemeinen wird man z. B. aus
der Gleichung (6) v ermitteln und dann durch Einsetzen des gefundenen Wertes in Gleichung
(5) 7 durch Integration nach x bestimmen.

Die Gleichungen (4) und (5), oder die aus ihnen abgeleiteten (6) und (7) sind die
allgemeinen Grundgleichungen fir einen beliebigen elektrischen Stromkreis. Sie er-
scheinen hier als Differentialgleichungen mit konstanten Koéffizienten, da r, I, g und ¢
die sogenannten Konstanten des ganzen, oder von Teilen des Stromkreises darstellen. In
Wirklichkeit sind aber diese vier Gréssen nur in verhiltnismissig engen Grenzen Kkonstant.
So ist zum Beispiel der Widerstand pro Lingeneinheit r eine Funktion der Periodenzahl,
und in gewissen Fillen eine solche von /. Ebenso kann die Grdsse / zwischen verhélt-
nismdssig weiten Grenzen variieren, und zwar nach einem analytisch schwer darstellbaren
Gesetz; dies wird z. B. der Fall sein fiir jeden Stromkreis oder Stromkreisteil, der sich in
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einem ferro-magnetischen Feld befindet; oder es wird in gewissen Fillen fiir einen be-
stimmten Apparat, der sich in einem Stromkreis oder in Systemen solcher befindet, / unter
Beriicksichtigung der vorhandenen Schaltung einerseits nach der Grundschwingung des
Systems, anderseits nach gewissen auftretenden Harmonischen des betrachteten periodischen
Vorganges bestimmt werden miissen.

Das gleiche wird, wenn auch in geringerem Masse als bei jenen, fiir die Grdssen
g und c gelten.

Diese Umstinde wiirden die Losung des Problems ungemein erschweren, vielleicht
sogar verunmdoglichen, wenn nicht auf Grund physikalisch richtiger Anschauung und genauer
Priifung einzelne zweckmaissig getroffene Vereinfachungen gemacht werden kdénnten.

Da den Gleichungen (6) und (7) eine unendliche Anzahl partikuldrer Lésungen ge-
niigen, wird die Hauptschwierigkeit in der Bestimmung der Integrationskonstanten liegen.

Man wird also nur im Falle eines wohl umschriebenen, bestimmten Problems
die Funktionen v = f(x, #) und 7= f(x, t), welche Spannung und Strom in jedem
Punkt des betrachteten Stromkreises darstellen, bestimmen kénnen.

Die Gleichungen (4) und (5) fithren im Falle / = g = o auf die Gleichung

y cv
(8) B rc
cX~ i

deren Losung fiir das Telegraphen-Kabel Lord Kelvin, damals Professor William Thomson,
in der denkwiirdigen Abhandlung ,On the Theory of the Electric Telegraph* gab, die er
im Mai 1855 der ,Royal Society* in London vorlegte.

Oliver Heaviside hat in seiner klassischen Abhandlung , Electromagnetic Theory,
The Electrician Series* 1893 dazu sehr zahlreiche und anregende Anwendungen angegeben.
Vom Jahre 1900 an wurden diese Gleichungen in der einen oder andern Fassung (4, 5,
6 und 7) oder unter anderer Form, durch weitere zweckmissige Vereinfachungen ge-
wonnen, sehr oft wieder aufgegriffen und besprochen oder auf die zahlreichen Fille an-
gewandt, denen durch die eingangs erwihnten Niherungs-Methoden nicht beizukommen
ist. Wir nennen hier, jedoch ohne auf Vollstindigkeit Anspruch erheben zu wollen, von
den Werken, von denen Kenntnis zu nehmen uns vergénnt war, zunichst eine Abhand-
lung des verstorbenen . Poincaré, die von ganz hervorragendem Wert ist und sich durch
ausserordentliche Klarheit auszeichnet, worin der berithmte Mathematiker die exakte Losung
der Gleichung (6) gibt. Sie ist im 3. Band 1914 des £Eclairage Electrigue enthalten.
In der Folge erschienen im Bulletin der Société Internationale des Electriciens aus Anlass
einer von dieser Gesellschaft in den Jahren 1904 und 1905 angeregten Diskussion iiber
die Frage der ,Ueberspannungen* Arbeiten von Potier, Brylinski, Blondel, de Marchena.
Weiter sind solche zu nennen von Kennelly, Steinmetz, Pupin, Campbell in Amerika,
von Herzog und Feldmann, Breisig, K. W. Wagner, Petersen, Rogowski, Linke, Ruden-
berg in Deutschland, von O'Meara, Fleming, Russell in England u. a. m.

Stationdre Zustinde.
Gleichstrome.

Obwohl dieser Fall (Gleichstrome
im Beharrungszustand) sehr einfach zu
behandeln und wohlbekannt ist, so ver-
lohnt es sich dennoch, etwas dabei zu
verweilen, wire es auch nur um gewisse
Analogien mit spiter zu behandelnden
Fillen besser hervorzuheben.

1. Zu diesem Zwecke betrachten wir
den Fall der Fig. 4, in welcher ein Gene-
rator mit konstanter E.M.K. £ an einen
Verbraucher mit Widerstand R’ (konzen- Fig. 4.

B <1721 {7« I ST, ,.
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trierter Widerstand ohne Ableitungsverluste) durch eine Leitung von der Linge L und mit
Widerstand r pro Lingeneinheit angeschlossen, dargestellt ist.

Nehmen wir an, dass die Riickleitung durch die Erde erfolge und dass deren Wider-
stand, selbst derjenige der Erdkontakte C und D, vollstindig vernachlissigt werden kann.
Wir treffen ferner die Annahme, dass die Leitung vollstindig isoliert’ und dass der
Widerstand des Generators vernachlissigbar sei. Es gilt dann, welches auch der Betriebs-

zustand ist:
: VA — VD = E — Vo "

Nach obigen Annahmen kénnen die Spannung v und der Strom 7 nur Funktionen
des Abstandes x sein, und da g =0 ist, werden die Gleichungen (4) und (5)

9) | — % =7}
di

aus welchen ohne weiteres folgt:

(11) - j = — a = konstant

(12) v=rax—+b

Die Spannung nimmt also gleichmissig und /inear gegen den Verbraucher zu ab und
zwar um den Wert
av '
=y
dx
pro Ldngeneinheit. Unter Beriicksichtigung der Bedingungen
v ="V, fir x=20, und
v=v.= — Ra, fir x=1L

findet man durch Einsetzen dieser Bedingungen in Gleichung (12) und unter Zuhilfenahme
der Gleichung (11):

gV W
o R —+rlL R R
b=V,
woraus endlich
, Va
= — = = lzl
(14) i a -

hervorgehen, Ausdriicke in denen R = rL den fotalen Widerstand der Leitung darstellt.
Fiir R’ = oo, also bei am Ende offener Leitung wird

[v =V, = konstant

1 i=I=20
und fiir R” = 0, also bei an Erde gelegtem Ende der Leitung, (Erdschluss) wird:

X
V—Vo[ fL:l

(16) V]__':O
i=1

(15)

_n_ %
R rlL
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vofe “I) : ] "Wir haben in den Fig. 5 und 6 folgende
" L Félle fiir eine Leitung von 500 km Léinge aus
PAEAN N .. % Phosphorbronce von 3,5 mm Drahtdurchmesser
~ ~. . . . . . . :
w NS s mit einem Widerstand pro Lingeneinheit r = 6,77
I Ohm prokm und mit g = 0 dargestellt:
Volts 70 : > e o 70 ; o
50 S < %ll >~ e
50 N () =0 ‘ . 005
~d N Amp
40 > w aou |
20 @ \‘\‘ 20 9,05 /(é)
20 : 20 o P A9 -
' (5)
0 10 (7 —r—
0 00 200 300 %00 500 i 0 700 300 - 700 300
—_— A — Km
Fig. 5. Fig. 6.

Kurve (1), Vu—VO——100V J=0 fir & =zs0
. (2, Vo=100V; v, =0; i=/ = 0,02955 A; fiir. R =0
o (3), Vo=100V; v =434 V;i =7=0,01671 A; fiir R’ = 2600 2
Ly (@), Ve =100V; v = 27,75V i — [ = 0,02135 A; fiir R = 13000
. (), Vo=100V; v, = 60,6 V;7 = /=0,01165A; fir R’ = 52002.

2. Mit Hinsicht auf die Anwéndung-in der- Messtechnik ‘diirfte es interessant sein,
auch den Fall wo g nicht = 0 ist, d. h."den’Fall-der mangelhaft isolierten Leitung, zu unter-
suchen. Unter der Voraussetzung, dass der stationdre Zustand erreicht ist, reduzieren sich
die Gleichungen (4) und (5) auf:

oy

— =1 .
ox

(17) l o

—_— —— =— oV
x £

woraus, da v und 7 nur mit x variieren

d?v
‘ : dx? =8
(18) , l ) 1 dv

05

Eine einfache Betrachtung dieses Problems ergibt, da von jedem Element der Leitung
sich Stromfdden ablésen, dass einerseits die Stromstirke fiir x = 0 ein Maximum und fiir
x =1L ein Minimum ist, und anderseits, dass an Stelle der konstanten Abnahme des
Spannungsgefilles der Linie im ersten Falle, eine stetige Verkleinérung der Spannungsab-
nahme vom Anfang der Leitung x = 0, bis an das Ende x = L tritt. Die Gleichung

’ sz : .
o

(18) —rgv

hat als Integral
Vv = Asm,x__i__Bemgx

in welchem m, und -m, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
=Ig
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sind, welche wir aus Gleichung (18) durch Einsetzen von &™ an Stelle von v erhalten.
Wir haben also ‘
m=—+Vrg, woraus
ny ‘='/f§, my = —]/rg~
und infolgedessen:
g AFVrg-x+BF—Vrg-x.

und i=—1ﬂ—_|/ [B&_V’g" AeVre: "]
] r dx

was wir einfacher schreiben:
y = AePx | B Bx

(19) = ;?0 [Bs Bx — Asﬁ"]

indem wir unter 2 den reellen Wert

(20) p= 1/rg

und unter R, den reellen Wert B ,

(21) R, :] / Er - verstehen.

A und B sind Integrationskonstanten und hdngen von den Grenzbedingungen ab.

Wir wollen nun verschiedene Fille untersuchen.

I. Betrachten wir zuerst den Fall der umendlich langen Leitung, d.h. einer Leitung
von unendlich grossem totalen Widerstand und nehmen wir an, dass an ihrem Anfang
A, also fiir x =0, die Spannung v, aufrecht erhalten werde (Fig. 4). Wir werden offenbar

fiir x = co haben v =0 =1,
welches auch die Bedingungen fiir das unendhch entfernte Ende B sein mogen. Es geht
dann ohne weiteres daraus hervor:
A=0
und da fiir x=20 v =1V, und ¢ B* =1 ist, so hat man:
‘ v = V,e=B* = f(x)

(22) Vo
f=—¢P*=g(x

R &(x)

welche Ausdriicke zeigen, dass Spannung und Strom fortwihrend um den Betrag

d -
EXZ — BVoe B = — VrgVye= 8% fiir v und
.g)’.(: —;;"V.,s Bx— — gVorBx firr J

0

abnehmen, mit den Maximalwerten

dv ——
- — VYV
(dx)x=0 ]rgV(.)'

di
(d—x)x=0_ —gVO

V .
Anderseits sieht man, dass fir x =0 7=/,—= ' wird, d. /. dass die unendlich

Ro
lange Leitung, welche auch die Bedingungen fiir das Ende B sein moégen, an ihrem
Anfang einen Strom fihrt, der gleich ist demjenigen, welchen die Stromquelle ab-
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. I
geben wiirde, wenn sie direkt iiber einen konzentrierten Widerstand vom Werte R, :-] / -
S

geschlossen wdre. Dieser Widerstand R, wird charakteristischer Leitungswiderstand
genannt. Zudem zeigt der Ausdruck v = Voe—F* an, dass auf der -unendlich langen
Leitung die Spannung vom Werte V, in A auf den Wert V,&—# im Punkt wo x =1 und auf
den Wert Vo Pl im Punkt wo x = L ist, {ibergeht. Der Wert « 8L welcher fiir die un-
endlich lange Leitung das Verhiiltnis der Spannung am Punkte x = L zu derjenigen am
Leitungsanfang x = 0 ausdriickt, wird normaler Dédmpfungsfaktor und gL Ddmpfungs-
Lxponent fiir die Linge L genannt.

Es ist iibrigens leicht einzusehen, dass:
pL=LYrg=VLr - Lg=1R- G ist,
wenn mit R der fotale Widerstand und mit G die totale Ableitung der Linie von der

Linge L bezeichnet werden; endlich, dass die reellen Grossen 3x und 3L hyperbolische
Winkel darstellen auf Grund der wohlbekannten Beziehungen:

X — X
sinh x—————
. 2
und
et
cosh + x =— 5

Die Grossen @x oder 3L werden dementsprechend auch als Ayperbolische Winkel der
Leitung in den Abstinden s oder L bezeichnet.

Von diesem Begriff, welcher fiir die Rechnung dusserst bequem ist, Gebrauch
machend, werden wir die Beziehungen (22) in die Form umschreiben :

v="Vy[cosh - gx — sinh - 3x] = f(x)

W

Ro

Il. Nachdem wir nun an Hand des Falles der unendlich langen Leitung die Defini-.
tion der charakteristischen Grosse Ro gegeben haben, gehen wir iiber zur Behandlung
der Leitung von endlicher Linge L, mit dem Widerstand r und der Ableitung g pro
Lingeneinheit, welche an ihrem Ende B iiber den konzentrierten Widerstand R’, der keine
Ableitungsverluste habe, geschlossen ist. Es werde wiederum mit v, die Spannung am
Leitungsanfange, fiir x =0, bezeichnet. Wir haben weiter oben gesehen, dass die Aus-
driicke fiir v und 7 in einem Punkte im Abstande x

v = AeP* | Be P

§ =

(23) | [cosh - fx — sinh - §x] = ¢ (x)

und
4 1 — x x
]—RT) [Be= 8% — Aef¥)

sind, in welchen A und B Integrationskonstanten bedeuten, welche wir mit Hilfe der Grenz-
bedingungen zu bestimmen haben. Diese letzteren sind
v=V,, fir x=0 und
v=v,=R'i, fir x= L
Durch Einsetzen dieser Werte in die Ausdriicke fiir v und /7 erhalten wir zwei
Gleichungen fiir die Bestimmung von A und B:

Vo — A B
und v = At - Be—BL = R

R, [Be=BL — AePl)

woraus_man leicht erhilt
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R
R
DGR TRD T
‘K'_ 1+ (1) +1)
und
(e
B="V, p LS S
= 1+( +1) 21
Ry 0
was ergibt:
o I Con
1 261 0 »
R +(Ro+’)‘
und
; % ; l(Rﬁ+1) "[’,Lé‘fs"—(R —1) &[""]:(p()()
’R l—l—(R ) "ﬁLl Ry
lRo R |

Diese beiden Ausdriicke konnen wesentlich einfacher geschrieben werden, weil

'R’_- R 2L L R L E_)4 L
R, 1+(R0+1) pL — @ﬁ[(R +1)sﬁ+(Ro 1)e @

oL .53" o fL — B
_QFB |:R0 (_*5 . )+ TJ

= 2;6{% cosh - 3L+ sinh - p’L:|

0

und ~analog

R LR L ey gL | :
(FO_,1)M +(R )5‘3'-5 Bx.— 2 (8L Fﬂcosh-r’i’(L—X)—I—smIJ'/’J’[L—xﬂ_
und

(£+]) "ﬁ'-e"'“"—(ﬁ—— 1).“”" :2&‘"‘|_’ sinh - 3(L — x)—+-cosh - P’(L—Xl‘
0 0 7

woraus durch Einsetzen dieser Werte in die vorher fﬁr v und 7 gefundenen Ausdriicke:

Icosh - 3(L — x) -+ Rosinh- [)’(L — X)
v= 1, ; et = %)
R cosh - 3L+~ Rosmh gL
Vo E’sinh « F(L — x) + Rycos h - (L — x)
R, R'cosh - pL+ Rysinh - 3L
gewonnen wird. Diese Ausdriicke gestatten nun leicht die Ermittlung der Spannung v und
der Stromstéirke 7 fiir jeden Punkt einer gegebenen und durch die Konstanten 3 und R,
charakterisierten, an ihrem Ende {iber einen Widerstand R geschlossenen Leitung.

(24)
= @(x)

I und 7=

Betrachten wir einige Spezialfille :

II. a. Am Ende offene Leitung, d.h. R' = co.

Durch Division von Zihler und Nenner der beiden Ausdriicke (24) durch R’ und
durch den Uebergang auf R’ = oo, erhilt man:
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h-B(L— i ' ] ;
v="1, cosh - B x) = Volcosh - Fx —tgh 3 Lsinh - 3 x]
(25) cosh - G L
. Vo sinh + 3(L — x) |74 .
l und ’:ﬁz Cosg L :RZ ltgh - pLcosh - 3x — sinh - 3x]
und, speziell

v=vo=V,
(26) und  i= ioz-gi cotg; L= g"tgh oL, fiir x =0
sodanmn:
—— Vo
"~ cosh- L |
und =i =0, ) fiir x =L

= Vosech - FL

V= Vi

(27)

Man ersieht hieraus, dass eine, am Ende B (R’ = oc) offene Leitung von der
Linge L mit am Anfang A konstant gehaltener Spannung V, und mit den charak-
teristischen Grdssen Ryund g oder mit dem hyperbolischen Winkel B L, in B eine
Spannung

Vo
~cosh - PBL
aufweist und am Anfang A einen Strom fiihrt, der gleich ist demjenigen, welchen
die Stromquelle [liefern wiirde, wenn sie lber einen in A konzentrierten Widerstand
von der (rdsse

(29) Ry = Rycotgh - 5L —Vgcotgh VR G.

geschlossen wire.
Da sec /i - 5L von 1 bis 0 und cotgh - 7L von oo bis 1 geht, wenn 3L von 0
an zunimmt, so sieht man, dass
vi =V, wird fiir L =0

(28) v — Vysech - FL=Vysech-} R-G.

und v, =20 w o L =o0, wihrend
=0 , ., L=0
) und RA = RO ” " — OO)

was mit den vorher erhaltenen Resultaten {ibereinstimmt.

Der Betrag, um welchen die Spannung mit zunehmendem x abnimmt, besitzt sein
Maximum am Anfang A, er ist

dv
— =—gWigh- 3L
( dx)x=0 #Votgh -
wihrend fiir einen beliebigen Punkt x gilt:
g‘—/ = p’Vo [sinh - px — tgh - 3 Lcosh - px].

II'b. Am Ende B kurzgeschlossene Leitung, d. h. R = 0.

Wenn wir in den Ausdriicken (24) R’ = 0 setzen, so 'erhalten wir:

I 1, sinh « B [L — x] — V, [cosh - i x — cotgh - ‘HL5lﬂ]1-‘[fxl

sinh - gL

30
(30) lund . V, cosh - ﬁ[L—x] Vo

Ry sinh-BL R, R, [COtgb 3Lcosh - 8 x —sinh - 8 x]

welche Ausdriicke uns anzeigen, wie die Spannung v und der Strom 7 mit X sich andern
und insbesondere dass: :
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V= Vy = Vo
(31)

und 7=/, :ﬁcotgh - 5L Yo ,fir x =20

Ro " Rotgh - 3L
dann:
v=v.=0

) 1
(32) 1 und 7e== i = L N S cosech + 3 L, fiir x=L.

Ro sinh - ‘[))L - RO

und man ersieht hieraus, dass eine am Ende B kurzgeschlossene Leitung von der
Linge L mit am Anfang A konstant gehaltener Spannung V, und den charakteristi-
schen Grossen R, und g oder dem hyperbolischen Winkel 3L am Anfang A einen
Strom

. Vo

o Rotgﬁ ¥ p)L'
fithrt, der gleich demjenigen ist, welchen die Stromquelle von konstanter Spannung
Vo in einem in A konzentrierten Widerstand

(33) " Ry.= Rotgh-p L=\/r tgh-Y/R - G.

liefern wiirde, wihrend sich in B, dem Orte des Kurzschlusses, ein Strom von der
Stirke

Vo
Rysinh - L
ergibt, gleich demjenigen, welchen die gleiche Stromquelle von konstanter Spannung
Vo in einem ebenfalls in A konzentrierten Widerstand )

Ry = Bysinh - 3 L =‘/rsfnh -VR-G.
g

iL=

erzeugen wiirde.
Das Verhiltnis ILO-— cosh + 7 L ist gleich demjenigen der Spannungen% im Falle der
L L
am Ende B offenen Leitung. Man sieht leicht ein, dass

Rr= R, wird, fiir L = o0

und
Rga=o00 , ., L =00
so dass, wenn L iiber alle Massen gross wird, i, dem
Werte
io = Ve

L=o Ro
und iL =0

L= e

zustrebt, wie vorhin bereits gefunden.
Der Betrag der Spannungsabnahme erreicht seinen Hochstwert fiir x =0, d.h. am
Anfang A der Leitung. Er ist
dv
— = —f3 tgh- 5L
(dx)x=0 I Vocog [
wihrend fiir einen beliebigen Punkt x gilt:
) dv

E"’ﬁVo[sinh +Bx —cotgh+[FLcosh - [3x]

Man sieht leicht dass, da cotg h - L grosser als fgh - [3 L ist, der Betrag der
Spannungsabnahme, obwohl er dem absoluten Werte nach in beiden Fillen mit wachsendem
x stetig abnimmt, doch immer grosser ist fiir die in B kurzgeschlossene, als fiir die in
B offene Leitung.
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Il c. Am Ende B iiber einen Widerstand endlicher, von 0 verschiedener Grdsse
geschlossene Leitung; d. h. R’ > 0. _

Durch Einsetzen eines bestimmten Wertes R' in die Ausdriicke (24) und Variation von
x zwischen den Werten 0 und L, kann man leicht die zugehorigen Werte von v und 7
fiir alle Punkte der Leitung berechnen.

Durch aufmerksame Betrachtung der Ausdriicke (24) erkennt man, dass fiir R’ = R,
wir folgende Werte fiir v und 7 erhalten:

V‘ _ VQ cosh - 3[L — x| +sinh - 3[L — x]
cosh - 3L+ sinh - gL

Vo sinh - 3[L — x]+-cosh - p[L —x] v

"R ‘cosh-BL—-sinh-gL R,

Da aber:
sinh - p[L — x| = sinh - §Lcosh - §x — cosh « gLsinh - gx
und  cosh - 3[L — x] =cosh - gLcosh - 8x —sinh - gLsinh - 3 x
haben wir:
sinh « 3[L — x]+4-cosh - 3[L — x| =[cosh - pL~+sinh + pL|[cosh - 3 x — sinh - 3x]
und es werden daher:
v="V,[cosh - px — sinh - 3x]= Ve 8% .
(35) Vo _px__; .—8x
ROE Bx — [ =8
Wir finden so die gleichen Ausdrucke wieder wie wir sie fiir den Fall der unendlich
langen Leitung mit den charakteristischen Gréssen R, und f hatten.

Man erkennt hieraus also die mteressante Tatsache, dass eine Leitung mit den
charakteristischen Grossen R, und [, von beliebiger Lange L und an ihrem Ende
iber einen von Ableitung freien Widerstand, gleich dem charakteristischen R, der
Leitung, geschlossen, sich genau gleich verhilt wie eine unendlich lange Leitung mit
den charakteristischen Gréssen R, und 8. In einem Punkte im Abstand x vom Anfang
besitzen Spannung und Stromstirke die gleichen Werte, die sie im gleichen Punkte
einer von A aus sich ins unendliche erstreckenden Leftung hdtten.

Wenn aber R’ vom charakteristischen Widerstande R, verschieden ist, miissen, da-
mit man fiir die Rechnung die Tafeln der Hyperbel-Funktionen bequem beniitzen kann,
die zwei Fille R’<_R, und R’ > R, unterschieden werden.

1. Im Falle R’<_ R, wird man setzen:

tgh-d,=ﬁo I

und 7= —"[cosh - ;9){ — sinh » x| =

(30)

( R
oder d, = arctgh - T, |

Die Ausdriicke fiir v und 7 kénnen dann geschrieben werden :

i sin h[f (L — x)—+ d,]
. " sinh - [L+ 4]
(37) - . Vocosh[p(l— x)—+ 4y
"=Ry sinh[FL+ 4]
woraus
v=v,=W
(38) und F—jp = %cotgh [pL 406y, fir x=20
0

sodann:
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sinh - [8 L dy]
Vo  cosh-d

v=wv.=V

und. 7 =.7i - BL-a] fiir x = L.
woraus unmittelbar hervorgeht: i
Ve sinh + dy o 1
[70  sinh - 3Lcosh - §,+cosh - BLsink - 8, sinh 3Lcotgh - 0, 4 cosh - 3L
(39) i cosh « d, o 1
und lTO " Iy cosh-3Lcosh - d,—sinh-GLsinh-3, cosh - 3L-tgh - d sinh- L

Da anderseits :

i _—_——I.E o —BL == ] f" b — i t
Vo b ¢ cosh -+ L+ sinh - GL’ ar R Ro ist,

sieht man, dass (da cotgh - J stets grosser und #g/h - d stets kleiner als 1 ist) fiir den

Fall R" <R,
Vo Vi
(TO)R' < Ro < ( VO )R’ =R,

und i) > i) ist.
Io JR'< Ry o /R"=R,

Wenn wir nun mit @, einen Didmpfungs-Exponenten bézeichnen der demjenigen der
Leitung von der Linge L und den charakteristischen Gréssen R, und j3, iiber einen Wider-
stand R’ < R, geschlossen, dquivalent ist, so wird

L) e (J—BIV
Vo /R'<R,

und (i) = ¢ 9 und wir -erhalten:
fo JR<R,
0, > (8L
4
(40) | und 6, < BL

Es geht daraus hervor, dass eine Leitung mit den charakteristischen Gréssen
Ry und B, oder dem hyperbolischen Winkel 3L, wenn sie iiber einen Widerstand R’,
der kleiner ist als der charakteristische Leitungswiderstand R, geschlossen wird, fir
die Spannungen einen dquivalenten Ddimpfungsfaktor e—0v besitzt der kleiner ist
(stdrker ausgeprigte Dampfung) als der normale ¢ P- der Leitung, wédhrend der dqui-
valente Dimpfungsfaktor «=01 fiir die Stréme grosser ist (schwdcher ausgepriagte Damp-
fung) als der normale ¢—Pl der Leitung.

2. Im Falle R’ > R, kann gesetzt werden:

cotgh + 6y = b l

o (41)
oder d,=arctgh - R(: ] ‘
und durch dhnliche Umrechnungen wie fiir Fall 1 durchgefiihrt, gewinnt man die Verhaltnisse:
V- cosfr + 0, . 1 '
Vo cosh[BL —+ ;]  cosh - fL—tgh - dysinh - L

(42) iL Sfl’lh " (yg . 1

l g 0y sinh[SL + J) ~ sinh - gL cotg h - d"é cosh - L




Ve Année 1914 BULLETIN No. 2 47

und da fg & - J, stets kleiner, und cotg i - J, stets grosser als 1 ist, sieht man, dass

(Bl (G

VO R’ > Rn VO R’ = Ro

und (i) =5 (—IL) ist.
s JR* >R, o JR"=R,

Durch Anwendung des gleichen Verfahrens wie vorhin, d. h. durch setzen von:

!L) et 8_32'4
Vo /R >R,

1
und -k = g 02
‘ 10 R’ > R()

{ 02\' < ﬁL
62,’ > /~?L
d. h. dass eine Lertung mit den charakteristischen Grissen R, und 3, oder dem hyper-
bolischen Winkel BL, wenn sie iiber einen Widerstand R’ der grisser ist als der
charakteristische Lertungs-Widerstand R, geschlossen wird, fiir die Spannungen einen
dquivalenten Ddmpfungsfaktor ¢—0~ besitzt, der grdsser ist (schwécher ausgeprigte
Dimpfung) afs der normale ¢ Pl der Leitung, wéihrend der dquivalente Ddmpfungs-
faktor ¢ 04 fiir die Strome kieiner ist (stirker ausgeprigte Dimpfung) als der normale
¢~ BL der Leitung. _

Alle diese Resultate sind in den Figuren 7 und 8 dargestellt, die sich auf einen
Stromkreis, wie er in Fig. 4 gezeichnet ist, beziehen und dessen Konstanten sind:

r===6,77 2 pro km
g=1:10"° mho pro km

sieht man dass

(43)

Ry =1/L — 26000
L = 500 km
BL=13

Die Spannung am Leitungsanfang ist stets als konstant vorausgesetzt und betragt
fiir alle Fille 100 Volt.

Die fiinf Kurven stellen folgende Fille dar:

Kurve (1), unendlich lange Leitung: vo=100V; v, =27,3V; 7, — 0,0386 A
i =0,0104 A
» (2), Leitung von 500 km Linge, R’ = o0; v, = 100V; v, = 50,8 V; 7, = 0,0336 A
' . I-L — 0
» (3), Leitung von 500 km Linge, R’ = 0; v,=100V; v, = 0; fo=0,0446 A
' 7. = 0,0227 A

w  (4), Leitung von 500 km Linge,

R '
R = "= 130092; v, =100V; v — 18,4 V; iy = 0,0402 A

i=0,0144 A

» (5), Leitung von '
500 km Linge, R’ — 2R,=52008: v, =100V; v, = 35,4V, i, — 0,0366 A
| i, =— 0,0068 A
» (6), Leitung von - ' '
500 km Linge, R" = R, = 2600%; v,=100V; v, =27,3V; 7, = 0,0386 A
fallt mit Kurve (1) zusammen. , ii=0,0104 A
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Da fiir die Figuren 7 und 8 der gleiche Maasstab verwendet wurde wie fiir die Figuren
S und 6, die sich auf einen mit dem soeben betrachteten identischen Stromkreis, aber mit
der Annahme g == 0, beziehen, ist es ohne weiteres moglich, den Einfluss der Ableitung
auf die Verteilung der Stréme und Spannungen lings der Leitung zu erkennen.

Das soeben behandelte Problem wiirde noch zur Erwihnung von zahlreichen anderen
interessanten Tatsachen und- Bemerkungen Anlass bieten. Wir werden es aber bei den
gemachten bewenden lassen, indem wir auf den eingangs genannten Zweck hinweisen, den
diese Untersuchung der Gleichstrome im Beharrungszustand verfolgen sollte, niamlich,
dem Leser als Vorbereitung fiir das schwieriger zu behandelnde Problem der Wechsel-
stréme im Beharrungszustande zu dienen.

Wechselstrome,

Wir kénnen hier bei der Behandlung der Wechselstrome im Beharrungszustande natiir-
lich nicht auf viele Einzelheiten eingehen. Es wird angesichts des von uns verfolgten
Zweckes geniigen, einige der wichtigsten Grundbegriffe in Erinnerung zu rufen und vor
allem einiges iiber die verschiedenen Darstellungsweisen von sinusférmig verlaufenden
Wechselgrossen zu sagen.

Eine Wechselgrosse, z. B. eine mit der Zeit sinoidal verdnderliche elektromotorlsche
Kraft (E. M. K.) e wird durch die einfache periodische Funktion

— 2%
(44) &= E, siff{et—g) = E]ﬁsm 27ft —n) E]/Zsin(rt*-—a)
dargestellt, 'in welcher E,, die Amplitude von e, E deren Effektivwert, f deren Frequenz,
T deren. Periode, o deren Pulsation (Winkelgeschwindigkeit wenn die Polpaarzahl = 1 ist)

und wt— o ihre Phase bedeuten. Der Winkel =, der positiv oder negativ sein kann, stellt
die Phasen-Verschiebung von e gegen eine andere einfache periodische oder sinoidal wech-
selnde Groésse y =Y, sin(wt) dar, deren Phase als Ausgangspunkt gewihlt wird.
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Eine solche E.M. K. kann geometrisch in der Ebene dargestellt werden, entweder
durch eine Sinuslinie, welche als Abscissenaxe eine unendliche Gerade Ox auf der die Zeit
oder die Winkel of und als Ordinatenaxe eine zu Ox senkrechte Gerade Oy besitzt, zu
welcher parallel die Werte der Funktion e (Fig. 9) abgetragen werden, oder durch einen
Vektor OA von der Linge E oder E,, vom Mittelpunkt O ausgehend und einen Winkel »
mit einer horizontalen geraden Ox bildend, deren Richtung der Phase der Vergleichs-
grosse y entspricht (Fig. 10). Da die meisten zu l6senden Aufgaben die Ermittelung von
Effektivwerten, Phasen oder Phasenverschiebungen bezwecken, wird diese zweite Dar-
stellungsweise (Vektoren, deren Linge den g
Effektivwerten proportional sind) bei weitem e
hiufiger verwendet, entweder unmittelbar l
als Rechnungsart oder fiir die Konstruktion
graphischer Figuren, die mit Hilfe der Tri-
gonometrie die Aufstellung der gesuchten
Beziehungen fiir Gréssenwerte und Phasen
ermoglichen. So wird man z. B. fiir einen
Stromkreisteil mit Widerstand £, und Selbst-
induktion L, die zur Aufrechterhaltung eines

Stromes 7, dessen Effektivwert / ist, also 7 =7 ]/2 sin (wt) zwischen den Punkten A und
B notige Potentialdifferenz Vag bestlmmen kénnen,

Die fiir diesen Stromkreisteil geltende Gleichung ist, unter Voraussetzung dass, ausser
derjenigen der Selbstinduktion, keine andere E. M. K. zwischen A und B wirke und dass
der besagte Stromkreis weder Kapazitit im Nebenschluss noch Ableitung besitze :

. di . dr
VAB=RAB/—( Lag dt_):RABI+ Lag ’dt' .

x

Fig. 9.

o<o

aso .
Fig. 10. Fig. 11.

Die gesuchte Potentialdifferenz ergibt sich nun aus Fig. 11, wo die Linge des Vektors
OC deren Effektivwert darstellt. Sie ist die Resultierende von OB Ris -1, dem Effektiv-
wert von Ras - 7, in Phase mit 7 ((_)_A) und von BC = wlag - /, dem Effektivwert von

Lag —g%, senkrecht zur Richtung von 7 (OA) und voreilend. Die Phasenverschiebung von

e gegen 7 wird durch den Winkel BOC = ¢ den OC = Vs mit OA = [/ bildet gemessen.
Wir ziehen hieraus den Schluss, dass die gesuchte Potentialdifferenz durch die Funktion

(45)
Vas = OC + V/2sin (wt -+ ) = Va2 sin (ot + 9)

OR Yo ys) BC o L
0B’+ BC’ 1/2 sin (m £=t=arg tgag—) = /W,\ ] 2 sin (w t-+ arctg “R‘AB)

gegeben ist.

Diese fiir die Behandlung aller dem soeben gelosten dhnlichen Probleme so bequeme
Methode eignet sich besonders fiir die Bestimmung des Zustandes am Anfang (Ausgangs-
punkt) einer Uebertragungsleitung die .bei gegebener Endspannung V zur Speisung eines
einzelnen oder einer Gruppe von Verbrauchern dienen soll, wobei die aufgenommene



50 . BULLETIN No. 2 V. Jahrgang 1914

Leistung P und der Leistungsfaktor cos ¢ bekannt sind. Es liegt also der Fall eines Strom-
kreises AB vor, gebildet durch eine Leitung vom Widerstand R und der Selbstinduktion L
in Serie mit einem einzelnen oder einer Gruppe von Verbrauchern, deren dquivalenter Wider-

stand R.= Vcosq; und' deren &quivalente Selbstinduktion L, = Vs”;i) ist, womit das
, - . w/.
Problem auf den vorangehenden Fall zuriickgefiihrt ist, so dass
Vap — VAB . 1/2—31'}7 (U] t-'}“ q)’) ist
wobei ~ ,
Vig = ]/(Vcos:p—l—Rl)2 A+ (Vsing+wlLl)?
(46) Vsino+4-wlLl .
und gy = sind.

Vcos<p —+ R/

Eine andere, im englischen und deutschen Sprachgebiet sehr beliebte Darstellungsweise
fiir sinoidale Wechselgrossen besteht in der Verwendung der komplexen Gréssen. Er-
wihnen wir kurz das Wichtigste. Zu diesem Zwecke nehmen wir zwei senkrecht auf-
einander stehende Axen Ox und Oy und setzen fest, dass eine reelle Grésse —-a durch
eine auf Ox vom Mittelpunkt O aus nach rechts oder links abgetragene entsprechehde
Strecke a dargestellt werde.

Welches algebraische Symbol miissen wir nun aber anwenden, um die gleiche Strecke a,
nach oben oder unten auf Oy abgetragen, ausdriicken zu kdnnen? Wir werden zu diesem
Zwecke ein -Symbol wihlen miissen, welches anzeigt, dass die Strecke OA = a um O als
Mittelpunkt um einen rechten Winkel gedreht worden ist, und zwar nach OB, wenn die
Drehung nach links (positiver Drehsinn), und nach OB', wenn die Drehung nach rechts
(negativer Drehsinn) erfolgte. Betrachten wir zunichst den ersten Fall und bezeichnen
wir das gesuchte Symbol mit j, sodass ja der Grosse a, durch Strecke OB dargestellt,
entspreche.

Lassen wir nun die Strecke OB nochmals im positiven Drehsinn um einen rechten
Winkel sich drehen, so wird sie mit OA’ = — a zusammenfallen und es wird OB:
2 =i,

Es muss also j = 1/——1, gleich der Einheit der imagindren Zahlen sein und man
erkennt, dass durch Multiplikation einer Grisse a, dargestellt durch eine Strecke OA auf
Ox, mit dem Werte j = 1/——1 einer Drehung der Strecke OA in die Lage OB ausge-
driickt durch le - a = ja entspricht, wihrend die Multiplikation mit — j— — ]/—1
eine Drehung nach OB’, ausgedriickt durch — 1/ —1.a— — ja, ergibt.

Es ist nunmehr leicht einzusehen, dass

y,ﬁ. """ ¥ eine komplexe Grosse von der Form a -+ /b,
Ja o bestehend aus einer reellen Grosse a (auf Ox als
- Strecke OA abgetragen), und einer ebenfalls
rda/ﬁf e reellen Grosse & (parallel Oy vom Endpunkte
e I . ausnach C abgetragen) eine vom Mittelpunkt O
A o| | A , ausgehende Strecke OC darstellt, deren Projek-
O e T tionen auf die beiden Axen a und b sind. Die
Linge dieser Strecke OC ist r = 1/ a®*—+ b* und
L der Winkel, den OG mit Ox bildet, ist gege-

G ben durch fga— % oder o — arc tg% ;

Fig. 12

Da anderseits (Fig. 12)
a = rcoso ist
konnen . wir schreiben : b =rsinu,
a+jb=rcosa— jrsinea = r(cosu -+ jsina),
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oder weil % =it
EO8 g mro e e
2
wird : g — g%
Sing = ——
2j
(47) a—tjb=r(cosa-tjsina) — rdt — 1/at | b? garcte 5

womit fiir die Strecke OC (Fig. 12) Zquivalente komplexe Ausdriicke gewonnen sind, in
welchen r der Modul und « das Argument der komplexen Grosse a -+ jb sind.

Es konnen demnach die sinoidalen Wech- v
selgrossen auch durch komplexe Zahlen ausge- ‘
driickt werden. Da also eine reelle Grésse A, o
dargestellt durch eine auf Ox abgetragene // et 24
Strecke OA, durch Multiplikation mit der kom- - BT <o
plexen Grdsse & = cos o - j sin o in die 5 - arigine desprases
neue Lage OA1 iibergeht, deren Richtung den - & o %
Winkel a mit Ox bildet, so wird man von dieser | Ny P
Eigenschaft die folgenden Anwendungen machen Steom-bmsina B //‘~ o
konnen. e,

1. Man wird eine Wechselgrdsse, z. B. s
eine sinoidale E.M.K. e = E, sin (ot — @) Fig. 13.

von der Amplitude E, und der Pulsation », deren Momentanwerte durch die entsprechen-
den Projektionen eines mit der konstanten. sekundlichen Winkelgeschwindigkeit o oder
der sekundlichen Umdrehungszahl f (Fig. 13) um den Mittelpunkt O rotierenden Vektors
OB = E, auf eine feste Axe gegeben sind, durch den komplexen Ausdruck
(48) E — E.[cos(wt — o)+ jsin (ot — a)] = E,d®@t—®
darstellen konnen.

2. Wenn es sich, wie dies meistens der Fall ist, darum handelt Effektivwerte, Phasen
oder Phasendifferenzen von Wechselgréssen zu bestimmen, wird die gleiche E. M. K.
e=F ]/5 sin (o t — o) vom Effektivwert E und mit Phasenverschiebung a, also Vektor OC,
Fig. 13, auch durch den komplexen Ausdruck ‘
(49) E — Flcosu — jsina] = Ee 1%
gegeben sein, worin «, wie auch im Fall 1, als algebraischer Wert (a < 0 fiir OC, « > 0
fiir OB, Fig. 13) aufzufassen ist.

Stellen wir uns nun als Aufgabe den Effektivwert und die Phase des Stromes zu
bestimmen, der in einem lokalisierten Stromkreis (d. h. einem solchen mit konzentrierten
Konstanten) mit effektivem Widerstand R, Selbstinduktion L und Kapazitit C (frei von
abgezweigten Kapazitidten und von Ableitung) in Serieschaltung, durch die sinoidale E. M. K.

e=E ]/2 sin(wt — a) erzeugt wird. Zur Losung dieser Aufgabe brauchen wir nur den
komplexen Ausdruck fiir £, d. h.

E— gyzéw—

durch den komplexen Ausdruck der Impedanz dieses Stromkreises, der eine VektorfGrosse

ist, also durch
il et s
wl — } ]/RZ mL__) arc tg ch

zu dividieren und erhalten den gesuchten komplexen Ausdruck fiir den Strom 7.
Er ist:

(50) I — E Ef[cos (0t — o)+ jsin(ot— a)] _ 51/2 j(@t— @)
! wlL—
R+/ IVU)L —— u)(:] ]/R‘ wl — _) gjarctg
= M~~’L)

Ty
S o — 2 dwt—e—9

Z — R+/
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Hieraus erhalten wir 7

E =
i= ~ ]/251';1 (mt —o—¢@)= 11/2 sin{Wt — o — )

sowie
E E
== e —
Z 1 \2
i 1)
mC
(a1) ] .
nl —
und tgp— - wc
R

Wir wiren offenbar zum gleichen Resultat gelangt, wenn wir den oben unter 2. auf-
gefiihrten vereinfachten Ausdruck als Ausgangspunkt gewihlt hitten.

Die Darstellungsweise durch komplexe Grossen bietet also den Vorteii, dass fiir
die Ldsung aller sich auf sinoidale Wechselstréme beziehenden Probleme von den
Gesetzen fiir den Gleichstrom ausgegangen werden kann, z. B. vom Ohm’schen Gesetze

E
/ :Z aus, in welchem /, £ und Z die komplexen Ausdriicke fir i, e und fir die

Impedanz des Stromhkreises sind. Es konnen also alle Wechselstromprobleme mit Hilfe
der Rechnungsmethoden fiir die komplexen Grdssen behandelt werden. Dabei ist aber
immerhin zu beachten, dass der reelle Teil des Produktes £/ nicht etwa die reelle Lers-
tung des Stromkreises darstellt, sondern dass der reefle Teil des Produktes sie erst er-
gibt, wenn im Ausdruck fiir £ oder / das j durch — ; ersetzt wird.

Ferner ist noch zu erwihnen, dass
I % 2@y
sich auch schreiben ldsst:
= =iy ez 1 .
f = 51/2;.1(wt~'1) Lz,f 7.51/2&”«):_4 7 [cosg& —j'sin(pj.
(52) - E-A |

woraus wir

(93) A Z-'cosy — jsing]- e _ g —JS

.S .
L — iy

erhalten. Die komplexe Grosse A heisst komplexe Admittanz des Stromkreises mit kon-
zentrierten Konstanten, sein Modul ist gleich dem reziproken Werte des Moduls der Impe-

danz Z und sein Argument hat das entgegengesetzte Vorzeichen desjenigen von Z.

1
wl — —
Anderseits heissen G gz Konduktanz und S - ——-Z—z—m—c— Suszeptanz des be-
trachteten lokalisiertenn Stromkreises. ,
Im weitern Verlauf dieses Aufsatzes werden wir uns je nach besserer Eignung, der
einen oder andern Darstellungsweise bedienen.
(Fortsetzung folgt.)
am - -
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