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Ein Harmonieprinzip in der Pflanzenwelt

Hannes Ernst

Es gibt verschiedene Gebiete, welche sowohl
im Biologie- als auch im Mathematikunterricht
beleuchtet werden kdnnen. Ein fir Schiler wie
Lehrer Uberraschend reizvolles Kapitel, das
diese beiden Disziplinen vereint, soll hier vor-
gestellt werden. Es geht dabei um eine Zahlen-
folge, auf die man beim Zahlen von Pflanzen-
teilen stdsst, um wohlgeordnete BlUtenspiralen
und Schuppenreihen, um ein Modell der Kanin-
chenvermehrung und um das harmonische
Verhaltnis des Goldenen Schnittes.

1. Einfiihrende Beispiele

Betrachten Sie einmal den Blitenkorb eines
Ganseblimchens von unten. Zahlen Sie die
grinen Hillblattchen. Haben Sie auch 13 er-
halten? Tatsachlich variiert die Anzahl zwi-
schen 12 und 16. Bei drei Vierteln aller Ganse-
blimchen (Bellis perennis) zahlt man jedoch
13 Hullblattchen.

Beim Zahlen von Pflanzenteilen erhalt man oft
artspezifische Konstanten. Beispielsweise ist
die haufigste Blutenzahl 5, wie etwa bei der
Akeleiin Abbildung 1. Auch 3 und 4 sind belieb-
te Blitenzahlen.

Abb. 1 Akeleiblite (Diagramm)
Insbesondere die Korbblitler (Blitenzahl 5) la-
den uns zum Entdecken weiterer Konstanten
ein. Zahlen Sie etwa — je nach Saison —die (in-
neren) Hullblatter von Huflattich (21), Léwen-
zahn (Taraxacum officinale: 34, 21 oder 13),
Kreuzkraut (Senecio vulgaris: 21), Cineraria
(21 oder 13), Wiesen-Pippau (Crepis biennis:
13), Rainkohl (Lapsana communis: 8), Wiesen-
Bocksbart (Tragopogon pratensis: 8), Weg-

warte (8) oder Schwarzwurzel (Scorzonera hi-
spanica: 8 oder 5).

Die Zahl der Zungenbliten ist selten konstant.
Nicht so beider Cinerariain Abbildung 2, wo wir
immer 13 zahlen.

Abb.2 Cineraria (Senecio crudentia)

Abb. 3 Spiralarme

Verweilen wir noch etwas bei Abbildung 2. Er-
kennen Sie die wohlstrukturierte Anordnung
der kleinen Rdhrenbluten? Diese sind langs
Spiralbogen aufgereiht. Markieren Sie mit ei-
nem Bleistift den Weg eines solchen Bogens
von innen nach aussen. Die Anzahl der Spiral-
arme ist eine artspezifische Konstante. Hier
lassen sich 13 verschiedene linkslaufige Bo-
gen zahlen (Abbildung 3). Versuchen Sie auch
die 21 weniger stark gekrimmten, rechtslaufi-
gen Bogen auszumachen.
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Abb. 4 Margerite
(Chrysanthemum leucanthemum)

2

Abb. 5 Silberdistel (Carlina acaulis)

Je grésser der Blitenkorb, desto augenfalliger
ist auch die Strukturierung seiner Rohrenblu-
ten, die immer in Schnittpunkten von Spiralar-
men sitzen. Bei der Margerite und der Silberdi-
stelin den Abbildungen 4 und 5 findet sich eine
21x34-Anordnung. Weitere Beispiele: Ringel-
blume, Gerbera (je 21 x34), Golddistel (Carlina
vulgaris), Rainfarn, Gansebliumchen, Dahlia
(alle 13x21). Um die Anordnung der Léwen-

zahnbluiten zu erkennen, pustet man einfach
die Samenfallschirmchen vom reifen Fruchtbo-
den weg. Dann ist anhand der Blitenansatz-
stellen eine 13x21-Struktur ersichtlich. In rei-
fen Sonnenblumen sitzen die Kerne jeweils auf
34, 55 oder sogar 89 verschiedenen Spiralar-
men.

2. Die Fibonacci-Zahlen

Leonardo von Pisa, auch Fibonacci genannt,
verdffentlichte 1202 mit dem «liber abaci» die
erste kaufméannische Arithmetik. Diesem Buch
entnehmen wir auch das folgende amisante
Problem:

Ein Kaninchenpaar wirft jeden Monat ein jun-
ges Paar, und die Nachkommen verfahren
ebenso, wobei die Weibchen zwei Monate
nach ihrer eigenen Geburt zum ersten Mal ge-
bédren. Wieviele Kaninchenpaare leben nach
einem Jahr, wenn zu Beginn der Zdhlung ge-
nau ein Eiternpaar ausgesetzt wird?

Der Stammbaum in Abbildung 6 zeigt die Ent-
wicklung in diesem mathematischen Modell
auf. Es ist zu beachten, dass die Elternpaare
immer wieder aufgefiihrt werden und keine To-
desfalle eintreten.

nach n Manaten Anzahl der Pasre

n=0 1
1 2
3 3
3 5
& 8
5 13

—-0 Geburt eines Jungpaares

Abb. 6 Kaninchenvermehrung

Rechnen Sie nun selber aus, wieviele Paare
nach einem Jahr das Versuchsgelande beval-
kern werden.

Die Glieder dieser nach Fibonacci benannten
Zahlenfolge heissen also:

1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, ...

Die Gesetzmassigkeit ist sofort ersichtlich: Je-
des Glied erhélt man aus der Summe der bei-
den vorangehenden. Oder mathematisch:
Fi=1,F,=1F,=F,_,+F.»>.

Es handelt sich genau um die Zahlen, auf wel-
che wir im ersten Abschnitt gestossen sind.
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Noch heute sind die Fibonacci-Zahlen Gegen-
stand mathematischer Forschung. lhre Ergeb-
nisse werden laufend in der Zeitschrift «The Fi-
bonacci Quarterly» veroffentlicht.

3. Blattanordnungen

Nicht nur in Korbblitengewéachsen treten die
Fibonacci-Zahlen in Erscheinung. Betrachten
Sie die regelméassige Anordnung der Schup-
pen eines Tannzapfens. Bestimmt erkennen
Sie deren Aufreihung langs Schraubenlinien.
Die rechtsdrehenden steigen steiler an als die
linksdrehenden (Abbildung 7). Fahren Sie mit
einem Bleistift je einer solchen Schraubenlinie
entlang. Sie werden wahrscheinlich ein flach
ansteigendes funfgangiges und ein steiler an-
steigendes achtgangiges Gewinde erkennen.
Es lassen sich aber auch 13 verschiedene,
ganz steil nach links ansteigende Schraubenli-
nien sehen.

Abb. 7 Tannzapfen

Fast alle Nadelholzzapfen weisen solche
Schuppengewinde mit aufeinanderfolgenden
Fibonacci-Zahlen auf, wobei gelegentlich auch
abweichende Zahlen auftreten. Eine Untersu-
chung an 505 Fichtenzapfen ergab folgende

Verteilung (siehe Thompson):
Schraubenlinien l 5x8 ! 4x7 ! 4x6 ’

Prozentualer Anteil | 92 ’ 6 | 4 |

Die Schuppen der Ananas zeigen eine 8 x13-
Anordnung. Schauen Sie sich auch die Hull-
blattchen einer Kornblume an. Und bevor Sie
das nachste Mal eine Artischocke verspeisen,
betrachten Sie doch deren regelméassige Blatt-
anordnung (beide 5x8).

Die Phyllotaxis — was Blattanordnung bedeutet
— war das erste Gebiet der Botanik, wo man auf
Fibonacci-Zahlen stiess. Seitentriebe und
Laubblatter entspriessen dem Ast so, dass ihr
Gewicht gleichmassig verteiltist und moglichst
alle Blatter besonnt werden. Haufig ist die

Blattanordnung quirlstandig (wie beim Wald-
meister) oder kreuzweise gegenstandig (Ho-
lunder, Lippenblitler). Uns interessieren hier
Pflanzen, deren Blatter einzeln am Ast oder
Stengel sitzen. Sie sind meistens so angeord-
net, dass die Winkel zwischen je zwei benach-
barten Blattern konstant bleiben.

Die einfachste Situation findet sich bei derLin-
de. Ihre Blatter sind zweizeilig angeordnet (Ab-
bildung 8). Stellt man sich vor, dass die Blatter
langs des Stengels eine Schraubenlinie be-
schreiben, so betragt der Drehwinkel von ei-
nem Blatt zum nachsten 180 Grad.

AN
AN

Abb.8 Zweizeilige Blattanordnung

N \

Auch die Blattspitzen eines Eichenzweiges
(Abbildung 9) schrauben sich nach oben. Stellt
man den Zweig senkrecht vor sich hin, steht
nach jeweils zwei ganzen Linksschraubungen
das 6. Blatt genau Uber dem ersten, das 7. ge-
nau Uberdem zweitenund das 11. Blatt wieder-
um genau Uber dem sechsten. Immer 5 gleiche
Zwischenwinkel ergeben zusammen 2 volle
Umdrehungen. Der Drehwinkel zwischen je
zwei benachbarten Blattern betragt somit 25
von 360 Grad, also 144 Grad (Abbildung 10).

Abb.9 Eichenzweig
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246°

Abb. 10

Schema, von oben gesehen.
Kleiner Drehwinkel 144°,
grosser Drehwinkel 216°.

Andert man die Drehrichtung, beschreiben die
6 Eichenblatter 3 volle Rechtsdrehungen. Ein
einzelner Zwischenwinkel betragt dann 3s ei-
ner ganzen Umdrehung, namlich 216 Grad. 3s
ist aber das Verhaltnis der beiden aufeinander-
folgenden Fibonacci-Zahlen 3 und 5!

Weitere Untersuchungen ergeben folgende
Verhaltniszahlen (Al Undennser) .

2 (Linde, Ulme, Hasel, Hagebuche); 24
(Schwarz- und Weiss-Erle); 35 (Eiche, Kirsch-
baum); 5s (Birnbaum, Espe, Raps, gewdhnli-
che Schafgarbe, Stechpalme); 813 (Schwarz-
dorn, Weiden); 1321 (Hundsrose).

Bei der Schwarz-Pappel variiert das Verhaltnis
von Baum zu Baum. Einmal betrégt es 3s oder
58, dann auch &z oder ''/1s. Beiderkleinblltigen
Kdnigskerze (Verbascum thapsus) beobachtet
man die Verhéaltnisse 813 und 321. Der grossere
Drehwinkel liegtdort also zwischen 221,5 Grad
und 222,9 Grad.

Nicht immer stammen die auftretenden Zahlen
aus der Fibonacci-Folge. Neben 11 :18 kommt
zum Beispiel auch das Verhaltnis 14 :23 vor.
Fibonacci-Phyllotaxis ist also kein allgemein-
gultiges Gesetz, sondern vielmehr ein «vor-
herrschendes, bezauberndes Bestreben» der
Natur (H. S. M. Coxeter).

4. Der Goldene Schnitt

Auf der Suche nach harmonischen Proportio-
nen stiessen schon die Griechen auf das Ver-
haltnis der stetigen Teilung. Wahrscheinlich
wurde dieses Streckenverhaltnis von den Py-
thagoreern bei Studien Uber das Pentagramm
(regelméssiges Sternflinfeck) entdeckt. Das
alteste mathematische Werk, worin die stetige
Teilung als Lehrsatz mit Beweis auftritt, sind
die «Elemente» von Euklid, um 300 Jahre
v. Chr.

Zur Definition: eine Strecke wird stetig geteilt,
wenn sich die Gesamtstrecke zur grésseren
Teilstrecke gleich verhalt wie diese zur kleine-
ren Teilstrecke.

| a v b |

| (a+b):a N ab |

Durch eine einfache Rechnung (siehe Anhang)
erhalten wir fir a : b anndhernd das Verhéaltnis
1,618 : 1. Wir werden uns im folgenden auf das
Umkehrverhaltnis

b:a=0,618:1

stitzen. Teilen wir also eine Strecke von 10
Metern stetig, messen die Teilstrecken ziem-
lich genau 6,18 Meter bzw. 3,82 Meter. Seit
dem 19. Jahrhundert wird dieses Verhaltnis
«Goldener Schnitt» genannt.

« 10

v

v

+— 6,18 > 3,82

Die Kunstler der griechischen Antike arbeite-
ten wohl als erste mit diesem Verhaltnis. Zum
Beispiel wurde die asthetisch wirksame Pro-
portion beim Bau des Parthenon angewendet.
Abbildung 11 zeigt die bekannte Statue «Apo-
xyomenos» (der Schaber). Es handelt sich um
eine romische Marmorkopie des Bronze-Origi-
nals von Lysipp um 320 v. Chr. Die markierten
Koérperabschnitte stehen zueinander im Ver-
héltnis des Goldenen Schnittes.

P
& LTy
v

SRS E

Abb. 11

Apoxyomenaos (Lysipp)
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In der Renaissance wurde die stetige Teilung
neu entdeckt. Luca Pacioli widmete ihr 1509
ein mit «De divina proportione» betiteltes
Buch, welches er mit Zeichnungen seines
Freundes Leonardo da Vinci illustrierte. Seit
der Renaissance wurde der Goldene Schnitt
als Gestaltungsprinzip immer wieder ange-
wendet.

Auch heute noch empfinden wir dieses Strek-
kenverhaltnis als harmonisch. Versuchen Sie
einmal ein wohlproportioniertes Rechteck zu
skizzieren. Hat Ihre Zeichnung die Form eines
goldenen Rechtecks? Messen und berechnen
Sie auch die Seitenverhaltnisse einer Ziind-
holzschachtel oder einer Musik-Kassette!
Verschiedene Autoren versuchen die stetige
Teilung im Bau von Pflanzen nachzuweisen.
So sollen zum Beispiel die einzelnen Abschnit-
te der Fiederblatter von Farnen und Dolden-
blUtlern zueinander im Verhaltnis des Golde-
nen Schnittes stehen. Lange und Breite eines
Stiel-Eichenblattes sollen ein goldenes Recht-
eck bilden (Abbildung 12).

Abb. 12
Goldenes Rechteck

In der Geometrie finden wir den Goldenen
Schnitt als Verhaltnis von Seite s und Diagona-
le d eines regelméassigen Flunfecks (Abbildung
13). Auch im Pentagramm teilen sich die Strek-
ken stetig. Der Figur des Drudenfusses wurde
Jahrtausende lang geheimnisvolle Bedeutung
zugemessen.

SN

Abb. 13

Pentagramm, Drudenfuss

5. Die Synthese

Zwischen der Gesetzméssigkeitder Fibonacci-
Zahlen und dem harmonischen Verhaltnis des
Goldenen Schnittes besteht eine enge Verbin-

dung. Abbildung 14 stellt den Zusammenhang
bildlich dar. Einerseits sitzen die R6hrenbliten
dieser Schnittblume auf 21 bzw. 34 Spiralar-
men, andrerseits formen die sich d6ffnenden
Blaten kleine Pentagramme.

Abb. 14 Chrysanthemum carinatum,
dreifarbige Margerite

-

Rund 400 Jahre nach Leonardo von Pisa be-
schrieb Johannes Kepler den mathematischen
Zusammenhang. Berechnet man die Verhalt-
nisse aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen,
nahern sich die Quotienten immer besser ei-
nem Grenzwert.

1 2 = 05

2 3 = 0,66666...

3 : 5 = 06

5 : 8 = 0,625

8 : 13 = 0,61538...
13 : 21 = 0,61904...

21 34 = 0,61764...
34 55 0,61818...
987 : 1597 = 0,61803381...
UsSw.
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Man kann beweisen, dass tatséchlich ein
Grenzwert existiert, namlich genau

l-‘}’—' = 0,6180339887..., die Zahl des Golde-
nen Schnittes.

Als ganzzahlige Naherung fur das Verhaltnis
der stetigen Teilung eignet sich also schon
13 : 21 sehr gut.

| 21 , 18 |
| 34 |

Bereits die Kunstler der Antike benutzten Fibo-
nacci-Zahlen und ihre Vielfache zur prakti-
schen Umsetzung der stetigen Teilung. Diesel-
ben Zahlen verwendete auch Vergil bei der
Strukturierung der «Aeneis».

In der Botanik finden wir den Goldenen Schnitt
etwa auf dem Boden einer Silberdistel als
(21 : 34)-Verhaltnis der Spiralbogen. Da auch
die in der Phyllotaxis beobachteten weiteren
Verhéltnisse (11 : 18)und (14 : 23) inder Nahe
von 0,618 liegen, kdnnen wir folgern:

Zwei benachbarte, wechselsténdige Laub-
blétter sind so angeordnet, dass ihr Zwischen-
winkel eine volle Umdrehung von 360 Grad an-
ndhernd stetig teilt (ca. 137,5° : 222,5° ).

Die in der Pflanzenwelt Gberraschend héaufig
auftretenden Fibonacci-Zahlen reihen sich so
ins umfassendere Harmonieprinzip des Golde-
nen Schnittes ein.
Fibonacci-Zahlen-Harmonien findet man auch
in anderen Wissensgebieten. Als Beispiele
mochte ich zwei Zahlenspielereien aus der
Astronomie und der Musik erwahnen. Wie
schon Kepler wusste, dreht sich die Venus in
ziemlich genau 8 Erdenjahren 13mal um die
Sonne, wahrend in der gleichen Zeit 5 synodi-
sche Venus-Laufe stattfinden. In der Musik
schliesslich bildet das Schwingungsverhaltnis
3:5:8den Dur-Dreiklangg-e - c.

Anhang

Anwendung im Unterricht

Das prazise Beobachten ist im Biologieunter-
richt auf jeder Stufe immer wieder wichtig. Man
kann die Schiler der Unterstufe bei der Beob-
achtung von Korbblutlern und Nadelholz-
zapfen die Fibonacci-Zahlen entdecken las-

sen. Fordern Sie lhre Schiler etwa auf, 100
oder mehr Tannzapfen zu sammeln und die ge-
naue Anzahl der Schraubenlinien festzustel-
len. Oder lassen Sie die inneren Hillblatter von
100 gebdffneten Lowenzahnbliten auszahlen.
Auf der Mittelstufe kdnnen bei der Bestimmung
einheimischer Baume und Straucher anhand
ihrer Winterknospen Drehwinkel errechnet und
Gesetzmassigkeiten erkannt werden. Auf der
Oberstufe lasst sich das Kaninchenvermeh-
rungsmodell des Leonardo von Pisa mit der
wirklichen Populationsdynamik von Wildkanin-
chen vergleichen.

Im Mathematikunterricht der Oberstufe kann
bei der Behandlung quadratischer Gleichun-
gen die stetige Teilung mit dem regelméassigen
Filnfeck sowie mit Gegenstanden aus dem All-
tag, der Kunst und der Natur verbunden wer-
den. Die Schiiler werden dabei durch Versuche
und Messungen den Goldenen Schnitt selber
aufspuren. Es soll auch nach ganzzahligen Na-
herungen fur dieses irrationale Verhaltnis ge-
fragt werden. Als Einfihrung ins Gebiet der
Zahlenfolgen eignen sich die Fibonacci-Zahlen
besonders gut. Die Schiiler kdnnen sie anhand
von mitgebrachtem Pflanzenmaterial zahlend
entdecken und ihre Gesetzméassigkeit erfas-
sen. Die logarithmischen Spiralen bei Korb-
blitlern bieten sich bei der Behandlung expo-
nentiellen Wachstums an.

Reizvoller als jede fachbeschriankte Behand-
lung ist sicher die Schilderung der oben aufge-
zeigten Zusammenhange in einem Themen-
block, worin alle biologischen, kunstgeschicht-
lichen und mathematischen Aspekte zur Spra-
che kommen kénnen.

Mathematische Ergianzungen

Zur Berechnung der Verhdltniszahl der steti-
gen Teilung:

Mit x = -5~ ergibt sich aus der Definition
(a+b):a=a:b

1+L=x

und somit die quadratische Gleichung
x2-x-1=0.

Die positive Lésung und der entsprechende
Kehrwert lauten:

X = 15+1 1 _ 52-1 .

2 L]
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Scharen logarithmischer Spiralen: Auf dem
Fruchtboden der KorbblUtler sind zwei Scharen
gegeneinanderlaufender logarithmischer Spi-
ralen zu erkennen. Allerdings handelt es sichin
Wirklichkeit selten um mathematisch exakte,
ebene Spiralen. In allen Schnittpunkten bilden
die Kurven gleiche Winkel miteinander, aufden
Schnittpunkten sitzen die Rdhrenbliten. Be-
stehen nun die beiden regelméassigen, gegen-
laufigen Kurvenscharen aus m bzw. n verschie-
denen Spiralen, so kann man durch die Schnitt-
punkte auch eine (m+n)-teilige sowie eine
(m-n)-teilige Spiralenschar zeichnen. Sehen
Sie zum Beispiel in Abbildung 4 (Margerite)
ausserden 21 rechtsldufigen und den 34 links-
laufigen auch die 55 schwach gekrimmten,
rechtslaufigen Spiralbogen?

Abb. 15

(13x21) — Anordnung der Rohrenbliten

In Abbildung 15 sind 21 rechtslaufige und 13
linkslaufige Spiralarme gezeichnet. Dieselben
Schnittpunkte lassen sich auch, wie in Abbil-
dung 16, durch 34 fast gestreckte oder durch 8
rechtslaufige Spiralarme verbinden.

Die erzeugende Spirale: Sind m und n teiler-
fremd, kdnnen die Rohrenbliten auf den
Schnittpunkten zweier m- und n-teiliger, ge-
genlaufiger, regelméassiger Spiralenscharen
auch langs einer einzigen logarithmischen Spi-
rale aufgereiht werden. In Abbildung 17 ist der
Verlauf dieser erzeugenden Spirale durch fort-
laufende Numerierung angedeutet.

Abb. 16 8 oder 34 Spiralarme verbinden
dieselben Schnittpunkte

Abb. 17 Fortlaufende Numerierung
der Réhrenbliten

Es ist denkbar, dass die einzelnen Rdhrenblii-
ten, eine nach der anderen, entlang dieser er-
zeugenden Spirale entstehen. Dabei misste
der Fruchtboden vom Zentrum aus exponen-
tiellnach aussen wachsen, und der Drehwinkel
zwischen je zwei nacheinander entstehenden
Rohrenbliten misste konstant bleiben. In Ab-
bildung 17 ware demnach die 64. die alteste,
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die 63. die zweitalteste und die 62. die drittélte-
ste Einzelbllte. Es lage dann eine zur Phyllota-
xis analoge Situation vor, nur sind dort die ein-
zelnen Laubblatter viel weniger dicht angeord-
net (vgl. mit Abbildung 10). Auch die Schuppen
eines Tannzapfens oder einer Ananas lassen
sich langs einer einzigen, erzeugenden
Schraubenlinie aufreihen und zeigen ebenfalls
dieselbe Analogie zur Anordnung der Blatter
eines Eichenzweiges.
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