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Dreieckskonstruktionen in ganzheitlicher Schau

Albert Urscheler

Bestimmungsstlicke, Bestimmungssatze,
Kongruenz, Kongruenzsatze

Ziel des Unterrichts

Eindeutiges Verstandnis von wichtigen Be-
griffen; genaue, sinnvolle Konstruktionen;
Erziehung zum kreativen Arbeiten.
Vorkenntnisse: Grundstruktur des Dreiecks.
Schieben, Drehen, Wenden von allgemei-
nen Figuren. Geradenspiegelung. Streifen-
theorie: ebene geometrische Figuren sind
Schnittmengen von Streifen.

Aufgaben

@ Zeichne ein Dreieck.

@ Zeichne das Dreieck.

Der bei diesen beiden Aufgaben im Schiiler

entstandene Konflikt wird im Unterrichtsge-

sprach etwa anhand der nachfolgenden Fra-

gen gelost:

1. Worin besteht der Unterschied der beiden
Fragen?

2. Was ist notwendig, um die 2. Aufgabe ein-
wandfrei zu 16sen?

3. Was bedeutet also, ein bestimmtes Drei-
eck zeichnen?

Dem Schiler werden somit die Bedeutung

und der Sinn des Argumentes klar.

Es werden dem Schiiler 5 weitere Aufgaben

gestellt:

Konstruiere je das Dreieck:

®Geg. a=5cm ®Geg. ¢ =6cm
b=6cm < a = 30°
c=4cm << p = 45°

@Geg. a=2cm ®Geg.<La =30°
b=2cm <L B = 60°
c=6¢cm <y = 90°

®Geg. a=5cm
b=4cm

<Ly = 30°

Im Unterrichtsgesprach werden die 5 Auf-
gaben analysiert.

Resultat:

Aufgaben @, ® und ® ergeben eindeutige
Konstruktionen. Aufgabe ® ergibt keine be-
stimmte Konstruktion. Die Aufgabe kommt
erst spater in der Ahnlichkeitslehre zur Gel-
tung.

Die Aufgabe @ muss mit Aufgabe @© ver-
glichen werden. Die Schiler werden mit
Leichtigkeit herausfinden, dass bei der Drei-
eckskonstruktion die Summe von 2 Seiten
grosser sein muss als die dritte (gultig fir
alle 3 Seiten!).

Im Unterrichtsgesprach nennen die Schiiler
alle Sticke, die im Dreieck vorkommen:
Resultat: 3 <¢, 3 Seiten, 3 Héhen, 3 Winkel-
halbierende, 3 Schwerlinien, 3 Mittelsenk-
rechte.

Die Schuler entdecken, dass nicht alle ge-
nannten Sticke als Bestimmungsstiicke
(oder Konstruktionsstiicke) gelten kdénnen.
Wir eliminieren daher die 3 Winkelhalbie-
renden, die 3 Mittelsenkrechten und die 3
Schwerlinien. (Der Schuler weiss selbstver-
standlich warum!) Mit den restlichen Stiik-
ken bilden wir die Menge der Bestimmungs-
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stlicke des Dreiecks, wobei wir aber vorerst
noch der Einfachheit halber auch von den
Hoéhen absehen.

MBes\‘immungsstcke — {a, b, c, a, 61 'Y}

In den einleitenden Aufgaben haben die
Schiiler erkannt, dass es immer 3 Stiicke
braucht, um ein bestimmtes Dreieck zu
konstruieren.

Folglich mussen wir mit den Elementen der
Menge alle Dreierkombinationen bilden. Der
Schiiler braucht dafir keine grossen Kennt-
nisse aus der Kombinatorik. Der Lehrer
zeigt, wie man 2 oder 3 Dreierkombinatio-
nen bildet. Alle restlichen suchen die Schii-
ler allein. Dreierkombinationen sind:

a,b,c b, c, B a,aqf b, B, v
a.b,a b,c,v a,p,y c, 0,
a,b,p a c o a,ay c,ap
ab,v a,cpb b, a, B c B,y
b, ¢, a ac,vy b, a, y o, B,y

Die Schiler zahlen und vergleichen ihre
Dreierkombinationen.

Wieviele sind moglich?

Die Schiler verifizieren nun alle 20 Kombi-
nationen durch Konstruktionen.

Analyse:

Welche Kombinationen ergeben eine ein-
deutige Dreieckskonstruktion?

Welche Dreierkombinationen mussen aus-
geschieden werden, welche missen unter-
sucht werden?

Resultat:
® a,b,c fiihrt zum Bestimmungssatz
SSS (S1+ S > 3. Seite)

@ a,b,o Die Schiiler stossen beim Kon-
a, b, struieren auf Schwierigkeiten.
a,c,a Sie finden jedoch in Gruppen-
a,c,y arbeit recht bald, dass alle 6
b,c,pf Falle zu einer eindeutigen Kon-
b,c,y struktion fihren, wenn jeweils

der gegebene <L der grdsseren
Seite gegenuberliegt.

Jede fuhrt zum Bestimmungssatz SsW.

® ab,y

ac,p
b, c,a

fuhrt zum Bestimmungssatz SWS

@ c,ap

fuhrt zum Bestimmungssatz WSW

b, a, v
a, B,y
® o,B,y muss ausgeschaltet werden.
(Wurde schon in den Einflh-
rungsaufgaben behandelt!)
® c,a,y Diese Kombinationen gehdren
c,B,y zu WSW, ergeben aber nur un-
a,a ff ter gewissen Umstdnden eine
a,a,y eindeutige Konstruktion.
b,a, p (Wann, weiss der Schiler!)
b,B, v

Wir untersuchen die Sonderfélle des
Dreiecks

Vorbemerkung:

Der Schiiler muss angehalten werden, dass
er das Dreieck in einem Streifen konstruiert.

® Das gleichschenklige Dreieck:

Menge der Bestimmungsstiicke={a, ¢, «, v}
Wir bilden Zweierkombinationen. Warum?
Wieviele sind mdglich? Verifikation durch
Konstruktion!

Welche Kombinationen missen ausgeschie-
den werden?

@ Das rechtwinklige Dreieck:

Menge der Bestimmungsstiicke

={a,b, c, q, p}

Man geht genau gleich vor wie bei @.

® Das gleichseitige Dreieck:

Menge der Bestimmungssticke={s, a}
Wir bilden Einerkombinationen! Warum?
Wieviele gibt es? Welche gelten? Verifizie-
ren!

Nun schliessen wir in der Menge der Be-
stimmungssticke auch die H6hen ein:

® Das allgemeine Dreieck:

Menge der Bestimmungsstlcke

={a,b, ¢, «, B, v, ha, hp, hc}

Wir bilden alle Dreierkombinationen.

Wir verfahren genau gleich wie im 1. Kapi-
tel. Es ist jedoch nicht notwendig, dass wir
alle Kombinationen verifizieren, einige ge-
nugen, besonders diejenigen mit Hohen!

@ Das gleichschenklige Dreieck:

Menge der Bestimmungsstiicke

={a, c, a, v, hg, h}

Wir bilden alle Zweierkombinationen! Wei-
teres Verfahren wie oben.



® Das rechtwinklige Dreieck:

Menge der Bestimmungssticke

={a, b, c, q, B, he}

Warum nur h.?

Merke: Jedes Element darf in der Menge
nur einmal aufgefihrt werden!

Gleiches Verfahren wie bei @.

® Das gleichseitige Dreieck:
Menge der Bestimmungssticke = {s, o, hs}
Einerkombinationen usw.

In einer weiteren Untersuchung kdnnte man
auch die Schwerlinien in die Menge der Be-
stimmungstiicke einschliessen. Dieser Fall
ist aber nur interessant fur das gleich-
schenklige und gleichseitige Dreieck.
Merke: Alle Untersuchungen werden dem
Schiiler klar zeigen, dass nur 4 Bestim-
mungsséatze existieren und allgemeine Gul-
tigkeit haben.

Kongruenz — Kongruenzséatze — Kongruenz-
beweise

Das vorangehende und das hier folgende
Kapitel sind logisch eng verbunden.

Wenn wir 2 oder mehrere Dreiecke aufein-
anderlegen, und wenn sich diese Dreiecke
genau Uuberdecken, sagen wir, sie seien
kongruent (=deckungsgleich). Wir gehen
von Aufgaben aus und stellen dann die Kon-
gruenzsatze zusammen.

Aufgabe A:
Geg. 2 Dreiecke a, b, c

(z. B. Urbild und Spiegelbild)
Behauptung: /A ABC >~ /A ABC’

Vereinsmitteilungen

Vernehmlassung des Prdsidiums des Zentralvor-
standes KLVS zum Mathematikunterricht

Der Mathematik-Ausschuss der Pé&dagogischen
Kommission der EDK hat in einem Fragebogen
die Vorstellungen iiber die Koordination des Ma-
thematik-Unterrichtes in der obligatorischen
Schulzeit abklaren wollen.

Nachdem in manchen Kantonen schon zum Teil
sehr intensive Reformaktivititen im Bereich des
Mathematik-Unterrichtes bestehen, laufen auch

Beweis:
® Beweis aus der Abbildungsgeometrie:
Es ist moglich, mit hdochstens 2 Bewegun-
gen zwei Figuren (Dreiecke) genau aufein-
anderzulegen. Wenn sie sich dabei decken,
ist Kongruenz da.
1.1. Drehung+ Schiebung
1.2. Umklappen+Schieben
1.3. Geradenspiegelung + Geraden-
spiegelung
(Der Schiiler sollte Vorkenntnisse der
Abbildungsgeometrie besitzen.)

@ Traditionelle Kongruenzbeweise:

(Sie sind eng mit den Bestimmungssatzen
verbunden!)

Wenn Dreiecke mit den gleichen Stiicken
konstruiert sind, sind sie kongruent.

In diesem Fall a, b,c —» Kongruenz nach
SSS

Aufgabe B:

Geg. 2 Dreiecke, die nach dem Bestim-
mungssatz SsW konstruiert sind.

—» Kongruenz nach SsW

Aufgabe C:

Geg. 2 Dreiecke, die nach dem Bestim-
mungssatz SWS konstruiert sind.

—» Kongruenz nach SWS

Aufgabe D:

lautet wie? —» Kongruenz.. ..

Wir fassen die Kongruenzsatze zusammen
und vergleichen sie mit den Bestimmungs-
satzen.

Mit dieser Aufgabe wird das Kapitel sinn-
voll und ganzheitlich abgeschlossen.

schon Versuche, diese Aktivitdten regional zu
koordinieren.

Nach der Ansicht des Préasidiums ist es notwen-
dig, dass gesamtschweizerisch eine Koordina-
tion in folgenden Bereichen anzustreben sei:
allgemeine Lehrziele, Stoff- und Lehrpldne mit
Angabe von Grobzielen, Stoff- und Lehrplane
mit Angabe von Feinzielen, Ausbildung von Fach-
didaktikern. In allen Bereichen sind im jetzigen
Zeitpunkt Koordinationsbestrebungen der EDK
wiinschenswert.

Deshalb sollte einer Konferenz von Sachverstan-

digen der Auftrag erteilt werden, eine gemein-
same Konzeption des Mathematik-Unterrichtes
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