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Schweizer Schule

Halbmonatsschrift fur Erziehung und Unterricht

1. November 58. Jahrgang Nr. 21

Moderner Mathematikunterricht

Vorwort

Im Mathematikunterricht der Volksschule
herrscht gegenwartig eine betrachtliche Un-
sicherheit. Diese héngt u. a. damit zusam-
men, dalB der Lehrer klnftig einen Mathema-
tikunterricht erteilen soll, der wesentlich ver-
schieden ist von dem, was er selbst wahrend
seiner Ausbildung in Mathematik gelernt
hat. Die Unsicherheit wird verstarkt durch
die Tatsache, daB die Lehrmittelproduzenten
im Mathematikunterricht ein Geschaft ent-
deckt und zum Teil im Schnellverfahren
eine Fulle von Lern- und Arbeitsmitteln
geschaffen und auf den Markt gebracht ha-
ben, welche viele Lehrer verwirren. In die-
ser Situation darf es kaum verwundern, daB
man in der Volksschule heute einer bunten
Mannigfaltigkeit an schulpraktischen Ver-
suchen mit moderner Mathematik begegnet,
wobei diese Versuche meist von einzelnen
Lehrern oder Mathematikern geplant und
héufig im Alleingang durchgefdhrt werden.
Diese Feststellung beinhaltet keineswegs ei-
ne Verkennung der Pionierleistung, die ein-
zelne Lehrer fir die Erneuerung des Mathe-
matikunterrichts vollbracht haben. Aber im
jetzigen Zeitpunkt dréngt sich eine Koordi-
nation der Neuerungsbestrebungen auf, wel-
che nur durch enge Zusammenarbeit zwi-

schen Volksschullehrern, Mathematikern
und Didaktikern zu erreichen ist. Im Sinne
einer solchen Koordination bearbeitet die
Padagogische Arbeitsstelle des Kantons
St. Gallen mit dem Kanton Zurich ein Pro-
jekt fir den Mathematikunterricht in der
Volksschule, welches ansetzt bei der Aus-
wertung bisheriger Erfahrungen mit Lehrmit-
teln fur moderne Mathematik. Ziel des Pro-
jektes ist ein Curriculum flur den Mathema-
tikunterricht, welches von einem Team veon
Lehrern, Mathematikern und Experten der
Didaktik und Psycholcgie entwickelt wird.
Der folgende Aufsatz greift die didaktischen
Probleme auf, die sich im Zusammenhang
mit der Revision des Mathematikunterrichts
der Planungsgruppe stellen. Er ist der In-
tention nach verfalBBt worden flir die am Pro-
jekt beteiligten Mitarbeiter, diirfte aber auch
bei jenen Lesern Interesse finden, die sich
mit Fragen der didaktischen Forschung und
der Modernisierung des Mathematikunter-
richts auseinandersetzen.

In einem zweiten praktischen Teil gibt Max
Feigenwinter Hinweise, wie eine zentrale
Forderung des modernen Mathematikunter-
richtes, nédmlich das Rechnen in verschie-
denen Stellenwertsystemen, auf der Primar-
schulstufe eingefihrt werden kann. CH

Zur Revision des Mathematikunterrichts — ein didaktisches Modell

Elmar Hengartner

Einfiihrung

Auf allen Stufen der Volksschule sind Be-
strebungen im Gange, das Schulfach Mathe-
matik neu zu Uberprifen und zu revidieren.
Den AnstoB zu dieser Revision gaben einer-
seits Vertreter der Fachwissenschaft Mathe-

matik, die eine Neukonzeption des Mathema-
tikunterrichts in der Volksschule entwickel-
ten, andererseits waren es Entwicklungs-
und Lernpsychologen, die auf Unzulanglich-
keiten des traditionellen Rechenunterrichtes
hinwiesen.



Es wird heute von verschiedenen Ansatzen
her versucht, den Mathematikunterricht in
der Volksschule zu maodernisieren. Vieler-
orts begnugt man sich allerdings mit einer
Neufassung der Stoffplane oder fuhrt nach
mehr oder weniger grundlicher Uberprifung
Lehrmittel zur neuen Mathematik in die
Schule ein. Dieses Vorgehen scheint inso-
fern unzulanglich zu sein, als es fraglich
bleibt, ob die Schuler aufgrund eines ver-
anderten Stoffplanes mit neuen und anders
strukturierten Inhalten oder aufgrund eines
neuen Lehrmittels nun wirklich etwas Ande-
res und Besseres lernen als bisher. Nicht
die Stoffplane und nicht die Lehrmittel mus-
sen sich primar verandern, verandern sollen
sich der Unterricht der Mathematik und mit
ihm die Lernleistung der Schuler. Eine Ver-
anderung und Verbesserung des Unterrichts
aber bedarf einer sorgfaltig und umfassen-
den didaktischen Planung, welche mdg-
lichst viele Bedingungen und Variablen des
Mathematikunterrichts in der didaktischen
Reflexion berucksichtigt. Ziel dieser Arbeit
ist es, ein flr diese Planungsarbeit geschaf-
fenes Modell zu erlautern und verschiedene
didaktische Probleme, die sich im Zusam-
menhang mit einer Revision des Mathema-
tikunterrichts ergeben, anhand dieses Mo-
dells zu diskutieren.

Kennzeichnung des didaktischen Modells

Die im Modell (Abb. 1) vorgesehene Pla-
nung unterscheidet sich wesentlich von der
traditionellen Lehrplanarbeit.

Lehrpléne beinhalten in der Regel einen
mehr oder minder detaillierten Katalog von
Lerninhalten, dem einige allgemeine Bil-
dungsziele (meist nachtraglich) vorangestellt
werden. Sie enthalten keine prazisen Aussa-
gen uber die Ziele, welche in der Auseinan-
dersetzung mit den Stoffinhalten erreicht
werden sollen, noch geben sie dem Lehrer
Hinweise fur die Planung, die Gestaltung
und die Kontrolle seines Unterrichts. Die
Folge ist, daB traditionelle Lehrplane von
den Lehrern weitgehend ignoriert werden.
— Hinzu tritt die Tatsache, daB die traditio-
nellen, praxisorientierten und erfahrungsge-
bundenen Lehrplanrevisionen meist nur ge-
ringfigige Verbesserungen und Erganzun-
gen des bestehenden Unterrichts bewirkt
haben. Der Grund liegt darin, daB die gei-

steswissenschaftliche Lehrplantheorie sich
weitgehend auf die hermeneutische Aanaly-
se und Interpretation der bestehenden Er-
ziehungswirklichkeit beschrankte und keine
Lehrplanentscheidungen jenseits des Alther-
gebrachten ermoglichte (ROBINSOHN 1971,
S. 23 ff., BLANKERTZ 1969, S. 134-138). Aus
den angefuhrten Griinden erscheint der
Versuch, eine grundlegende Revision des
Mathematikunterrichts durch die Neuformu-
lierung der bestehenden Lehrplane zu rea-
lisieren, unzulanglich und naiv.

Gegenuber der einseitig stoffbezogenen
Lehrplanarbeit sieht das vorliegende didak-
tische Modell eine Planung vor, welche die
Voraussetzungen, Bedingungen und Varia-
blen des Mathematikunterrichts maoglichst
vielseitig erfaBt und reflektiert. Es lehnt sich
einerseits an das lerntheoretische Modell
des Berliner Arbeitskreises an (SCHULZ
1965, SCHULZ 1969) und berlicksichtigt an-
dererseits den curriculumtheoretischen An-
satz der Reform von den Zielen resp. Inhalten
her (ROBINSOHN 1971, ROBINSOHN 1969,
HUHSE 1968). Es sind drei charakteristische
Merkmale, welche das didaktische Modell
vom traditionellen Lehrplan unterscheiden:
Erstens erfolgen Entscheidungen iber Lern-
ziele, Stoffe, Methoden und Medien aufgrund
von systematisch gewonnenen Informatio-
nen uber den gesellschaftlichen Zusammen-
hang des zu planenden Unterrichts (1. So-
ziokulturelle Gegebenheiten), Uber Stand
und Entwicklungstendenzen der Fachwis-
senschaft Mathematik (2. Fachspezifische
Gegebenheiten) und aufgrund von Informa-
tionen (Uber entwicklungspsychologische,
persdnlichkeits- und schichtenspezifische
Merkmale der Adressaten (3. Lernvorausset-
zungen). Zweitens werden Entscheidungen
nicht nur Uber den Stoffkatalog, sondern
dariber hinaus Uber Lernziele, Methoden
und Medien gefallt. Die wechselseitige Ab-
hangigkeit, die zwischen der Wahl von Lern-
zielen, Stoffen, Methoden und Medien be-
steht, wird dabei stets berucksichtigt. Drit-
tens betont das Modell die empirische Kon-
trollierbarkeit des Unterrichtes: die Evalua-
tion beschrankt sich nicht auf die Kontrolle
der Schilerleistung, sondern dient der Uber-
prifung und Revision der Ziele, Methoden
und Medien (vgl. NIPKOW 1971).

Die im didaktischen Modell vorgezeichnete
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. Information iiber

1. Soziokulturelle Gegebenheiten

— gesellschaftlicher Zusammenhang
— geforderte Qualifikationen

2. Fachspezitische 3. Lernvoraussetzungen
Gegebenheiten — entwicklungs- und
(structure of the discipline) denkpsychologisch

— schichtenspezifisch
— personlichkeitsbedingt

Il. Entscheidungen:

4. Fachdidaktischer Kommentar

E— Leitideen - fachspezifisch
- denkpsychaologisch

I
4

5. Lernziele

— Ermittlung von Lernzielen

— Entscheidung uber Lernziele
—> — Operationalisierung

— Klassifikation von Lernzielen

— Revision

!
v

6. Methode

— GroBgliederung

e — Gliederung der Unterrichtseinheiten
— Sozialformen des Unterrichts

— Aktionsformen des Lehrers

4
A 4
7. Medien
B — Lehrmittel
— Arbeitsmittel
|
v

lll. Evaluation
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Planung fuhrt nicht zu einem Curriculum im
eigentlichen Sinn. Die Erarbeitung eines
Curriculums fur den Mathematikunterricht
setzt eine langfristige Planung Uber mehre-
re Jahre voraus und verlangt ein personel-
les und finanzielles Aufgebot, Uber das
vorlaufig nur wenige Institute verfigen. Dem-
gegenuber ist das Modell fur eine mittelfri-
stige Planung gedacht, die allerdings die
langfristige Curriculumplanung nicht erset-
zen darf, sondern lediglich eine praxisnot-
wendige Alternative darstellt (vgl. ACHTEN-
HAGEN/MENCK 1970 und NIPKOW 1971,
S. 4 ff.). Im weiteren sei darauf hingewiesen,
daB es sich nachteilig auswirken muB, wenn
hier der Mathematikunterricht isoliert von
den andern Schulfachern didaktisch geplant
wird; eine sinnvolle Koordination der Lern-
ziele verschiedener Facher kann so vom
Ansatz her nicht gelingen. Eigentlich miBte
die Revision des Mathematikunterrichts Be-
standteii einer Revision des Gesamtcurricu-
lums sein.

Nach dieser knappen Einfihrung und Kenn-
zeichnung des Modells soll im folgenden die
didaktische Planung beziglich der einzelnen
im Modell angeflihrten Bereiche der Infor-
mation, der Entscheidung und der Evalua-
tion erlautert werden. Wenn wir dabei diese
Bereiche der Reihe nach besprechen, so
konnte der Eindruck entstehen, es handle
sich hier um ein logisch-deduktives Sche-
ma; das ware ein grundlegendes MiBver-
standnis. Es ist keineswegs so, dal3 aus den
Informationen Uber den gesellschaftlichen
Zusammenhang, uber die fachspezifischen
Gegebenheiten und Uber die Lernvorausset-
zungen der Schuler zwingend bestimmte
Ziele, Inhalte und Methoden sich ableiten
lassen. Ebenso ist es undenkbar, daB aus
bestimmten fachspezifischen und denk-
psychologischen Leitideen oder «Gesamt-
lernzielen» sich detaillierte Lernziele, Lern-
stoffe und Organisationsformen des Unter-
richts deduzieren lassen. Auf diese abwegi-
ge Vorstellung eines Deduktionsschemas
muB nicht zuletzt deshalb hingewiesen wer-
den, weil sie auch neueren als modern und
bedeutungsvoll gepriesenen Konzeptionen
der Didaktik wieder zugrunde liegt. So heil3t
es z. B. bei B. und C. MOLLER (Perspektiven
der didaktischen Forschung, Minchen 1966,
S. 10): «Die Lehrplanung als mathematisch-
logische Abteilung von Teilzielen aus eini-

gen wenigen, von der Kultur eines Staates
erstellten Gesamtlernzielen sowie deren
psychologische Begrindung wird durch lo-
gische Maschinen (!) bewerkstelligt.» Ahn-
lich l|6sen nach MOLLER Computer die
Planung der Lernorganisation und regein
automatisch die Lernkontrolle (BLANKERTZ
1966, S. 150). Die selben Gedankengange
kehren wieder in Christine MOLLERs Aus-
fuhrungen zur Technik der Lernplanung,
(MOLLER 1969). Hinter einer modern an-
mutenden technologischen Terminologie
versteckt sich hier eine naive Neuauflage
der langst lberholten normativen Didaktik.
Gegenuber der deduktiven Ableitung betont
das didaktische Modell klar den Entschei-
dungscharakter der Planung von Lernzielen,
Stoffinhalten und Methoden. Es ist grund-
satzlich moéglich, die Planungsarbeit bei je-
dem der sieben im Modell angefuhrten In-
formations- oder Entscheidungsbereiche an-
zusetzen. Wesentlich ist, daB die Pianung,
wo immer sie einsetzen mag, schluBendlich
alle Bereiche der Information und Entschei-
dung miteinbezieht.

Nach diesem Exkurs wollen wir nun ver-
suchen, das didaktische Modell im Zusam-
menhang der Revision des Mathematikunter-
richts in der Grundschule zu erldutern und
die im Modell angedeuteten Schritte der
Planung zu konkretisieren. Wie bereits an-
gedeutet, vollzieht sich die Planung in drei
Hauptschritten: es werden Informationen
uber gesellschaftliche Entwicklungen und
Bedurfnisse hinsichtlich des Mathematikun-
terrichts (1.), Uber die fachspezifische Struk-
tur der Mathematik (2.) und lber die Lern-
voraussetzungen der Schuler (3.) bereitge-
stellt. In Berucksichtigung dieser Informa-
tionen werden Entscheidungen getroffen
Uber Intentionen oder Leitideen (4.), Lern-
ziele und Stoffinhalte (5.), Methoden (6.) und
Medien (7.). Informationsgewinnung, Ent-
scheidungsprozesse und die Realisierung
der Entscheidungen im Unterricht werden
empirisch Uberprift durch die Evaluation
(8.), welche zur Revision der Ziele, Metho-
den und Medien fuhrt. Es ist offensichtlich,
daB die mit der Evaluation gegebene Riick-
koppelung neue Planungsphasen einleitet,
welche kaum je zu einem endglltigen Ab-
schluB gelangen konnen, sondern eine per-
manente rollende Reform bedingen.
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I. Bereitstellung von Informationen

Die Informationen, die fur die Entscheidun-
gen Uber Ziele, Methoden und Medien be-
reitgestellt werden missen, betreffen Fra-
gen der gesellschaftlichen Bedeutung der
Mathematik (1.), ihre fachspezifische Struk-
tur (2.) und die Lernvoraussetzungen der
Schuler hinsichtlich des Mathematikunter-
richts (3.). Die Entwicklungs- und denk-
psychologischen Lernvoraussetzungen sol-
len im folgenden in exemplarischem Sinn et-
was breiter dargestellt werden.

1. Soziokulturelle Gegebenheiten

Soll uber Ziele und Lerninhalte des Mathe-
matikunterrichts entschieden werden, so
muB zunachst einmal ermittelt werden, wel-
che mathematischen Leistungen von den
Schilern in der gegenwartigen und kunfti-
gen Gesellschaft gefordert werden. Es geht
mit anderen Worten um die Frage, in wel-
chen Situationen (der weiteren Ausbildung,
der Berufstatigkeit usw.) der Schiler spater
mathematische Leistungen erbringen soll
und mit welcher Wahrscheinlichkeit er sol-
chen Situationen begegnen wird. Die Ana-
lyse dieser Situationen und der in ihnen er-
forderlichen Leistungen fuhrt weiter zur Fra-
ge nach den mathematischen Qualifikatio-
nen, welche den Schuler zur Bewaltigung
dieser Leistungen befahigen und welche im
Mathematikunterricht erworben werden sol-
len. SchlieBlich stellt sich die Frage, welche
mathematischen Lerninhalte diese Qualifi-
kationen bewirken (ROBINSOHN 1971, S. 44
ff., HUHSE 1968, S. 129-138). Ein Beispiel:
Wenn DIENES den Siegeszug des Compu-
ters in immer neuen Bereichen der Wirt-
schaft und Technik als ein wichtiges Argu-
ment flir die Modernisierung des Mathema-
tikunterrichts erwahnt, so muBte erst ermit-
telt werden, wieviele Schiler wie haufig spa-
ter tatsachlich mit Computern arbeiten wer-
den. Sodann muBte festgestellt werden, ob
die far die Arbeit mit Computern erforder-
lichen Qualifikationen z. B. das Operieren
im Binarsystem bereits in der Grundschule
notwendig machen (DIENES 1970, 20 ff)
Freilich darf der Versuch, mathematische
Qualifikationen und Lerninhalte nach dem
Kriterium gesellschaftlicher Anforderungen
zu bestimmen, nicht pragmatisch eingeengt
werden. Es geht hier nicht um eine Planung
des Mathematikunterrichts unter dem allei-

nigen Gesichtspunkt der spateren Verwend-
barkeit des zu Lernenden. Weitere Kriterien
fir die Ermittlung von Lernzielen und Stoff-
inhalten ergeben sich etwa aus der Frage
nach dem Beitrag, den der Mathematikunter-
richt leisten kann zum Verstandnis einer Kul-
tur, die in zunehmendem MaBe von mathe-
matischen Strukturen bestimmt ist.

Die Analyse der soziokulturellen Gegeben-
heiten hinsichtlich mathematischer Qualifi-
kationen, die in der gegenwartigen und
kinftigen Gesellschaft erforderlich sind und
vom Schiler erworben werden mussen, stellt
Probleme, die noch nicht befriedigend ge-
I6st sind. Selbst wenn es moglich sein soll-
te, durch sozialwissenschaftliche Analysen
gesellschaftlicher Anforderungen (Arbeits-
platzanalysen u. a. m.) mathematische Qua-
lifikationen zu bestimmen, so ist die Frage
noch ungeklart, mit welchem mathemati-
schen Lerninhalten diese Qualifikationen nun
tatséachlich erreichbar sind. ROBINSOHN
warnt vor ubertriebenen Erwartungen: «Nur
eine naive Uberschatzung der durch exakte
empirische Untersuchungen bereits gewon-
nenen oder zu erwartenden Erkenntnisse je-
doch konnte verkennen, daB der groBte Teil
der genannten Aufgaben in Wirklichkeit in
dieser Weise nicht zu ldsen ist» (ROBIN-
SOHN 1971, S. 48). Immerhin bezeichnet
ROBINSOHN das Verfahren der Expertenbe-
fragung und der Expertengesprache als viel-
versprechende und entwicklungsfahige Me-
thode der Lernzielgewinnung. Als zu befra-
gende Experten werden Personen genannt,
die einzelne Verwendungsbereiche (in unse-
rem Fall der Mathematik) reprasentieren und
die kompetent sind, zur Auswahl von Stoff-
und Lernzielen Stellung zu beziehen; es sind
dies in erster Linie Vertreter der Fachwis-
senschaft Mathematik und Abnehmer der
Schulabsolventen (Vertreter der weiterfiu-
renden Schulen, der Berufsbildung usw.).
Die Expertengesprache werden aufgrund
eines prazisen Fragenkatalogs geflhrt und
die von den Experten geauBerten Antworten
anschlieBend kritisch beurteilt und gewich-
tet. Es sei schon an dieser Stelle erwahnt,
daB die Expertenbefragung keineswegs das
einzig mogliche Verfahren der Lernzielge-
winnung darstellt. FLECHSIG beschreibt we-
nigstens acht weitere Verfahren, die — abge-
sehen von der bereits erwahnten Arbeits-
platzanalyse — allerdings weniger von sozio-



kulturellen Gegebenheiten ausgehen
(FLECHSIG 1969/70, S. 9-23). Wir werden an
spaterer Stelle (5. Lernziele) auf diese Ver-
fahren zurickkommen.

Wir haben in diesem ersten Abschnitt ver-
sucht zu zeigen, daB die Analyse soziokul-
tureller Gegebenheiten Informationen liefert
uber erforderliche mathematische Qualifika-
tionen der Schuler in der gegenwartigen und
kunftigen Gesellschaft; diese Informationen
bilden eine notwendige Grundlage fir die
Entscheidung Uber Lernziele und Stoffinhal-
te. Eine zweite Informationsquelle ist mit der
Fachwissenschaft Mathematik gegeben: der
fachwissenschaftliche Beitrag zur Planung
des Mathematikunterrichts soll im folgenden
nur kurz skizziert werden.

2. Fachspezitische Gegebenheiten

Wie eingangs erwahnt, waren es in erster
Linie Vertreter der Fachwissenschaft Mathe-
matik, die den AnstoB zu einer Revision der
Lerninhalte des Mathematikunterrichts ga-
ben. Der Grund liegt in einer fachwissen-
schaftlichen Neuorientierung der Mathema-
tik: seit G. CANTOR Ende des 19. Jahrhun-
derts die Mengenlehre begrindete, ist eine
bedeutsame Entwicklung der Mathematik
vor sich gegangen, die dahin geht, das Den-
ken in Strukturen in den Mittelpunkt zu stel-
len. Der theoretische Ansatz CANTORs fihr-
te zu einer «Vereinheitlichung und Prazisie-
rung der mathematischen Denkweise, die es
erlaubt, den Aufbau der gesamten Mathema-
tik aus wenigen Grundprinzipien zu versu-
chen» (NEUNZIG/SORGER 1969, 8 f.). Die
«@rundstrukturen» der Mathematik wurden
u. a. von einer franzésischen Mathematiker-
gruppe (Pseudonym «Nicolas Bourbaki»)
herausgearbeitet: sie umfassen algebraische
Strukturen (z. B. arithmetische Operationen
wie Addition oder Division), Ordnungsstruk-
turen (z. B. die Ordnungsrelation zwischen
den ganzen Zahlen) und topologische Struk-
turen (z. B. Offenheit oder Geschlossenheit
von Kurven und Flachen). Der Ausbau der
Strukturlehre sowie die Entwicklung einer
stark formalisierten Sprache der Mathema-
tik, welche erlaubt, Operationen und Ver-
fahren eindeutig zu formulieren, fordern als
Grundlage eine leistungsfahige mathemati-
sche Logik, die eine zentrale Stellung in der
Mathematik einnimmt.

Fir die geplante Revision des Mathematik-
unterrichts in der Volksschule ergibt sich
die Forderung, daB sich Entscheidungen
uber Lernziele an der Struktur der Fachwis-
senschaft Mathematik orientieren mussen.
Es widerspricht z. B. der fachwissenschaft-
lichen Struktur, wenn das Erlernen von Re-
chentechniken als vornehmliches Ziel der
Schulmathematik betrachtet wird und wenn
mathematische Begriffe und Operationen
nur eingeubt werden, soweit sie zum Ver-
stdndnis dieser Techniken notwendig er-
scheinen. Eine an der «structure of the dis-
cipline» orientierte Revision des Schulfa-
ches Mathematik fordert vielmehr die Inte-
gration des bisherigen Rechenunterrichts in
einen Mathematikunterricht, dessen erstes
Ziel das Denken in Strukturen und die For-
derung der Abstraktionsfahigkeit ist. Es geht
nicht um Mechanisierung von Techniken und
Verfahren, sondern um Einsicht in mathe-
matische Begriffe und Operationen aufgrund
eingehender Betrachtung von Strukturen.

Orientierung an der Fachdisziplin heifit nun
allerdings nicht, daB die inhaltliche Struk-
tur des Unterrichtsfaches Mathematik die
Struktur der Fachwissenschaft widerspie-
geln muBte. Es gibt keine der Mathematik
immanente Didaktik, aus welcher die Didak-
tik des Mathematikunterrichts der Volks-
schule unmittelbar ableitbar ware. Die Ent-
scheidungen uber Ziele des Mathematikun-
terrichts erfolgen nicht einseitig aufgrund
von Informationen Uber fachspezifische Ge-
gebenheiten, sondern berucksichtigen da-
neben auch gesellschaftliche Bedlrfnisse
hinsichtlich des Mathematikunterrichts und
die alters- und schichtenspezifischen sowie
die personlichkeitsbedingten Lernvorausset-
zungen der Schuler. In der Bertcksichtigung
dieser Faktoren liegt eine Relativierung der
Kompetenz des Fachwissenschaftlers fur
Enscheidungen uber Unterricht. Gerade weil
didaktische Entscheidungen auch Informa-
tionen erfordern von seiten der Sozialwissen-
schaften, der Entwicklungs- und Lern-
psychologie usw., muB die |dee einer «Ab-
bilddidaktik» zurickgewiesen werden (vgl.
BLANKERTZ 1969, S. 126-134). Im folgenden
Abschnitt sollen die Informationen, welche
die Lernvoraussetzungen der Schuler fur
den Mathematikunterricht betreffen, etwas
ausfuhrlicher dargelegt werden.
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3. Lernvoraussetzungen

Vertreter der Fachwissenschaft Mathematik
haben in erster Linie den AnstoB zu einer
Revision der Inhalte des Schulfaches Mathe-
matik bewirkt; die Revision der Methode und
der Medien ist v.a. vonseiten der neueren
Entwicklungs- und Denkpsychologie gefor-
dert worden. Die Informationen der Entwick-
lungs- und Denkpsychologie bedlrfen aber
der Erganzung und Korrektur durch Infor-
mationen Uber schichtenspezifische und per-
sonlichkeitsbedingte Merkmale der Schiler.
Wenn im folgenden der entwicklungs- resp.
denkpsychologische Beitrag im Vordergrund
steht, so geschieht das in der Absicht, die
Bedeutung von Informationen fir die Ent-
scheidungen uber Unterricht an einem ex-
emplarischen Bereich aufzuzeigen.

3.1. Entwicklungs- und denkpsychologische
Voraussetzungen:

Entscheidungen Uber Lernziele und Lernin-
halte, uber methodische Fragen und uber
den Einsatz von Medien stutzen sich u. a.
auf Informationen uber die Entwicklung ma-
thematischen Denkens und lGber die Genese
mathematisch bedeutsamer Begriffe bei Kin-
dern und Jugendlichen. Den Mathematikun-
terricht resp. Rechenunterricht kennzeichne-
te bis vor wenigen Jahren ein diesbezlgli-
cher Mangel an psychologischer Reflexion.
Der erste Rechenunterricht z. B. bestand in
einer weithin unkritischen Hinfuhrung der
Kinder zum Zahlbegriff, in der getrennten
Behandlung der vier oder funf Grundrechen-
operationen im schrittweise erweiterten Zah-
lenraum, und zwar ausschlieBlich im Dezi-
malsystem. Dabei wurden haufig zwei grund-
legende Fehler begangen: man setzte er-
stens voraus, daB die Kinder bei Schulein-
tritt bereits Uber den Zahlbegriff verfigen
und man schrankte zweitens das Ziel des
Mathematikunterrichts ein auf das Erlernen
und den Gebrauch bestimmter Verfahrens-
techniken und Regeln, die im Sinne reiner
«Gedachtnisstrategien» verwendet wurden
(vgl. DIENES/JEEVES 1968).

3.1.1. Bereits in den Zwanzigerjahren ver-
suchte WITTMANN in seiner ersten Konzep-
tion zum «ganzheitlichen Rechnen», den Ma-
thematikunterricht der Grundschule aus sei-
ner mechanistischen Einseitigkeit zu befrei-
en, indem er forderte, der Rechenunterricht

musse vom tatigen Operieren mit Mengen
ausgehen und den Kindern durch Machtig-
keitsvergleiche von Mengen den Zahlbegriff
erst einsichtig machen. Rechnen definiert er
als ein «Ordnen von Mengen mit Hilfe der
Zahlbegriffe und der Operationen unter Ver-
wendung von Symbolen fur Zahlbegriffe und
Operationen» (WITTMANN 1958, 95). Damit
steht der Zahlbegriff nicht mehr am Anfang
des Rechenunterrichts, am wenigsten der
recht schwierige Zahlbegriff «eins». Nach
WITTMANN mussen die Kinder erst lernen,
Mengen in ihrer Umwelt aufzufassen und zu
ordnen durch Vergleich, Gliederung. Verei-
nigung und Trennung usw., um diese sodann
in einem zweiten Schritt in bezug auf ihre
Machtigkeit zu vergleichen und durch Ver-
gleich zum Kardinalzahlbegriff zu gelangen.
Rechnen steht demnach am Ende eines
sorgfaltig vorbereiteten Abstraktionsprozes-
ses. WITTMANN wendete sich weiter gegen
die starren Zahlbiider, ein methodisches Mit-
tel, das nur zu mechanistischem Rechnen
verleitet. Er betonte, daB v.a. durch Zahlen
keine Einsicht in Zahlbegriffe gewonnen
werden kann.

Allerdings blieb WITTMANN die Begrindung
seiner psychologisch bestimmten Hypothe-
sen und Entscheidungen weitgehend schul-
dig. Er beschrankte sich auf eine Beschrei-
bung der Denkvorgange, die sich bei der
Bildung des Zahlbegriffs und der arith-
metischen Operationen abspielen, eine Be-
schreibung, die zudem ganzheitsideologisch
verengt war. Dabei hat WITTMANN unter
Berufung auf psychologische Motive die
Fachstruktur der Mathematik insofern ver-
nachlassigt, als die von ihm geforderte vor-
zahlige Mengenbehandlung keineswegs der
naiven Mengenlehre entspricht (BREIDEN-
BACH 1969, 319). Er ist dem Fehler verfailen,
einseitig aufgrund psychologischer Informa-
tionen Entscheidungen uber den Mathema-
tikunterricht zu treffen.

3.1.2. Soweit neuere Modelle des Mathema-
tikunterrichts entwicklungs- und denk-
psychologische Information bertcksichtigen,
stltzen sie sich alle mehr oder weniger ex-
plizit auf das Werk von PIAGET. Im Gegen-
satz zu WITTMANN hat PIAGET nicht nur
Denkvorgange beschrieben; seine geneti-
sche Psychologie deckt vielmehr die Ent-
wicklungslinie mathematischen Denkens auf.



PIAGET ist in seinen klinischen Versuchen
den Bedingungen mathematischer Denkpro-
zesse nachgegangen und hat mit seinen Un-
tersuchungen einen wesentlichen Beitrag
geleistet zur Bestimmung der Lernvoraus-
setzungen der Kinder fuir Mathematikunter-
richt.

Bevor wir im folgenden einige seiner Unter-
suchungen kurz skizzieren, miissen wir eine
einschrankende Bemerkung zu seinen Er-
gebnissen vorausschicken: PIAGET stellte in
seinen Experimenten meist fest, in welchem
Alter Kinder zu welchen mathematischen
Einsichten fahig sind. Er nimmt an, die Denk-
entwicklung vollziehe sich in zeitlich mehr
oder weniger fixierbaren Stufen. Dieser Ver-
such zeitlicher Fixierung durch die Entwick-
lungspsychologie ist neuerdings vonseiten
der Sozialisationstheorie sehr in Frage ge-
stellt worden. Welche Leistungen ein Kind
im einzelnen erbringen kann, ist weniger ei-
ne Frage der Altersstufe, auf der sich das
Kind befindet, als eine Frage der bisherigen
Lernerfahrungen u. a. Faktoren. Von ver-
schiedener Seite ist PIAGETs Stufentheorie
dahin kritisiert worden, daB der zeitliche
Entwicklungsverlauf des Denkens abhédngig
ist von der Haufigkeit der Lernsituationen, in
denen das Kind mit mathematischen Proble-
men konfrontiert wurde, 2. von schichten-
spezifischen Bedingungen, die mit der unter-
schiedlichen Lernwelt von Kindern der Un-
ter-, Mittel- und Oberschicht gegeben sind,
3. von personlichkeitsbedingten Merkmalen
wie Motivation, Lernstil, Lerntempo usw., die
unter Kindern gleicher Altersstufe stark dif-
ferieren. Zudem hangt die Fahigkeit der Kin-
der einer bestimmten Altersstufe, mathema-
tische Probleme zu lésen, vom Veranschau-
lichungsgrad der Problemstellung ab (AEBLI
1968, AEBLI 1969, OERTER 1967, LAUX
1969). Trotz dieser Einschrankungen erge-
ben sich aus den Untersuchungen PIAGETs
wertvolle Informationen fur didaktische Ent-
scheidungen Uber den Mathematikunterricht,
Informationen, die weniger in zeitlichen An-
gaben sich erschopfen, sondern den Ent-
wicklungsverlauf mathematischen Denkens
betreffen. Am Beispiel des Zahlbegriffs sol-
len im folgenden einige Ergebnisse PIAGETs
referiert werden:

Die Genese des Zahlbegriffs setzt nach
PIAGET zwei Operationen voraus: die Kar-
dinierungsoperation (=Zuordnung der ent-

sprechenden Kardinalzahl zu einer vorlie-
genden Menge) und die Reihenbildungsope-
ration oder Seriation (= Bildung der Ord-
nungsstruktur, die mit der Anordnung der
ganzen Zahlen gegeben ist, also Bildung des
Ordinalzahlbegriffs).

Fur die Bildung des Kardinalzahlbegriffs
(Kardinierungsoperation) ist die Einsicht in
die Erhaltung einer Menge unabhangig von
ihrer wahrgenommenen Anordnung, d. h.
die Invarianz eine erste Vorbedingung. Es
gibt kein numerisches Denken ohne Inva-
rianz der Mengen. Wie PIAGET nachweisen
konnte, ist die Einsicht in die Invarianz das
Ergebnis eines langwierigen Lernprozesses.
Werden z. B. Perlen aus einem GefaB A mit
groBem Durchmesser und geringer Hohe in
ein héheres GefaB B mit kleinerem Durch-
messer umgeflllt (Abb. 1), so verneinen
Kleinkinder aufgrund der veranderten wahr-
genommenen Gegebenheiten die quantitati-
ve Gleichwertigkeit. Das anschauliche Den-
ken ahmt die Gegebenheiten der Warhneh-
mung nach. Erst nach einem Zwischensta-
dium, in welchem das Kind meist durch han-
delndes Probieren zur empirisch festgestell-
ten Gleichwertigkeit gelangt (z. B. Zurick-
schutten der Perlen aus GefaB B in GefaB
A), erreicht das Kind nach PIAGET etwa mit
7 Jahren die Einsicht in die logisch evidente
Invarianz (PIAGET/SZEMINSKA 1969, 15-57).

Zum selben Ergebnis gelangte PIAGET in
einem weiteren Versuch, in welchem Kinder
zu einer Reihe roter Spielmarken ebenso-
viele blaue Spielmarken hinsetzen muBten.
(Abb. 2): die Kleinkinder waren auf einer er-
sten Stufe nicht imstande, die logisch-nume-
rische Entsprechung (die eindeutige Zu-
ordnung) zu vollziehen. Sie setzten eine nur
qualitativ. wahrnehmungsgebundene Ent-
sprechung, d. h. sie setzten eine ebenso
lange Reihe und vernachlassigten die Dich-
te der Spielmarken (vgl. auch Abb. 3). Selbst
durch Abzahlen gelangen die Kinder nicht
zur Feststellung der Invarianz, ehe die Zu-
ordnung operativ geworden ist, d. h. ein um-
kehrbares System von Beziehungen (PIA-
GET 1967, 149 ff.).

Die Einsicht in die logisch evidente Invarianz
baut auf der Umkehrbarkeit oder Reversibi-
litat operativer Denkprozesse; d. h. die Kin-
der haben die Stufe des numerischen Den-
kens erreicht, wenn sie im Perlenversuch
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die quantitative Gleichwertigkeit nicht mehr
handelnd-empirisch, durch Zurickschiutten
der Perlen aus Gefal3 B in A feststellen, son-
dern diese Umkehrung im Denken vollzie-
hen. PIAGET geht davon aus, daB Denkpro-
zesse auf tatsdchlichen Handlungen auf-
bauen, die als solche irreversibel (nicht um-
kehrbar) sind, als verinnerlichte Handlungen
im Denken aber reversibel werden.

"
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Abb, 1 Abb, 2
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Abb, 3 Abb, 4

Den Weg vom irreversiblen Handeln zum
reversiblen Denken zeigt folgender Versuch:
Es wurden Kindern Holzperlen (Menge B)
vorgelegt, bestehend aus einer groBeren
Teilmenge dunkler Holzperlen (A) und einer
kleineren Teilmenge weiBer Holzperlen (A’).
Die Kinder wurden gefragt, ob mit den dunk-
len Holzperlen (A) oder mit den Holzperlen
(B) die langere Kette gebildet werden kdnne.
Die Kinder behaupteten nach PIAGET bis
zum Alter von 5 bis 6 Jahren, die aus den
dunklen Perlen (A) gebildete Kette sei die
langere, d. h. sie konnten nicht gleichzeitig
die Teilmengen (A und A’) und die Gesamt-
menge denken und zueinander in Beziehung
setzen. Das zeigt, wie sehr die Uberlegun-
gen der Kinder noch an irreversible Hand-
lungen in der Vorstellung gebunden sind; ist
die Kette der dunkeln Perlen, die gegenlber
den weiBen in der Mehrzahl sind, einmal ge-
bildet, so bleiben nurmehr die weillen ubrig
und verfligbar. Die Bildung zweier Hypothe-
sen (d. h. Kette A zuerst bilden, dann mit
Kette B vergleichen) ist erst in einem spéte-
ren Stadium operativen Denkens madglich,
durch welches das Ganze und seine Teile
aufeinander bezogen werden. An die Ge-
samtmenge (B) und gleichzeitig an die Teil-

mengen (A und A’) denken, setzt die Rever-
sibilitat des Denkens voraus. Diese ist nach
PIAGET keineswegs bei allen Schulanfan-
gern gegeben (PIAGET 1964, S. 57 ff.).

Die Bildung des Kardinalzahlbegriffs ist erst
madglich, wenn das Kind die logische Inva-
rianz von Mengen unabhangig von qualitati-
ven Unterschieden der Elemente und unab-
hangig von deren wahrnehmungsmaBiger
Anordnung erkennt, was wiederum die Re-
versibilitdt des Denkens voraussetzt. Nun
setzt der Aufbau des Zahlbegriffs nicht nur
die Operation der Kardination (den Kardinal-
zahlbegriff) voraus, sondern auch die Opera-
tion der Reihenbildung, d.h. die Einsichtin die
Anordnung der ganzen Zahlen als einer Ord-
nungsstruktur. Diese bildet die Vorausset-
zung fur den Aufbau des Ordinalzahlbegriffs.
Die fur die Zahlbegriffsbildung notwendige
Reihenbildungsoperation untersuchte PIA-
GET u. a. in einem Versuch, bei welchem
Kinder aus 10 verschieden langen Stab-
chen A bis K eine gleichméaBige Treppe bil-
den mufBten (Abb. 4). PIAGET fand, daf noch
5- bis 6jahrige Kinder zum Teil erhebliche
Schwierigkeiten in der Reihenbildungsope-
ration hatten. Der Grund liegt darin, daB je-
des Stabchen, das hinzugelegt wird, gleich-
zeitig unter der doppelten Beziehung be-
trachtet werden muB: «langer als das zuletzt
hingelegte» (B>A) und «kurzer als die noch
ubrig gebliebenen» B<<C, D, ...). Die Ope-
ration der Reihung gelingt erst, wenn die
Kinder die Transitivitat der GroBenbeziehung
(A< B<C) erkennen, eine Einsicht, Uber die
nach PIAGET nicht alle Schulanfanger ver-
fugen. Diese Einsicht ist aber eine Voraus-
setzung fur die Bildung des Ordinalzahlbe-
griffs und damit fur den Zahlbegriff erst
recht (PETTER 1966, S. 211 {f.).

Der Aufbau des Zahlbegriffs setzt voraus.
daB die Operationen der Kardination und
der Seriation zugleich mit denselben Ele-
menten vorgenommen werden, denn jedes
Element in der Folge der ganzen Zahlen ist
gleichzeitig Kardinalzahl und Ordinalzahl.
Die Synthese der Kardinierungs- und Rei-
henbildungsoperation im Aufbau des Zahl-
begriffs setzt nach PIAGET voraus, daB jede
der beiden Operationen uber léangere Zeit
zuerst getrennt geubt werden. Auf dieser
Grundlage erst gelangt das Kind zum Zahl-
begriff, der «zugleich die Reihenfolge im
allgemeinen wie auch die Gleichwertigkeit



im allgemeinen» ist (PIAGET 1964, S. 63).

Die dargestellten Versuche PIAGETs zur Ge-
nese der Zahl beim Kind zeigen einige Merk-
male und Bedingungen operativen Denkens.
Die Entwicklung des Denkens wird nur ver-
standlich vom Begriff der Operation her. Die
Entwicklungslinie des Denkens geht vom
wirklichen (irreversiblen) Handeln zum ver-
innerlichten Handeln (actions intériorisées),
das als Denkoperation reversibel wird. Hat
das Kind die Stufe operativen Denkens er-
reicht, so steht es nach PIAGET zuné&chst
auf der Stufe der konkreten Operationen: d.
h. das Kind ist fahig zu operativem Denken,
sofern dieses Denken ausgeht vom Operie-
ren mit gegebenem Material.

3.1.3. Es stellt sich nun die Frage, welche
Informationen (ber Lernvoraussetzungen
der Grundschuler fur den Mathematikunter-
richt sich aus den denkpsychologischen
Untersuchungen PIAGETs ergeben und wel-
che Entscheidungen uber Lernziele, Metho-
den und Medien durch diese Informationen
nahegelegt werden. Es muB vorausgeschickt
werden, daB PIAGET sich weitgehend auf
die denk- und entwicklungspsychologische
Problemstellung beschrankt hat. Eine didak-
tische Auswertung seiner Ergebnisse fur
den Mathematikunterricht versuchten u. a.
AEBLI (1968), A. FRICKE (1964), Z. B. DIE-
NES/E. W. GOLDING (1970) und H. SKO-
WRONEK (1970). Die wichtigsten Informa-
tionen Uber Lernvoraussetzungen und einige
didaktische Konsequenzen sollen im folgen-
den in einigen Punkten zusammengefaBt
werden:

a. Der erste Mathematikunterricht darf den
Zahlbegriff nicht voraussetzen, auch wenn
die Kinder bereits zahlen konnen.

b. Durch Zahlen gelangt das Kind nicht zum
Zahlbegriff; Zahlen setzt lediglich eine asso-
ziative Verknupfung von Benennungen vor-
aus, der Zahlbegriff aber beinhaltet Opera-
tionen, die zuerst mit Gegenstanden ausge-
fuhrt werden mussen.

c. Veranschaulichungsmittel, die nur eine
passive visuelle Wahrnehmung der Zahlen
ermoglichen, sind wenig bedeutsam fur die
Bildung mathematischer Begriffe. Der Zahl-
begriff bildet sich nicht durch schrittweise
Abstraktion von Form, Farbe und GréBe ver-
anschaulichender Gegenstande, wie es Ver-
treter der Wahrnehmungs- und Gestalt-

psychologie behauptet haben, sondern
durch Operationen. (Im Gegensatz zu den
Operationsstabchen fihren etwa die farbi-
gen Strukturstabchen in KERNs Rechenka-
sten lediglich zu einem wahrnehmungsma-
Bigen Ablesen, einer «lecture perciptive».)
d. Der Aufbau eines mathematischen Be-
griffts (z. B. des Zahlbegriffs) bedarf der
handelnden Ausfihrung der ihn konstituie-
renden Operationen. Alle Operationen, die
einem Begriff oder Verfahren zugrunde lie-
gen, mussen die Kinder handelnd ausge-
fuhrt haben. Wesentlich ist im Mathematik-
unterricht nicht das Veranschaulichen im
visuellen Sinn, sondern das Handeln.

«Die Intelligenz ist ein System von Opera-
tionen, die ganze Mathematik ist ein System
von Operationen. Die Operation ist nichts
anderes als ein Handeln; es ist ein wirkli-
ches Handeln, das sich innerlich vollzieht
und ,reversibel’ geworden ist.» Darum mus-
sen Kinder auch zuerst mit wirklichem Mate-
rial gehandelt und operiert haben, ehe sich
ihre Handlungen verinnerlichen konnen
(PIAGET 1964, 72).

DIENES hat diesem Sachverhalt im sog.
«dynamischen Prinzip» Rechnung getragen,
wonach Kinder einen mathematischen Be-
griff lernen durch spielenden Umgang mit
den Elementen des Begriffs anhand von
strukturiertem Material. Das Handeln und
Spielen mit Material ist als solches irrever-
sibel, wird aber reversibel im Denken und
damit quantitativ begriffsbildend (DIENES
1965, 31-48).

e. Die Bildung mathematischer Begriffe er-
folgt nicht im Sinne plotzlicher Einsicht, son-
dern ist abhangig von vielfdltigen und oft
langwierigen Lernprozessen. Der Einsicht in
mathematische Begriffe voraus geht eine
Phase probierenden Handelns, wobei der
Variation der Problemstellung entscheiden-
de Bedeutung zukommt (Prinzip der mathe-
matischen Variabilitat nach DIENES 1970,
46).

f. Im Mathematikunterricht sollten stets gan-
ze Systeme von Operationen und Umkehr-
operationen, zusammengehorige Begriffe
und Verfahren unter Beobachtung ihrer
wechselseitigen Beziehung gleichzeitig und
geschlossen erarbeitet werden. Es geht um
die «operative Gesamtbehandlung einer ma-
thematischen Einheit» (FRICKE 1964, 92). Es
widerspricht dem AufbauprozeB operativer
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Denkstrukturen, mathematische Lernstoffe
allzu sehr in Teilgebiete zu zergliedern und
diese je getrennt von der Veranschaulichung
zur Abstraktion zu fuhren. Durch die Ge-
samtbehandlung mathematischer Einheiten
wird der Gefahr des eingleisigen stereotypen
Denkens und der Ausbildung blinder mecha-
nistischer Rechenverfahren entgegenge-
wirkt. DIENES konnte in seinen Untersu-
chungen zum mathematischen LernprozeB
nachweisen, daB das methodische Prinzip
des Elementarisierens fir den Mathematik-
unterricht nur beschrénkte Giltigkeit hat. Es
ist nach ihm haufig besser, dem Schuler die
umfassendere kompliziertere Struktur ein-
sichtig zu machen, weil damit die einfache-
ren Strukturen ebenfalls einsichtig und nicht
blind gelernt werden (Theorie vom «tiefen
Ende», DIENES/JEEVES 1968, 107-110). In
analoger Weise dlrften mathematische Be-
griffe und Operationen einsichtiger erfaBt
werden, wenn sie nicht isoliert, sondern im
Zusammenhang mit verwandten Begriffen
und Operationen eingefthrt und unter Vari-
ierung der Problemstellung geubt werden.

3.2. Schichtenspezifische und persénlich-
keitsbedingte Voraussetzungen:

Wir haben versucht, aufgrund entwicklungs-
und denkpsychologischer Untersuchungen
einige Lernvoraussetzungen der Grundschu-
ler fir Mathematikunterricht zu ermitteln und
einige didaktische Konsequenzen anzudeu-
ten. Diese fiir die Entscheidung uber Lern-
ziele, Methoden und Medien notwendigen
Informationen bedirfen der Erganzung und
Relativierung durch Informationen Uber
schichtenspezifische Merkmale und person-
lichkeitsbedingte Differenzen der Schdiler.
AufschluBreich sind in diesem Zusammen-
hang die vorliegenden Ergebnisse des
Frankfurter Mathematik-Projekts: die Erhe-
bung der Lernvoraussetzungen betrafen u.
a. Merkmale der Kinder aus verschiedenen
sozio-Okonomischen Schichten sowie ein-
zelne Dimensionen ihrer Ausgangsintelli-
genz. — Die moglichst umfassende Erhebung
der schichtenspezifischen und personlich-
keitsbedingten  Lernvoraussetzungen ist
nicht nur bedeutsam fur Entscheidungen
Uber Lernziele und die methodische Organi-
sation des Unterrichts, sondern auch fur Fra-
gen der Evaluation: Wie wirkt sich moderner
Mathematikunterricht gegenuber dem tradi-

tionellen Rechenunterricht aus auf Kinder
verschiedener sozialer Herkunft? Welche
kognitiven Lernstile werden besonders ge-
fordert? Welche kognitiven Leistungen wer-
den vernachlassigt? Welche Auswirkungen
ergeben sich flr das sprachliche Verhalten
der Kinder? (BAUERSFELD/WEIS/WOLFF
1971).

Informationen uber schichtspezifische Diffe-
renzen wurden in bisherigen Lehrplanrefor-
men kaum berucksichtigt. Sie erweisen sich
aber als unabdingbar notwendige Voraus-
setzung fur die didaktische Planungsarbeit
in einem demokratisch verstandenen Schul-
wesen. Soll die Schule nicht weiterhin privi-
legierte Institution der Mittelschicht sein, so
muf sie sich vermehrt auch an den Lernvor-
aussetzungen und am Leistungsverhalten
der Unterschichtkinder orientieren. Fur un-
seren Zusammenhang heiBt dies konkret,
daB Unterschiede in kognitiven Leistungen,
im Sprachverhalten und im Sozialverhalten,
welche durch schicht-spezifische Faktoren
bedingt sind, in Entscheidungen uber Lern-
angebot und Lernorganisation berucksich-
tigt werden mussen (ROLFF 1967, ROEDER
1967, AEBLI 1969, BERNSTEIN 1959).

Il. Didaktische Entscheidungen

Die Informationen uUber soziokulturelle Ge-
gebenheiten (1.), uber die fachspezifische
Struktur der Mathematik (2.), und uber die
Lernvoraussetzungen der Schuler (3.) bilden
die Basis fur die Entscheidungen uber Lern-
ziele, Methode und Medien. Der Begriff der
Entscheidung legt nahe, daB es sich hier
nicht um eine Deduktion aus fachspezifi-
schen, denkpsychologischen u. a. Gegeben-
heiten handeln kann, sondern daB stets ver-
schiedene Alternativen denkbar sind, Mathe-
matikunterricht zu planen, zwischen welchen
man wahlen muf.

4. Fachdidaktischer Kommentar (Leitideen)
Der erste Bereich der Entscheidungen be-
trifft die Grundsatze oder Leitideen flr den
Mathematikunterricht, welche in Anlehnung
an die ermittelten Informationen formuliert
werden. Insbesondere die Informationen
uber fachspezifische Gegebenheiten und
Lernvoraussetzungen der Schuler legen ei-
ne Reihe von Leitideen nahe, die im folgen-
den an Beispielen dargelegt werden sollen.



4.1. Denkspsychologisch orientierte Leit-
ideen:

Als Beispiele fur denk- und lernpsycholo-
gisch orientierte Leitideen sollen hier einige
Prinzipien angefiihrt werden, welche DIE-
NES - unter Berlcksichtigung der Fach-
struktur der Mathematik — im AnschluB3 an
PIAGET formuliert hat:

—Jede mathematische Struktur oder Idee
soll auf vielfaltige Art dargeboten werden:
Prinzip der Variation der Veranschaulichung.
— Das Auffassungsvermogen der Kinder soll
moglichst vielseitig angesprochen werden:
Prinzip der Variabilitat der Wahrnehmunag.
Jede Beschrankung auf nur ein Material
hemmt den Abstraktionsvorgang und begin-
stigt assoziative Schrankenbildung.

— Mathematische Konzepte kénnen Kinder
leichter abstrahieren, wenn alle Variablen
haufig geandert werden (z. B. Einsicht in das
Dezimalsystem durch Einfihrung anderer
Stellenwertsysteme): Prinzip der mathemati-
schen Variabilitat.

— Das Kind soll durch Manipulation mit kon-
kretem Material mathematische Sachverhal-
te induktiv entdecken lernen: Prinzip des
konstruktiven Denkens usw.

Diese vier von DIENES angefuhrten Prinzi-
pien haben lediglich Beispielcharakter; sie
bedirfen der Ergadnzung durch Leitideen
Uber die Motivation der Schiiler, die Art
der Berlicksichtigung schichtspezifischer
Unterschiede der Schiuler u.a.m.

4.2. Fachspezifische Leitideen:

Leitideen, die sich an den fachspezifischen
Gegebenheiten orientieren, sollen auch an
einigen Beispielen dargelegt werden. Diese
Leitideen konnen freilich nicht isoliert von
den Lernvoraussetzungen und den soziokul-
turellen Gegebenheiten bestimmt werden.

— Der Mathematikunterricht fordert das Den-
ken in Strukturen, indem er die Kinder
die verschiedenen Situationen und Darstel-
lungen gemeinsamer Strukturen madglichst
selbstandig entdecken 1aBt.

— Ein spezifisches Ziel des Mathematikunter-
richts besteht im Erlernen einer stark sym-
bolisierten Sprache.

— Der Weg flihrt vom Operieren mit Material
zunachst zum Verbalisieren und zur Erfin-
dung einer den Problemen angemessenen
Zeichensprache. Erst in einem dritten Schritt

wird die mathematische Symbolsprache ein-
geflhrt.

— Eine erste Einfuhrung in naive Mengenleh-
re und Logik gehodrt zur mathematischen
Grundbildung.

— Die naive Mengenlehre bildet die Grund-
lage fur die Erarbeitung und das Verstand-
nis zahlreicher mathematischer Begriffe und
Operationen. So werden Zahlbegriff und
arithemtische Operationen mengentheore-
tisch begrundet (die Zahl als gemeinsame
Eigenschaft gleichméachtiger Mengen, Ope-
rationen aus Mengenoperationen).

— Die Einsicht in verschiedene Stellenwert-
systeme fordert das Verstandnis fur das De-
zimalsystem usw. usw.

Die Leitideen missen im einzelnen spezifi-
ziert und begriindet werden. Wenn im fol-
genden Abschnitt die Frage nach den Lern-
zielen gestellt wird, so dienen die Leitideen
bei der Ermittlung und Entscheidung uber
Lernziele gleichsam als eine Art Richt-
schnur.

5. Lernziele

Mit der Bestimmung der Leitideen werden
bereits die ersten Entscheidungen getroffen.
Allerdings sagen diese Entscheidungen
noch wenig Konkretes fiir den Unterricht
aus, da die Leitideen meist sehr allgemein
und relativ vage formuliert sind. Die Konkre-
tisierung erfolgt erst im Zusammenhang der
Entscheidungen uber Lernziele und Stoffin-
halte. Dieser Abschnitt beschaftigt sich zu-
nachst mit der Ermittlung von Lernzielen
und der Entscheidung Uber Lernziele, so-
dann mit der Frage der Operationalisierung
und Klassifizierung von Lernzielen.

5.1. Ermittlung von Lernzielen und Entschei-
dung uber Lernziele:

Es besteht eine spezifische Gefahr bei jeder
Revision eines Unterrichtsfaches, daB die
Auswahl der Lernziele und Stoffinhalte weit-
gehend willkurlich erfolgt aufgrund persédn-
licher Erfahrungen und einseitiger Praferen-
zen der mit der Revision beauftragten Ent-
scheidungstrager. Um den Auswahlprozef
von diesen u. a. unkontrollierten subijektiven
Einflissen zu befreien und damit transpa-
renter zu gestalten, ist es erforderlich, zu-
nachst ein breites Spektrum maoglicher alter-
nativer Lernziele anzustreben. Fir die Er-
mittlung einer moéglichst umfassenden Ge-
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samtmenge alternativer Lernziele bieten sich
verschiedene Verfahren an:

— Berlcksichtigung einzelner
projekte

— Analyse neuerer Lehrplane zum Mathema-
tikunterricht

— Ermittlung der Lernziele von Lehrmitteln
fur moderne Mathematik

— Analyse und Vergleich der Wirkung tradi-
tionellen Rechenunterrichts und des moder-
nen Mathematikunterrichts in Schulversu-
chen

— Arbeitsplatzanalyse (Analyse von in der ge-
genwartigen und kunftigen Berufswelt ge-
forderten mathematischen Leistungen)

— Befragung von Experten der Mathematik,
der weiterfuhrenden Schulen usw. (siehe Ab-
schnitt 1)

- Fachwissenschaftliche Ableitung von Lern-
zielen

— Erfindung von Lernzielen in Gruppendis-
kussion oder individuell (vgl. FLECHSIG
1969/70, FLECHSIG 1970).

Wir haben z. B. versucht, mittels einer Ana-
lyse neuerer franzdésischer, schweizerischer,
deutscher und schwedischer Lehrplane zum
Mathematikuntericht der Grundschule Lern-
ziele zu ermitteln. Die Analyse ergab eine
Fialle von Lernzielalternativen; sie brachte
zum BewuBtsein, wie unterschiedlich Ent-
scheidungen Uber Leitideen, Lernziele und
Stoffinhalte getroffen werden, obschon die-
sen Entscheidungen dieselben oder doch
ahnliche Informationen zugrundeliegen.
Die Ermittlung alternativer Lernziele verhin-
dert, daB Entscheidungen flr bestimmte
Lehrplane oder Lehrmittel vorschnell und
willklrlich getroffen werden; sie weckt in
den Entscheidungstragern ein kritisches Be-
wuBtsein fur die Auswahlprozesse und [aBt
nach Kriterien suchen, welche die Entschei-
dungsprozesse rational gestalten helfen.

Flr den ProzeB der Entscheidung uber Lern-
ziele hat FLECHSIG ein theoretisches Mo-
dell entwickelt, das sich als Versuch ver-
steht, die verschiedenen Determinanten der
Auswahl von Lernzielen zu systematisieren
(FLECHSIG 1970). In Anlehnung an dieses
Modell, das hier nicht weiter erlautert wer-
den soll, kann die Entscheidung uUber Lern-
ziele des Mathematikunterrichts als ProzeB3
verstanden werden, der darin besteht, daB
verantwortliche Entscheidungstrager (z. B.
Mitglieder einer Lehrplankommission) nach

Mathematik-

bestimmten Regeln aus der Gesamtmenge
alternativer Lernziele eine Teilmenge von
Lernzielen auswahlen, wobei diese Auswahl
sich einerseits abstlitzt auf Informationen
uber soziokulturelle Gegebenheiten (Ab-
schnitt 1) und Uber die Lernvoraussetzungen
der Schiler (Abschnitt 2), andererseits be-
einfluBt ist durch personliche Praferenzen
einzelner Entscheidungstrager hinsichtlich
dger Lernziele, Methoden und Medien des
Mathematikunterrichts.

Mit dem Hinweis auf die Praferenzen einzel-
ner Entscheidungstrager als bestimmender
Faktor der Auswahl von Lernzielen ist auch
bereits angedeutet, wie wesentlich die Frage
ist, wer Entscheidungen vornimmt. Die Wahl
bestimmter Entscheidungstrager sowie die
Zusammensetzung des Entscheidungsgre-
miums bestimmt zum voraus die Richtung
der Lernzielentscheidungen. Wirden z. B. in
ein Gremium, das Uber die Revision des Ma-
thematikunterrichts der Volksschule zu ent-
scheiden hat, v. a. Lehrer gewahlt, die noch
kaum Einblick haben in die Gebiete der nai-
ven Mengenlehre und der Logik, so wurden
die Lernzielentscheidungen wohl eher die
FortfGhrung eines traditionellen Rechenun-
terrichts begunstigen. Im ubrigen ist die
Wahl einer heterogenen Gruppe von Ent-
scheidungstragern einem konformen Gre-
mium von Entscheidungstragern vorzuzie-
hen, weil die Lernzielentscheidung in der
heterogenen Gruppe weit eher eine Klarung
der Standpunkte der einzelnen Mitglieder
notwendig macht. FLECHSIG betont in die-
sem Zusammenhang, wie entscheidend die
Klarung der eigenen Positionen (Praferen-
zen) der Entscheidungstrager ist, will man
den AuswahlprozeB transparenter gestalten
und damit optimieren.

5.2. Operationalisierung und Klassifizierung
von Lernzielen:

Entscheidungen uber Lernziele sind nur
moglich, wenn diese eindeutig und prazise
formuliert werden (Problem der Operationa-
lisierung) und wenn die einzelnen alternati-
ven Lernziele auch wirklich als Alternativen
auf der gleichen Ebene formuliert sind (Pro-
blem der Klassifizierung). Im allgemeinen
sind die Zielangaben in unseren Lehrplanen
sehr vage und vieldeutig. So heiBt es z. B.
in einem st. gailischen Lehrplan zum Schul-
fach Rechnen (1958):



«Der Schuler ist im mathematischen Denken
auszubilden und damit zu befahigen, rechne-
rische Probleme zu erfassen und Aufgaben,
die das Leben im allgemeinen stellt, selb-
standig zu l6sen. Die Kenntnisse uber Zahl-
system und Grundoperationen werden ver-
tieft. Grundoperationen und burgerliche Re-
chenarten sind bis zu einer angemessenen
Fertigkeit zu uben, ebenso auch das Kopf-
rechnen und Schéatzen. Wichtig ist, daB der
Schiler lernt, sich kurz und eindeutig aus-
zudricken und das ErfaBte auch schriftlich
knapp, sorgfaltig und ubersichtlich darzu-
stellen.»

Diese Zielangabe gibt keine Auskunft uber
Art und Schwierigkeitsgrad der rechneri-
schen Probleme, die der Schiler erfassen
und ldsen soll. Es bleibt offen, welche Auf-
gaben «das Leben im allgemeinen stellt»
und welche Fertigkeit bezlglich Grundre-
chenoperationen und burgerlichen Rechen-
arten als «angemessen» zu bezeichnen ist.
Es bleibt im einzelnen unklar, welche Ziele
der Lehrer im Rechenunterricht erreichen
soll. Und es ist u. a. eine Folge solch vager
Zielformulierungen, daB objektive Lernkon-
trollen durch Prifungen nicht durchfihrbar
sind und daB damit die Selektion der Schii-
ler aufgrund von Zufalligkeiten erfolgt.

Der Schwerpunkt unserer Lehrplane liegt
nicht in einer Prazisierung der Unterrichts-
ziele, sondern in der Aufzahlung der zu be-
handelnden Lehrstoffe. Damit wird eindeutig
«die Tendenz gefdrdert, die Bedeutung der
Lehrinhalte zu Uberschatzen und Kenntnisse
stofflicher Art als Selbstzweck anzusehen,
jedoch auch die Fahigkeiten zu vergessen,
die mit ihrer Hilfe erreicht werden sollen. Es
ist uberhaupt zu bemerken, daB im Lehrplan
fur viele Gebiete entweder sehr allgemeine
Ziele oder konkrete Lehrstoffe angegeben
werden. Dazwischen klafft eine Llcke, die
mit den operationalisierten Lehrzielen kom-
plexerer Art auszufiillen ware». (MESSNER/
POSCH 1969, 40)

Ebenso wichtig wie die Erstellung eines Ka-
talogs von Stoffinhalten, die im Mathematik-
unterricht behandelt werden sollen, ist die
Frage, was der Schiler denn eigentlich kon-
nen soll, der mit diesen Lerninhalten kon-
frontiert wurde. Mit der Bestimmung der
Stoffinhalte muBten demnach insbesondere
im Bereich des Mathematikunterrichts immer
folgende Fragen beantwortet werden: Wel-

che Leistungen werden vom Schuler im Zu-
sammenhang einzelner Lerninhalte gefor-
dert? Welche Aufgaben soll der Schiler im-
stande sein zu I16sen? Die Beantwortung der
gestellten Fragen fordert eine Operationa-
lisierung der Lernziele: Operationalisierte
Lernziele umschreiben in Kategorien beob-
achtbaren Schulerverhaltens (MAGER 1969)
oder in Form einer Aufgabenbeschreibung
(FLECHSIG 1969/70) das Endverhalten des
Schiilers, d. h. sie beschreiben, was der
Schiiler tun kénnen muB, wenn er das in-
tendierte Lernziel erreicht hat.

Damit ist auch eine erste grobe Klassifika-
tion der Lernziele gegeben: die Lerninhalte
gehdren zur Inhalts- oder Themenklasse der
Stoffziele, die operationalisierten Lernziele
(formuliert z. B. als Aufgabenbeschreibung)
zur Funktionsklasse der Verhaltensziele. Die
Bestimmung der Lernziele fur den Mathema-
tikunterricht muB demnach stets in zwei Di-
mensionen erfolgen: in der Dimension der
Stoffziele und in der Dimension der Verhal-
tensziele. Die Stoffziele werden weitgehend
fachdidaktisch begrindet. Im Bereich des
Mathematikunterrichts umfassen sie z. B.
Begriffe wie Menge, Element, Schnittmenge,
Leermenge, Operationen wie Vereinigung,
Durchschnitt, algebraische Begriffe wie Glei-
chung, Ungleichung, Relation oder geome-
trische Begriffe wie Wirfel, Dreieck, Kugel
usw. (vgl. MAIER, 1970, 213-224). Aus diesen
Beispielen geht hervor, daB eine weitere
Klassifizierung der Stoffziele nach fachwis-
senschaftlichen Kriterien erfolgt. — Die Ver-
haltensziele beziehen sich auf Lernleistun-
gen (z. B. mathematische Begriffe abstrahie-
ren, mit Mengen oder Zahlen operieren,
Sachverhalte symbolisieren, Probleme 16-
sen, Strategien entwickeln usw.); sie bediir-
fen einer psychologischen Begriindung und
Klassifizierung. Den umfassendsten bishe-
rigen Versuch, die Lernleistungen vom ver-
haltenstheoretischen Ansatz her zu klassifi-
zieren, bilden die Taxonomien von BLOOM,
KRATHWOHL und Mitarbeitern (BLOOM
1956, KRATHWOHL u. a. 1964). Die Autoren
dieser Taxonomien haben eine Klassifizie-
rung der Lernleistungen (moglicher Verhal-
tensziele) fur drei unterscheidbare Bereiche
menschlichen Verhaltens vorgenommen: fir
den kognitiven Bereich des Wissens und der
intellektuellen Fahigkeiten und Fertigkeiten,
fir den affektiven Bereich der Interessen,
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Einstellungen und Haltungen sowie fir den
psychomotorischen Bereich der motorischen
Fertigkeiten. Die Taxonomien des fir den
Mathematikunterricht besonders relevanten
kognitiven Bereichs umfassen in hierarchi-
scher Ordnung sechs Kategorien zunehmen-
der Komplexitat, die von Leistungen ein-
facher Reproduktion bis zu komplexen Lei-
stungen des Problemlosens und Begrindens
reichen. Wir verweisen auf die teilweise ge-
kurzten Darstellungen der Taxonomien in
deutscher Ubersetzung bei MESSNER (1969),
BLANKERTZ (1969) und MOLLER (1969).
Die Taxonomien von BLOOM und seinen
Mitarbeitern sind primar fur die Bedurfnisse
der Leitsungsmessung in der Schule ge-
schaffen worden; sie ermdglichen eine ein-
deutige und einheitliche Klassifikation schu-
lischer Lernleistungen auf verhaltenstheore-
tischer Grundlage. — Es bestehen neben
BLOOMs Taxonomien eine Reihe weiterer
Modelle fur die Klassifizierung von Lernzie-
len; es sei hier lediglich auf den Versuch
GAGNEs hingewiesen, ein Versuch, der in-
soweit Uber BLOOM hinausgeht, als GAGNE
nicht nur Lernleistungen (im Sinne des End-
verhaltens) klassifiziert hat, sondern auch
die Lernprozesse, die zu bestimmten Lern-
leistungen flihren, fiir den kognitiven Bereich
nach einem hierarchischen Schema geord-
net hat (GAGNE 1970).

Es stellt sich nun die Frage nach der didak-
tischen Bedeutung der Taxonomien fur die
Planung des Mathematikunterrichts, insbe-
sondere fir die Bestimmung der Lernziele.
Wir haben bereits darauf hingewiesen, daB
man den Mathematikunterricht der Volks-
schule nicht revidieren und verandern kann
mit einer bloBen Neufassung des Stoffkata-
logs, in welchen nun auch die Bereiche der
Mengenlehre und Logik aufgenommen sein
wollen. Vielmehr geht es um die Frage, was
denn der Schuler Neues und Anderes lernen
soll, welche Lernprozesse ingang gebracht
und welche Leistungen intendiert werden.
Das heifit, es geht um die Bestimmung der
Verhaltensziele, die in der Auseinanderset-
zung mit den verschiedenen Lerninhalten er-
reicht werden sollen. In diesem Zusammen-
hang ermdéglichen die Taxonomien eine pra-
zisere Beschreibung der geforderten Ver-
haltensformen und Leistungen der Schiler,
die der Mathematikunterricht aufbauen soll.
Ein Beispiel: Nehmen wir an, der Stoffkata-

log fir den Mathematikunterricht des zwei-
ten Schuljahres beinhalte das Stoffziel «Di-
vision»; erst durch das zugeordnete Verhal-
tensziel wird eindeutig festgelegt, ob es
(nur) darauf ankomme, daB der Schuler die
Division als Rechenverfahren zu speichern,
zu reproduzieren und anzuwenden imstande
sei, oder ob vielmehr die Einsicht des Schi-
lers in die Division als einer mathematischen
Operation intendiert wird. In diesem Sinn ist
bei der Bestimmung der Lernziele jedem
Stoffziel ein Verhaltensziel zuzuordnen, das
prazis umschreibt, was der Schiler an den
einzelnen Stoffinhalten eigentlich lernen
soll.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnittes ge-
sagt, daf die Formulierung der Leitideen be-
reits erste fachlich wie psychologisch be-
grindete Entscheidungen uber den Mathe-
matikunterricht beinhalte. Diese Entschei-
dungen, die zunachst allgemein und noch
mehrdeutig sind, konkretisieren sich in Ent-
scheidungen Uber Lernziele in den Dimen-
sionen der Stoffinhalte (Themenklasse) und
der Verhaltensziele (Funktionsklasse). Wer-
den zudem zu jedem Themenbereich schlieB3-
lich eine Reihe von Testaufgaben fur die ob-
jektive Prifung des Lernerfolges konstruiert,
so ergibt sich fur die Bestimmung der Lern-
ziele im Sinne der Operationalisierung eine
Spezifizerung auf vier Ebenen (FLECHSIG
1969/70): Lernziele werden formuliert

1. als Leitideen (z. B. «Herleitung des Zahl-
begriffs aus gleichmachtigen Mengen»),

2. als Stoffziele (fachwissenschaftlich be-
grindete Begriffe und Operationen wie «Ver-
gleich von Mengen durch Zuordnung»,
«Gleichmachtigkeit von Mengen», «Pfeildia-
gramm», «Kardinalzahlbegriff»)

3. als Verhaltensziele im Sinne einer Aufga-
benbeschreibung (z. B. «<Der Schuler soll im-
stande sein, zwischen zwei gleichmachtigen
Gegenstandsmengen mit hochstens & Ele-
menten paarweise eine Zuordnung der Ele-
mente vorzunehmen und diese Zuordnung
zeichnerisch darzustellen.»)

4. als Testaufgaben.

Im ProzeB der Operationalisierung konkreti-
sieren sich die Lernziele soweit, daB die an-
gestrebten Leistungen in den einzelnen
Items der Testaufgaben schlieBlich objektiv
feststellbar und meBbar werden. Diesen Pro-
zeB zu realisieren, ist zwar eine miuhsame



und zeitraubende Arbeit; er bietet aber die
Moglichkeit, die Kluft zwischen alilgemeinen
und mehrdeutigen Bildungszielen einerseits
und Stoffplanen andererseits in den Lehrpla-
nen zu schlieBen und dem Unterricht kon-
krete und wirksame Zielvorstellungen vor-
anzustellen. Zudem wird sich im letzten Ab-
schnitt Uber Evaluation erweisen, daB eine
empirische Uberprifung des Unterrichts illu-
sorisch ist, wenn nicht prazise Lernziele
vorliegen.

6. Methode

Entscheidungen lber Lernziele betreffen das
«Was» des Unterrichts, Entscheidungen tber
die Methode das «Wie». Diese Aussage muB
gleich eingeschrankt werden: methodische
Entscheidungen dirfen die Zielfrage nicht
ausklammern, sie implizieren haufig selbst
Lernzielentscheidungen. Wenn etwa fiir den
modernen Mathematikunterricht ein Abbau
des Frontalunterrichts zugunsten gruppen-
bezogener Unterrichtsformen gefordert wird,
so verbindet sich mit dieser Forderung die
Zielvorstellung einer vermehrten Selbsttatig-
keit und Kooperationsfahigkeit der Schiiler.
— In diesem Abschnitt sollen einzelne Aspek-
te methodischer Entscheidungen knapp skiz-
ziert werden; sie betreffen vier Bereiche:
die GroBgliederung des Unterrichts, die
Gliederung der Unterrichtseinheiten, die So-
zialformen des Unterrichts und die tech-
nisch-organisatorischen Probleme.

6.1. Die GroBgliederung des Unterrichts

Mit der GroBgliederung des Unterrichts wird
die Anordnung bezeichnet, nach welcher die
Lernstoffe Uber ein oder mehrere Jahre ver-
teilt werden. Nehmen wir an, der Stoffkata-
log fur den Mathematikunterricht der Grund-
schule (Klassen 1-6) umfasse die vier The-
menbereiche «Mengen», «Zahlen», «Zahl-
systeme», «GréBen» und «Geometrie»; es
ware sinnwidrig, diese Themenbereiche im
Unterricht in linearer Abfolge zu behandeln.
Vielmehr drangt sich eine Anordnung der
Inhalte nach dem Modell der konzentrischen
Kreise auf. Darnach lieBen sich z. B. die
Lerninhalte der naiven Mengenlehre so glie-
dern, daB einer ersten Stufe Erfahrungen
durch Spiele und vormathematisches Verba-
lisieren», einer zweiten Stufe das «mathema-
tische Verbalisieren und Symbolisieren» und
einer dritten Stufe die «Vertiefung mengen-
theoretischer Begriffe und Operationen und

ihre Anwendung» zugeordnet wulrde. Die
GroBgliederung der Inhalte nach dem Mo-
dell konzentrischer Kreise setzt eine stufen-
Ubergreifende vertikale Planung voraus.

6.2. Die Gliederung der Unterrichtseinhei-
ten:

Unterrichtseinheiten sind thematisch ab-
grenzbare Einheiten, die meist mehrere Un-
terrichtsstunden beanspruchen. Sie gliedern
sich nach sachlogischen und psychologi-
schen Kriterien. Wir verweisen in diesem
Zusammenhang auf DIENES, der unter dem
Begriff des «Lernzyklus» ein sachlich wie
lernpsychologisch begriindetes Modell fir
die Gliederung der thematischen Einheiten
im Mathematikunterricht geschaffen hat
(DIENES/GOLDING 1970, 85-94).

6.3. Sozialformen des Unterrichts:

Es sind v. a. zwei Grinde, die DIENES be-
wogen haben, fir den modernen Mathema-
tikunterricht den Kleingruppenunterricht zu
fordern: der Kleingruppenunterricht ermég-
licht eine weitgehende Individualisierung
und Differenzierung des Mathematikunter-
richts unter Berlicksichtigung der individuel-
len Lernvoraussetzungen der Schuler und er
fordert andererseits die Kooperationsbereit-
schaft der Kinder. DIENES fordert nach-
dricklich den Abbau direktiver Aktionsfor-
men des Lehrers, wie sie in fragend-entwik-
kelnden Verfahren des Frontalunterrichts
vorherrschen. Die Schuler sollen im Mathe-
matikunterricht selbstandig Entdeckungen
machen, indem sie einzeln oder in Gruppen
mit vielfaltigen Problemen konfrontiert wer-
den (DIENES 1970). Dieser Unterricht ver-
langt aber die Bereitstellung von Lehr- und
Lernmitteln, welche die Lernprozesse der
Schiler anregen und lenken.

6.4. Die technisch-organisatorischen
Fragen:

Die technisch-organisatorischen Fragen, die
sich im Zusammenhang eines arbeitsmittel-
intensiven Kleingruppenunterrichts stellen,
bediirfen einer sorgfaltigen Planung und L&-
sung. Diese Fragen sind keineswegs Neben-
sache, vielmehr hangt der Lernerfolg zu ei-
nem nicht unerheblichen Teil von zweckma-
Bigen technischen Einrichtungen und der Art
und Weise der Organisation des Unterrichts
ab.
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7. Medien

Unter Medien werden Lehrmittel (Lehrgéan-
ge), Spiel- und Arbeitsmaterialien, Arbeits-
karten, Arbeitsblatter usw. verstanden. Wir
haben eingangs gesagt, daB eine Revision
des Mathematikunterrichts in der Volksschu-
le nicht durch die unreflektierte Wahl und
und EinfUhrung bestehender Lehr- und Lern-
mittel zu realisieren sei. Lehrmittel beinhal-
ten meist sehr detaillierte Entscheidungen
Uuber Lernziele, Inhalte und Fragen der me-
thodischen Organisation, Gber deren didak-
tische Begrundung man in der Regel nur
wenig erfdhrt. Solche Lehrmittel vorschnell
und unbesehen einzufiihren, kommt einem
Verzicht auf didaktische Planung gleich.
Was die bestehenden Medien zum Mathe-
matikunterricht betrifft, so ist ihr Angebot in
den letzten Jahren betrachtlich angewach-
sen; es bedarf zu ihrer sorgfaltigen Beurtei-
lung eines umfassenden Kriterienschemas,
das auch geeignet ist, die Zielvorstellungen
und methodischen Konzeptionen, die den
Medien zugrunde liegen, im einzelnen auf-
zudecken und zu prifen. Lehrmittel, die kei-
nerlei Angaben enthalten iber die Lernvor-
aussetzungen der Adressaten, uber die Lern-
ziele, Uber die fachspezifische Konzeption
und Uber Evaluationsergebnisse sollten in
die Schule keinen Eingang finden.

Die Entwicklung neuer Medien wird sich
dann als notwendig erweisen, wenn keines
der bestehenden Lehr- und Lernmittel der
eigenen didaktischen Konzeption entspricht.
Aus dem bisher gesagten wird offensicht-
lich, daB weder ein Mathematiker noch ein
mit der modernen Mathematik vertrauter
Lehrer imstande sein wird, ein Lehrmittel im
Alleingang zu schaffen. Vielmehr bedarf es
dazu eines Teams, dem Mathematiker, Leh-
rer und die an der Entwicklung des Curricu-
lum beteiligten Fachexperten angehdren.
Wie das neu entwickelte Lehrmittel im ein-
zelnen geprift wird, ist eine Frage der Eva-
luation.

l1l. Evaluation

Es kann in diesem letzten Abschnitt nicht
darum gehen, ein fertiges Evaluationspro-
gramm zur didaktischen Planung des Mathe-
matikunterrichtes vorzulegen; ein solches
Programm kann erst im konkreten Zusam-
menhang eines Mathematikprojekts von den

an der didaktischen Planungsarbeit beteilig-
ten Fachexperten sowie von einer eigens
gebildeten Evaluationsgruppe entwickelt
werden. Hier sollen lediglich Begriff und
Formen der Evaluation geklart und einige
Aufgaben angedeutet werden, die der Eva-
luation innerhalb der Entwicklung eines Cur-
riculum fur den Mathematikunterricht zufal-
len.

Begriff und Funktion der Evaluation

Das im Begriff Evaluation enthaltene Wort
«value» deutet darauf hin, da3 etwas bewer-
tet werden soll. Nun wird in der Schule im-
mer schon bewertet, aber Gegenstand der
Bewertung ist ausschlieBlich die Schiler-
leistung. Evaluation umfaBt nun mehr als
Leistungsmessung und -beurteilung; es wird
zwar auch die Leistung der Schuler hin-
sichtlich der Lernziele gemessen, daruber
hinaus aber bezieht sich die Messung auf
folgende Fragen: Was leistet die Methode?
Was leisten die eingesetzten Medien? Was
die Lehrer? Was das dem Unterricht zu-
grunde liegende Curriculum usw.?
Evaluation zielt auf Sammlung, Verarbeitung
und Interpretation von Daten mit dem Ziel,
Lernziele zu revidieren, Methoden zu ver-
bessern, Lehr- und Lernmittel zu bewerten,
die Lehreraktivitat zu beurteilen, erfolgrei-
che resp. nicht erfolgreiche Adressatengrup-
pen zu ermitteln usw. Sie fordert einerseits
eine objektive Beschreibung der im Unter-
richt untersuchten Ereignisse und Wirkun-
gen, andererseits die Beurteilung der fest-
gestellten Tatsachen (HUHSE 1968, 167179,
WULF 1971, FLECHSIG 1969/70).

Formen der Evaluation

Unter den mannigfaltigen Formen der Evalua-
tion kommt der Unterscheidung von SCRI-
VEN in formative und summative Evaluation
besondere Bedeutung zu (SCRIVEN 1967).
Die formative Evaluation erfolgt wahrend
der Entwicklung des Curriculum und der zu-
gehorigen Lehr- und Lernmittel. So werden
etwa Arbeitsblatter zur Mengenlehre, die
zum entsprechenden Curriculumabschnitt
geschaffen wurden, im Sinne eines Vorver-
suchs an kleinen Schulergruppen erprobt,
ehe die endglltige Fassung entwickelt wird.
Es wird z. B. geprift, ob die intendierten
Lernziele erreicht wurden und welche nicht
intendierten Wirkungen (nichttriviale Effek-



te) feststellbar sind. Die Resultate fuhren zu
einer Revision nicht nur der besagten Ar-
beitsblatter, sondern vielleicht auch der
Lernziele oder der methodischen Anweisun-
gen. Es ist mit anderen Worten Aufgabe der
formativen Evaluation, mdglichst vielseitige
Informationen zu sammeln lUber die Wirkung
des in Entwicklung befindlichen Curriculum.
Durch die summative Evaluation (auch Pro-
dukt- oder Endevaluation) wird lediglich das
fertige Endprodukt geprift durch Messung
des Endverhaltens der Schuler. Im einzel-
nen laBt sich aus dem Resultat summativer
Evaluation schwer ermitteln, worauf be-
stimmte Lerneffekte zurlickzuflhren sind, ob
auf die Lernvoraussetzungen der Schiler,
auf die Eigenart verwendeter Medien, auf
das methodische Vorgehen oder andere
Faktoren. Die summative Evaluation kann
erst sinnvoll erfolgen, wenn zu Beginn des
zu evaluierenden Unterrichts das Eingangs-
verhalten der Schiiler erhoben wurde.

Auf die Darstellung weiterer Formen der
Evaluation soll hier verzichtet werden. Es sei
einzig noch darauf hingewiesen, daB man
bei der sog. vergleichenden Evaluation (z. B.
zwischen Lehrmitteln des traditionellen Re-
chenunterrichts und solchen des modernen
Mathematikunterrichts) unbedingt darauf
achten muB, ob die Ziele (in unserem Fall
der beiden Lehrmittel) dieselben sind. Die
Gefahr eines verfalschenden Resultates ist
groB, wenn eine vergleichende Evaluation
einseitig Ziele des neuen Lehrmittels be-
rucksichtigt, die im traditionellen Lehrgang
nicht intendiert sind; das neue Lehrmittel
wird sich sodann notwendig als besser er-
weisen.

Instrumente der Evaluation

Als Instrumente der Evaluation eignen sich
alle in der sozialwissenschaftlichen For-
schung verbreiteten Verfahren, also Tests,
Verfahren der Beobachtung, der Befragung
usw. FUr die formative Evaluation eines Cur-
riculums flir Mathematikunterricht durften
sich z. B. die Verfahren der Unterrichtsbeob-
achtung, Interviews, Fragebogen, lernziel-
orientierte Tests usw. eignen. In der summa-
tiven Evaluation ist darauf zu achten, daB
Tests nicht nur eingesetzt werden fiur die
Messung spezifisch mathematischer Lernlei-
stungen, sondern daB daruber hinaus auch
Instrumente zur Verfligung stehen fur die

Erhebung nichttrivialer Lerneffekte in den
Bereichen des Sprachverhaitens, der Ko-
operationsfahigkeit usw.

WULF weist darauf hin, daB «die vorhande-
nen Tests sich selten flr die Zwecke der
Evaluation eignen. Die meisten von ihnen
sind standardisierte Leistungstests, die zwar
zur Feststellung von individuellen Leistungs-
unterschieden bei Schulern geeignet sind,
nicht aber zur Evaluation eines Curriculum»
(WULF 1971, 180). Die standardisierten Lei-
stungstests messen mit anderen Worten den
relativen Stand des Einzelnen in der Gruppe,
sie sind normgruppenbezogen. Demgegen-
uber bedarf die Evaluation vermehrt lernziel-
orientierter Tests, deren Iltems die Lernziele
des Curriculum reprasentativ abdecken. Ent-
scheidend fur die Beurteilung des Resul-
tats ist dabei die quantitativ bestimmbare
Anndherung an die Lernziele. Lernzielori-
entierte Tests setzen aber voraus, daB3 die
Lernziele des Curriculum operationalisiert
sind; auf diesen Zusammenhang wurde im
Abschnitt Lernziele hingewiesen.

SchiuBbemerkungen

Das vorliegende didaktische Modell zur Re-
vision des Mathematikunterrichts stellt einen
Versuch dar, einige fur die didaktische Pla-
nung relevante Gesichtspunkte der Informa-
tionsgewinnung, der Entscheidungsprozesse
und der Evaluation zu erlautern. Es will die
Zusammenhange sichtbar machen, die zwi-
schen den einzelnen Bedingungen und Vari-
ablen des Mathematikunterrichts bestehen.
AbschlieBend sei nochmals betont, daB eine
nach den Intentionen des Modells konzipier-
te didaktische Planung eine rollende Revi-
sion des Unterrichts bedingt. Mit jeder Eva-
luation setzt eine neue Phase der Planung
ein: Informationen Uber soziokulturelle Ge-
gebenheiten und Uber die Lernvoraussetzun-
gen der Schiler werden prazisiert, korrigiert
oder erganzt; es wird sich weiter als not-
wendig erweisen, neue Entscheidungen zu
treffen uber die Lernziele, uber die Gliede-
rung und Strukturierung der Inhalte, Uber
methodische Fragen der Differenzierung
oder uber die Gestaltung der zu verwenden-
den Medien. Damit wird offensichtlich, daB
sich der Mathematikunterricht nicht zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt fur Jahre endgul-
tig planen und festlegen |4Bt, sondern einer
permanenten Revision bedarf.

838



839

Literaturverzeichnis

Das folgende Verzeichnis beinhaltet nur Literatur,
auf welche der Aufsatz unmittelbar Bezug nimmt.
Auf ein umfassenderes Literaturverzeichnis wird
verzichtet.

F. ACHTENHAGEN/P. MENCK (1970): Langfristige
Curriculumentwicklung und mittelfristige Curricu-
lumforschung. In: Zts. f. Pad. 3/70, 407—429.

H. AEBLI (1968): Uber die geistige Entwicklung
des Kindes. Stuttgart. 2. Auflage.

H. AEBLI (1968): Psychologische Didaktik. Stutt-
gart. 3. Auflage.

H. AEBLI (1969): Die geistige Entwicklung als
Funktion von Anlage, Reifung, Umwelt- und Er-
ziehungsbedingungen. In: Begabung und Lernen,
hg. H. ROTH. Stuttgart. 151—192.

B. BERNSTEIN (1959): Determinanten des Ler-
nens. In: Soziologie der Schule, hg. P. HEINTZ.
Koln.

H. BLANKERTZ (1969): Theorien und Modelle der
Didaktik. Minchen.

B. S. BLOOM (1956): Taxonomy of Educational
Objectives: Handbook I: Cognitive Domain. New
York.

W. BREIDENBACH (1969): Methodik des Mathe-
matikunterrichts in Grund- und Hauptschulen.
Hannover.

Z. P. DIENES/M. A. JEEVES (1968): Denken in
Strukturen. Eine psychologische Untersuchung
mathematischer Lernprozesse. Freiburg i. Br.

Z. P. DIENES/E. W. GOLDING (1970): Methodik
der modernen Mathematik. Freiburg.

Z. P. DIENES (1965): Aufbau der Mathematik.
Freiburg i. Br.

K.-H. FLECHSIG (1969/70): Leitfaden zum Kolleg
«Theorie des Unterrichts»; | Probleme der didak-
tischen Theorienbildung, Il Lehrplantheorie,
Il Adressatenthecrie, IV Evaluation. Unverdffent-
lichtes Manuskript. Konstanz.

K.-H. FLECHSIG u. a. (1970): Probleme der Ent-
scheidung iber Lernziele. Begrindung und Auf-
riB des Forschungsplanes zum LOT-Projekt. In:
Programmiertes Lernen 1/70, 1—32.

K.-H. FLECHSIG (1970): Die Bedeutung von Klas-
sifikations- und Kriteriensystemen fir die Auswahl
von Curriculumelementen. In: Kriterien in der
Curriculumkonstruktion, hg. K. FREY, 25—45.
Weinheim.

A. FRICKE (1964): Operatives Denken im Rechen-
unterricht als Anwendung der Psychologie von
Piaget. In: Rechenunterricht und Zahlbegriff, 73—
104. Braunschweig.

R. M. GAGNE (1970): Die Bedingungen des
menschlichen Lernens (aus dem Amerikan. Uber-
setzt). Hannover.

K. HUHSE (1968): Theorie und Praxis der Curri-
culumentwicklung. Studien und Berichte des In-
stituts flr Bildungsforschung in der Max-Planck-
Gesellschaft 13. Berlin.

D. R. KRATHWOHL/B. S. BLOOM/B. S. MASIA

(1964): Taxonomy of Educational Objectives:
Handbook Il: Affective Domain. New York.

J. LAUX (1969): Die Bildung des Zahlbegriffs in
den ersten drei Schuljahren. Stuttgart.

R. F. MAGER (1969): Lernziele und Programmier-
ter Unterricht. Weinheim. 9. Auflage.

H. MAIER (1970): Didaktik der Mathematik 1—9.
Sachlogische Analyse der Lehr- und Lernziele
fur die ersten neun Schilerjahrgange. Donau-
worth.

R. MESSNER/P. POSCH (1969): Lehrplan von mor-
gen. In: IBB 1 (1969), 31—52.

R. MESSNER (1970): Funktionen der Taxonomien
fir die Planung von Unterricht, Kritische Anmer-
kungen zur Verwendung der Taxonomien von
BLOOM, KRATHWOHL und ihren Mitarbeitern in
didaktischen Entscheidungsprozessen. In: Zts. f.
Pad. 6/70, 755—779.

C. MOLLER (1969): Technik der Lernplanung.
Weinheim.

K. E. NIPKOW (1971): Curriculumdiskussion. In:
Zts. f. Pad. 1/71, 1—10.

W. NEUNZIG/P. SORGER (1969): Einstieg in die
Mathematik. Freiburg i. Br.

R. OERTER (1967): Moderne Entwicklungspsycho-
logie. Donauwarth.

G. PETTER (1966): Die geistige Entwicklung des
Kindes im Werk von J. Piaget. Bern.

J. PIAGET (1964): Die Genese der Zahl beim
Kind. In: Rechenunterricht und Zahlbegriff. Braun-
schweig.

J. PIAGET/A. SZEMINSKA (1969): Die Entwick-
lung des Zahlbegriffs beim Kinde. Stuttgart. 2.
Auflage.

J. PIAGET (1967): Psychologie der Intelligenz.
Zirich. 3. Auflage.

S. B. ROBINSOHN (1971): Bildungsreform als Re-
vision des Curriculum. Darmstadt. 2. Auflage.

S. B. ROBINSOHN (1969): Ein Strukturkonzept fiir
Curriculumentwicklung. In: Zts. f. P4d. 6/69, 631—
653.

P. M. ROEDER u. a.
Schulerfolg. Heidelberg.
G. ROLFF (1967): Sozialisation und Auslese durch
die Schule. Heidelberg.

W. SCHULZ (1965): Unterricht — Analyse und
Planung. In: Unterricht — Analyse und Planung,
hg. P. HEIMANN/W. SCHULZ/G. OTTO, Hannover.
W. SCHULZ (1969): Unterrichtsplanung heute. In:
Unterrichtsplanung, hg. U. J. KLEDZIK. Hannover.
M. SCRIVEN (1967): The Methodology of Evalua-
tion. In: TAYLER/GAGNE/SCRIVEN: Perspectives
on Curriculum Evaluation. Chicago.

H. SKOWRONEK (1970): Psychologische Grund-
lagen einer Didaktik der Denkerziehung. Hanno-
ver. 2. Auflage.

J. WITTMANN (1958): Einfuhrung in die Praxis des
ganzheitlichen Gesamtunterrichts, insbesondere
des ganzheitlichen Rechenunterrichts im 1. Schul-
jahr. Dortmund.

(1967): Sozialstatus und



	Zur Revision des Mathematikunterrichts : ein didaktisches Modell

