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in engem Kontakt mit Vertretern des Gewerbes,
der Industrie und der Verwaltung erfolgen.

Wir sehen keinen andern Weg als die Schaffung
eines neuen Typus fiir die «mittlere Reife», ja,
die Schaffung einer Schule, die mehr gibt als die
heutige Sekundarschule und zugleich weniger
fordert als das gute Gymnasium. Wire es nicht
denkbar, daB diese «Schule mittlerer Reife» als
Nebenzweig des Gymnasiums — also auch in sei-
nen Riaumen und in seinem geistigen Umkreis —
sich entfalten konnte? Also ein gemeinsamer
«Hort der studierenden Jugend».

Utopie? GewiB, eine solche Umstellung, ein sol-
ches Umdenken scheint zurzeit beinahe ausge-
schlossen. Wenn aber die Idee der Education um
ihrer selbst willen durchzudringen vermag, dann
sind die Anfinge vielleicht da. Opfer und Vor-
urteilslosigkeit werden nétig sein. Werden wir sie
wohl aufbringen?

Uber die Lehre von den Gleichungen
Il. Teil *

Dr. Robert Ineichen, Luzern

3. Der Begriff der Gleichung

Wir haben eben gesehen, wie eine Darstellungs-
weise, die von der neueren Logik und von der
Mengenlehre angeregt worden ist, klirend wirken
kann. Es scheint uns, dies sei beim Begriff der
Gleichung noch vermehrt der Fall. Hier ist eine
kurze Bemerkung {iber die Rolle der neueren (der
«mathematischen>) Logik und der Mengenlehre
bei der Neugestaltung des Mathematikunterrich-
tes am Platze: Diese fur die moderne Mathema-
tik grundlegenden Disziplinen sollen uns im Un-
terricht vor allem zu einer zweckmafigen Darstel-
lungs- und Sprechweise verhelfen; dies ist — vor
allem im ersten Unterricht — viel wichtiger und
sinnvoller als zum Beispiel ein besonderes Kapitel
«Mengenlehre;, das ohne Verbindung mit den
traditionellen Gebieten dem iiblichen Stoff bei-
gefiigt wird, ohne ihn zu durchdringen. Auf der
Oberstufe sind dann solche Kapitel — maBvoll do-
siert — im Sinne einer Zusammenfassung am
Platze.*

Wir betrachten einige Sitze, wie:
Die Erde ist ein Planet.
Das Huhn ist ein Saugetier.

# 1. Teil erschienen in Nr. 7/8, 1968, S. 276—280.
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5+ 7 =12

3 > 19.

38 891 ist eine Primzahl.
Solche Satze nennt man in der Logik Aussagen.
Es sind sprachliche Gebilde, die entweder falsch
oder wahr sind (sie haben einen von zwei (Wahr-
heitswerten» ). Keine Aussagen sind zum Beispiel
sprachliche Gebilde, wie (Frohe Weihnacht!> oder
«Oh, diese Gleichungen!»; diese sprachlichen Ge-
bilde haben nicht einen der beiden Wahrheits-
werte (falsch» oder <wahr>.

Daneben kennen wir sprachliche Gebilde, die
Variable enthalten, und die in Aussagen iiber-
gehen, wenn fiir die Variablen geeignete Elemente
einer Grundmenge eingesetzt werden, zum Bei-
X + 8 =27.

X +y =I5

.. . Ist Bundesprisident.

8 + ? = 22

bx < 42.

spiel:

- Diese Satzen haben blof} die Form von Aussagen;

man nennt sie dementsprechend Aussageformen.
Keine Aussageformen sind demnach etwa

¢...Ostern!> oder <2y ist kleiner).

Diese Betrachtungen fihren zum Begriff der Glei-
chung: Eine Gleichung ist eine Aussage oder einc
Aussageform der Art t, = t,, wobei t, undt, Ter-
men sind. — Ganz entsprechend lassen sich jetzt
auch Ungleichungen definieren; es ist hier zu er-
wiahnen, daB} es zweckmaBig ist, Ungleichungen
und Gleichungen iiber weite Strecken gemeinsam
zu behandeln. Aus Platzmangel befassen wir uns
hier nur mit Gleichungen.

Jene Elemente der Grundmenge, die beim Ein-
setzen in eine Aussageform eine richtige Aussage
ergeben, sind Losungen dieser Aussageform. Thre
Gesamtheit bildet die zugehorige Losungsmenge
L; statt von Losungsmenge spricht man oft auch
von Erfullungsmenge.

Jetzt ergibt sich eine ganz natiirliche Einteilung
der Gleichungen mit einer Variablen:

Die Grundmenge sei die Menge R der reellen
Zahlen. Wir betrachten nun jeweils die Losungs-
menge L und vergleichen sie mit der Grund-
menge.

1. (x + 1)® = x* + 2x + 1. Hierist die Losungs-
menge gleich der Grundmenge: L. = R. Eine sol-
che Gleichung nennen wir allgemeingiiltige Glei-
chung; die altere Bezeichnung <identische Glei-
chung> erscheint uns wesentlich farbloser zu sein.



Es i1st zu beachten, da} die Allgemeingiiltigkeit

nur beziiglich einer Grundmenge ausgesagt wer-
den kann.

2.x(x + 3) = (x + 1) (x + 2). Wie wir bereits
frither bemerkt haben, ist die Losungsmenge die-
ser Gleichung leer: L = @. Eine nicht erfiillbare
Gleichung (Widerspruch, Kontradiktion).—Auch
x* = —1 ist beziiglich unserer Grundmenge R
eine nicht erfiillbare Gleichung; hitten wir aber
als Grundmenge die Menge der komplexen Zah-
len genommen, so wiirde sie zur nichsten Gruppe

von Gleichungen gehéren.

3. Gleichungen schlieBlich, wie x—2 = 5 oder
(x—-3)(x + 6) = o oder sinx = 0,5 kénnen wir
als Bedingungsgleichungen bezeichnen. Durch sie
ist eine Bedingung gegeben, die aus der Grund-
menge eine echte Teilmenge als Losungsmenge
aussondert: L. < R.

Ganz entsprechend konnen auch Ungleichungen
mit einer Variablen eingeteilt werden.

Wird eine lineare Gleichung mit zwei Variablen
betrachtet, zum Beispiel x + y = 1, so besteht
ihre Losungsmenge aus unendlich vielen geord-
neten Paaren von reellen Zahlen. Tritt zu dieser
Gleichung eine zweite hinzu, etwa x—y = 2, so
ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

X+y=1

X-—y=2
durch jene Paare gegeben, die beiden Losungs-
mengen gemeinsam sind, also durch den Durch-
schnitt der beiden Losungsmengen. — Es kann sein,
daB dieser Durchschnitt leer ist, wie beim System

Xt+y=1I

X+y=2
dann ist das System nicht erfallbar. Und es kann
der Fall auftreten, daf dieser Durchschnitt gleich
der Losungsmenge der ersten und auch gleich der
Losungsmenge der zweiten Gleichung ist, wie bei

X+y=1

2X + 2y = 2,
dann hat das System unendlich viele Losungen.
Bei den Gleichungen mit zwei Variablen ordnen
wir auch die Funktionsgleichungen ein, die eine
eindeutige Zuordnung eines Elementes y zu einem
Element x beschreiben. 2y —x* = 3 ist ein Bei-
spiel einer solchen Funktionsgleichung; x* + y*
= 25 ist keine Funktionsgleichung. — Man ver-
gleiche zu diesen Ausfithrungen den vor einiger
Zeit in dieser Zeitschrift erschienenen Beitrag (9)
von F. Regli.

4. Uber das Lésen von Gleichungen

Wir wollen hier nur zu einigen uns wesentlich
scheinenden Punkten einige Bemerkungen ma-
chen:

a) Einfache Gleichungen (und Ungleichungen)
mit einer, gelegentlich mit zwei Variablen sollen
im Algebraunterricht schon sehr frith auftreten.
Es braucht dazu keine systematische Behandlung
von Losungsverfahren; sie treten auf als Zahlen-
rdtsel. Die Losungsmenge wird durch Probieren
bestimmt.

b) Natirlich soll das bekannte Waagemodell bei
einfachen, geeigneten Beispielen zur Veranschau-
lichung herangezogen werden. Man darf nur
nicht die ganze Gleichungslehre damit begriinden
wollen. (So diirften etwa das Multiplizieren bei-
der Seiten einer Gleichung mit (—2) oder das
Ausziehen der Quadratwurzel aus beiden Seiten
oder auch gewisse Multiplikationen mit Termen
nur sehr schwierig oder tiberhaupt nicht durch
das Waagemodell (begriindet) werden kénnen. )

c) Eine befriedigende Begriindung der Losungs-
verfahren setzt voraus, dafl im Laufe des Unter-
richtes die Grundgesetze des Rechnens im ratio-
nalen (spater im reellen) Zahlkorper erfaB3t wer-
den. Man wird sie an Beispielen gewinnen und
durch Betrachtungen an Strecken der Zahlenge-
raden oder an Mengen usw. veranschaulichen
und spéter zusammenfassend darstellen.

d) Die beim Lgsen von Gleichungen ublichen
Umformungen fiithren zu einer neuen Gleichung,
aber zu einer, deren Losungsmenge sofort erkannt
werden kann. Hier ist es nun notwendig, anhand
von Beispielen darauf hinzuweisen, daB es dqui-
valente Umformungen und nicht-dquivalente
Umformungen gibt. Eine ZAquivalente Umfor-
mung fihrt eine Gleichung in eine dquivalente
Gleichung, das heiBt, in eine Gleichung mit der-
selben Lésungsmenge tiber. Der Sachverhalt soll
hier an zwei Beispielen skizziert werden:

1. Beispiel: Es sei die Gleichung G: 2x + 3 =
7 +4x vorgelegt. Daraus folgen die weiteren Glei-
chungen

Giiox—4x=7-3; Gy:—2x = 4; Gy:x = —2.
Die Begriindung fiir diese Umformungen: Wenn
fur x in G eine Zahl eingesetzt werden kann, die
G zu einer wahren Aussage macht, dann gehen
fiir dieselbe Einsetzung auch G,, G, und G, in
wahre Aussagen iiber.’?
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Nun 148t G, sofort erkennen, daB sie fiir die Ein-
setzung (— 2) in eine richtige Aussage iibergeht.
Somit kann auch G nur fiir diese Einsetzung in
eine richtige Aussage tiibergehen; dalf3 sie tatsdich-
lich durch (- 2) erfillt wird, zeigt die Probe.

Da die Probe in solchen Beispielen immer stimmt,
falls keine Rechnungsfehler vorliegen, wird sie
von den Schiilern bald als ldstig empfunden.
Konnte sie wirklich nicht weggelassen werden?
Ja, sie konnte hier weggelassen werden, wenn wir
keine Rechnungsfehler begehen wiirden, weil wir
hier nur dquivalente Umformungen vorgenom-
men haben. In der Tat: Wenn umgekehrt fiir x in

G, eine Zahl eingesetzt werden kann, die G; zu

einer wahren Aussage macht, dann gehen fiir die-
selbe Einsetzung auch G,, G, und G in wahre
Aussagen uber.

Die Gleichungen G, G,, G, und G; sind also dqui-
valent, sie haben alle dieselbe Lésungsmenge.

2. Beispiel: Es sei die Gleichung G: V 2X + 5
+ 1= '\y“' 4x — 4. Daraus folgtin bekannter Weise

Gy:ox +5+242x + 5+ 1 =4x—4

G,: Vex + 5 X —5

G,: 2X + § = x"— 10X + 25
G,: x*—12Xx + 20 =0

G.: x = 10oderx = 2.

Die Begriindung fiir diese Umformungen ist die-
selbe wie im ersten Beispiel. Die beiden Gleichun-
gen G; lassen erkennen, daB die Lésungsmenge
der urspriinglichen Gleichung G entweder aus 10
und 2 oder nur aus 2 oder nur aus 10 besteht. Die
Probe zeigt, daB} die Lésungsmenge von G nur das
Element 1o enthalt; 2 ist also keine Losung der
urspriinglichen Gleichung. Hier ist eine Probe un-
umgdnglich! Der Grund liegt darin, daB wir hier
nicht nur dquivalente Umformungen vorgenom-
men haben: Aus G, folgt riickwirts zum Beispiel
nur 4/ 2x + 5 = | x— 5| und das heiBt {/2x + 5
=x-5,fallsx 2 5und 4/2x + 5 = —(x—5), falls
x < 5. Das bedeutet aber, daf} G, und G, nicht
dieselbe Losungsmenge haben, also nicht dquiva-
lent sind.’

Die Untersuchung derartiger Beispiele — auch
Bruchgleichungen eignen sich dazu — lehrt, daBl
Multiplizieren und Dividieren mit einem Term
und ebenso das Quadrieren der Seiten einer Glei-
chung, nicht immer dquivalente Gleichungen er-
geben. Bei diesen Umformungen ist eine Probe
unumganglich.
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Aquivalente Umformungen sind hingegen:

— Addition und Subtraktion derselben Zahl zu
beiden Seiten einer Gleichung.

— Multiplikation und Division mit derselben (von
Null verschiedenen) Zahl der beiden Seiten
einer Gleichung. :

— Addition eines Terms (der die Variable ent-
hilt) zu beiden Seiten einer Gleichung, wenn
dieser Term mindestens im gleichen Bereich de-
finiert ist wie die Gleichung.

Sehr ausfiihrliche Untersuchungen dieser Sach-
verhalte mit den notwendigen Beispielen und Be-
weisen findet man in (6).

5. Einige Ergdnzungen

Es ging uns in unsern Darlegungen vor allem dar-
um, den Begriff der Variablen und den Begriff
der Gleichung zu kliaren und zu zeigen, worin das
Losen einer Gleichung besteht und welche Un-
terscheidungen hier wichtig sind. Selbstverstind-
lich wire zu unserem Thema noch vieles zu sagen,
dazu muB auf die Literatur verwiesen werden.
Aber einige kurze Bemerkungen sind noch nétig:

a) Gleichungen mit Formuvariablen

Gleichungen wie 3x + 5 = 10 oder 2x—20 =
X + g oder 4x + 6 = o kénnen alle auf die Form
ax + b = o gebracht werden. Hier sind a und b
wieder Platzhalter, also Variable, fiir (meistens
rationale oder reelle) Zahlen. Aber hier ist nun
eine Unterscheidung am Platze: Die Variablen a
und b, die die Form der Gleichung festlegen, kén-
nen als Formuvariable bezeichnet werden; die Va-
riable x, die Platzhalter fiir die Lésungen der Glei-
chung ist, wird dann als Lésungsvariable bezeich-
net.® Zur Bezeichnung der Formvariablen wihlt
man oft Anfangsbuchstaben des Alphabetes. Eine
Losung einer Gleichung mit Formvariablen ist
(im allgemeinen) ein Term mit diesen Variablen.
— Wird dieser Term an Stelle der Gleichungsva-
riablen eingesetzt, so entsteht eine Gleichung, die
beziiglich der Formvariablen allgemeingiiltig ist.
Beispiel: 4x = a—2b + 3x sei die gegebene Glei-
chung. Sie geht in die allgemeingiiltige Gleichung
4(a—2b) = a—2b + g (a—2b) iiber, wenn fiir
x die Losung (a — 2b) eingesetzt wird.

Statt «(Formvariable, kénnte man hier auch Pa-
rameter sagen, da die Bezeichnung (Parameter»
oft verwendet wird, wenn eine Variable in einem
ganzbestimmten Zusammenhang verwendet wird.
Auf der Oberstufe konnen diese Zusammenhinge



noch anders gesehen werden: ax + b = o stellt
eine Gleichungsschar dar. Und diese Gleichungs-
schar stellt die Bildmenge dar, wenn eine Menge
von Zahlenpaaren in eine passend gewihlte
Menge von Gleichungen abgebildet wird.’

b) Da sehr viele Funktionen durch Funktions-
gleichungen dargestellt werden kénnen, mii3ten
wir in unserer Darstellung auch auf diese Glei-
chungen noch ausfithrlich eingehen. Aus Platz-
griinden unterlassen wir es. Die Behandlung im
Unterricht muB zunichst den Begriff der Funk-
tion (als Abbildung oder als spezielle Relation)
herausschilen. Von diesem Begriff ist der Begriff
der in vielen Fillen vorhandenen Funktionsglei-
chung wohl zu unterscheiden und selbstverstand-
lich darf nicht mehr — wie das in altern Darstel-
lungen noch geschieht — einfach die abhangige
Variable als Funktion bezeichnet werden. Mit der
Funktion, das heifft mit dieser Abbildung, ist auch
die Definitionsmenge (oder der Definitionsbe-
reich) gegeben: Die Menge jener Elemente,denen
durch die Funktion genau ein Element zugeord-
net ist. Diese zugeordneten Elemente bilden die
Wertmenge (oder den Wertbereich).

c) Wir haben an einigen Stellen darauf hinge-
wiesen, daB} es zweckmaBig ist, auch Ungleichun-
gen frith heranzuziehen. Hier bilden einfache Auf-
gaben aus der linearen Optimierung ein reizvolles
Anwendungsgebiet. Man vergleiche dazu den
letzten Abschnitt von (6) oder (4).

d) Definitionsgleichungen

Im Rahmen der Potenzrechnung wird zum Bei-
spiel definiert: a® = 1, wobei a # o; man kann
solche Definitionsgleichungen in gewissem Sinne
den allgemeingiiltigen Gleichungen zugesellen.
Ihre Allgemeingiiltigkeit hat aber einen rein kon-
ventionellen Charakter, was hervorgehoben wer-
den sollte, zum Beispiel durch die Voranstellung
von «Definition> oder durch a’ = 1 usw.

e) Konstante

Wir haben im ersten Abschnitt auf die mit dem
Begriff der Konstanten verbundenen Schwierig-
keiten aufmerksam gemacht, wenn eine solche
Konstante etwa variiert wird. Dieselbe Schwie-
rigkeit ergibt sich auch mit der <willkiirlichen
Konstante; beim unbestimmten Integral. Eine
klare Losung wird zum Beispiel in (11) vorge-
schlagen. Hier werden nur die in den Termen,
Aussagen und Aussageformen auftretenden Zah-

len als Konstanten bezeichnet (und selbstverstind-
lich jene Buchstaben, die besondere Zahlen be-
zeichnen, wie © oder e). Demgemaf muf} in an-
dern Fillen von Formvariablen oder von Para-
metern gesprochen werden. So bezeichnen zum
Beispiel (1) und (14) die (Integrationskonstante)
ausdriicklich als Parameter, was sicher verstand-
licher klingt, als eine (Konstante, die alle mogli-
chen Werte annehmen kann,.

f) AbschlieBend méchten wir nochmals darauf
hinweisen, daB solche Bereinigungen und Anpas-
sungen an die moderne Sicht- und Sprechweise
mit der notwendigen Zuriickhaltung eingefiihrt
werden miissen. Sehr oft werden zuerst einfach
Beispiele einen Begriff (wie etwa jenen des Terms
oder der Gleichung) illustrieren; spiter werden
die Fundamente tiefer gelegt, dann ist eine Defi-
nition oder eine Umschreibung am Platze, dann
konnen auch Unterscheidungen (wie Formva-
riable und Losungsvariable) gemacht werden. —
Wichtig ist aber, da3 wir uns als Lehrer schon im
ersten Unterricht bei aller Anschaulichkeit um
eine Ausdrucksweise bemiihen, die eine spitere
Vertiefung im angedeuteten Sinne gestattet.

Anmerkungen

1 Wobei hier die Definition der Wurzel so gefaBt ist:
Ist a eine nicht negative Zahl, so ist die n-te Wurzel
aus a jene nicht negative Zahl, deren n-te Potenz
gleich a ist (n eine natiirliche Zahl).

Es wire moglich, die Variablen durch ihre Bindungs-
art (im Sinne der matehmatischen Logik) niher zu
charakteriesieren. ¢Allgemeine Zahlen) wiren dann
die durch den All-Quantor gebundenen Variablen;
¢Unbekannte) wiren durch den Mengenbildungsope-
rator gebunden usw. Vgl. dazu (12) in den Semester-
berichten.

Das Wort terminus bezeichnete urspriinglich in der
Logik die ¢Grenzwortery A, B in einem Satz der Form
<A st Bo.

* Wir denken dabei an kurze, zusammenfassende Kapi-
tel, wie sie zum Beispiel F. Blumer in (1) in den Ab-
schnitten (Einiges aus der Logiky, (Einiges aus der
Mengenlehres usw. sehr schon formuliert hat.

5 DaB dies so ist, folgt eben aus den Grundgesetzen des
Rechnens im rationalen (spiater im reellen, eventuell
im komplexen) Zahlkorper. Man kommt nicht darum
herum, diese vorher herauszuarbeiten !

6 Selbstverstindlich muB diese Rollenverteilung der
Variablen durch die Wahl entsprechender Buchsta-
ben (eben zum Beispiel a, b, c, . . . . als Formvariable,
X, v, z als Losungsvariable) oder durch eine Bemer-
kung klar gestellt werden.

7 Nach F. Blumer in (1).
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Programmierter Unterricht 1968

Dipl. Psychologe A. Flammer
Heilpadagogisches Institut der Universitat
Freiburg/Schweiz

Vom 24. bis 28. Mirz 1968 fand im Deutschen
Museum in Minchen das 6. Internationale Sym-
posion iiber Programmierte Instruktion wund
Lehrmaschinen statt. Mit seinen fast 1000 Teil-
nehmern (gegen 1500 mit den Teilnehmern an
den allgemeinorientierenden Rahmenveranstal-
tungen) und 119 angekiindigten Referaten hat es
einmal mehr alle vorausgehenden ubertroffen.
Die iiberragende Mehrzahl der Beitrige aus der
Bundesrepublik hat gezeigt, daB dort diese neuen
Methoden bereits zu einer groffen Bewegung ge-
worden sind. Unter den ausldndischen Referaten
distanzierten die tschechischen an Qualitit und
Quantitat die andern betrachtlich.

Um von den sich abzeichnenden gegenwirtigen
Tendenzen der Entwicklung einen Ausschnitt zu
zeigen, seien im folgenden einige Schwerpunkte
genannt, die dem Besucher des diesjahrigen Sym-
posions besonders aufgefallen sind.

Vom Kleinexperiment zum GroBeinsatz

Wiahrend bislang vorwiegend Kleinprogramme
und Programmentwiirfe mit kleineren Stichpro-
ben fir einen «ersten Einblick» durchgearbeitet
wurden, konnte diesmal bereits von Untersuchun-
gen berichtet werden, die mehrere tausend Schii-
ler wihrend einem Jahr und mehr einbezogen
hatten. Dabei ist zu bemerken, da die Erfolge
anhielten und der vielgenannte Neuheitseffekt,
der nach einigen Wochen wieder nachlassen soll, -
bei den Schiilern praktisch nicht festgestelllt wer-
den konnte. Mit einem Jahrgangsprogramm fiir
den Rechenunterricht (Harde und Dralle) fiir
4. und 5. Volksschulklassen z. B. arbeitete bel
gleicher Wochenstundenzahl in einem halben
Jahr die Hailfte der Schiiler den ganzen Jahres.
stoff mit nachgewiesenem, nachhaltigem Erfolg
durch. Dabei erwies sich, da3 die Schiiler die

Fiir lhr Heim (oder lhre Sammelmappe)

KLS-Graphik fiir Burundi Fr. 45.— bis Fr. 120.— (Gehr, Stettler, Stocker)
Auskunft, Prospekte, Bestellungen: KLS-Graphik, Dornacherstrafe 14,
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