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Der Satz des Pythagoras

Eine Materialsammlung

Von F. Hegner, Lachen

Die (..
Literaturverzeichnis hin,

.) weisen auf das am Schlusse aufgefiihrte

1. Geschichiliches

Die diesem Abschnitt beigefiigte Zeittafel (1) gibt
einen Uberblick iiber die Stellung des ionischen
Mathematikers Pythagoras von Samos in der Ge-
schichte. Der ihm zugeschriebene Lehrsatz muf3 je-
doch schon viel frither bekannt gewesen sein. So
sind mathematische babylonische Texte aus der
Mitte des 2. Jahrtausends v. Chr. entziffert worden,
welche die Kenntnis des pythagoreischen Lehrsatzes
bereits voraussetzen (2). Ebenso war er den Chine-
sen, Agyptern und Indern schon vor Lebzeiten des
Pythagoras bekannt (3).

Pythagoras von Samos im Agiischen Meer lebte
ungefahr von 580 bis 500 v.Chr., siedelte um 530
nach Kroton in Unteritalien tiber und unternahm
weite Reisen nach Agypten und Babylon. Er selbst
hinterlie keine Schriften. Die Auffassung, dal} die
natrliche Zahl das Wesen aller Dinge sei, legte er
seinem philosophischen System zugrunde. In Kro-
ton griindete er eine geheime Bruderschaft, die zum
Teil wissenschaftliche Zwecke verfolgte (2).

Sekundar- und Mittelschule

2. Formulierungen

2.1 Imrechtwinkligen Dreieckist das Hypotenusen-
quadrat gleich der Summe der beiden Katheten-
quadrate (2).

2.2 Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der
Quadrate iiber den Katheten flaichengleich dem
Quadrat tber der Hypotenuse (3).

2.3 Hypotenusenquadrat Summe der Kathe-

tenquadrate (4).

2.4 Imrechtwinkligen Dreieckist das Quadrat iiber
der Hypotenuse gleich der Summe der Katheten-
quadrate (5).

2.5 Imrechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber
der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate
itber den Katheten (6).

2.6 Imrechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber
der Hypotenuse ¢ flichengleich der Summe der
Quadrate itber den Katheten a und b, in Zeichen:
cz = a? 4 b2 (7).

2.7 Im rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse
c und den Katheten a und b ist das Quadrat mit der
Seite ¢ flichengleich mit der Summe zweier Qua-
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drate, von denen das eine die Seite a und das andere
die Seite b besitzt (8).

3. Beweise

Essoll gegen hundert verschiedene Beweise des Lehr-
satzes des Pythagoras geben. Dabei wird der gleiche
Beweisgedanke oft vielfach variiert. Man kann die
Beweise wie folgt gruppieren (6):
Verwandlungbeweise, Zerlegungsbeweise, algebra-
ische Beweise, Ahnlichkeitsbeweise. Die nachste-
hende Auswahl ist eine eher zufallige. Sie ergab sich
anhand der zur Verfiigung stehenden Literatur, Bei
den Verwandlungs- und Zerlegungsbeweisen ist je-
weils die Flachengleichheit oder die Kongruenz der
verglichenen Flachen mit Hilfe der Satze tiber Fla-
chenberechnungen, iiber Schiebung, Drehung und
Umwendung oder der Kongruenzsitze zu zeigen.
Der Satz des Pythagoras ist ein zentrales Gebiet der
Sekundarschulmathematik. Sein Bildungswert ist
wesentlich, die Anwendungen vielfaltig. Der Lehrer
wird mit seinen Schiilern meist nur einen der Be-
weise — vielleicht jedes Jahr einen andern — erarbei-
ten. Dabei lohnt es sich, recht ausfithrlich vorzuge-
hen. Deshalb sind einige der Beweise detailliert,
andere mehr summarisch wiedergegeben.

3.1 Verwandlungsbewetse

3.1.1 Der erste indische Beweis — <Stuhl der Braut»
(6).

Behauptung:

Quadrat ACH]J + Quadrat CBKL
= Quadrat ABEF

Voraussetzung:
Dreieck ABC ~ Dreieck BED, denn
AB = BE als Quadratseiten
<L CAB = <CDBE namlich go°— <C ABC
<C{BCA = < EDB nach Konstruktion = go°

Beweis:

Das Ausgangsdreieck ABC und das diesem kon-
gruente Dreieck BED der Fig, 1a werden durch eine
Viertelsdrehung um A bzw. E in die Lage AF]J bzw.
FEG der Fig. 1b gebracht. Dadurch wird das Hypo-
tenusenquadrat ABEF in das flichengleiche Sechs-
eck ACDEG]J verwandelt, Dieses wird durch die
Strecke CH in die beiden Quadrate ACHJ und
HDEG zerlegt. Letzteres wird durch Verschiebung
in die Lage CBKL zum zweiten Kathetenquadrat.
Daraus folgt:

Quadrat ACHF - Quadrat CBRL = Quadrat ABEF
(was zu beweisen war!)
3.1.2 Der klassische griechische Beweis, der 1. Be-

weis von Euklid. (3) Er bentitzt den Weg tiber den
Kathetensatz, den Satz des Euklid.

Behauptung:
Quadrat ACKL = Rechteck AEFD

Beweis:
Dreieck ACL = Dreieck ABL (gleiche Seite AL und
gleiche zugehorige Hohe AC).
Dreieck ABL > Dreieck AEC
(LA = CA als Quadratseiten
AB = AE als Quadratseiten
<L LAB = < CAE némlich je go° + <{ CAB)
Dreieck AEC = Dreieck AED
(gleiche Seite AE und gleiche zugehérige Hohe AD)

Fig. 1c
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j Quadrat CBH]J = Rechteck DFGB
Die Summe der beiden Rechtecke AEFD und DFGB
ist aber gleich dem Hypotenusenquadrat AEGB.

3.1.3 Eine Variante zum Beweis 3.1.1 (4)
K H Man beniitzt anstelle flichengleicher und kongruen-
C ter Dreiecke die entsprechenden Parallelenvierecke.

Quadrat ACKL = Viereck ABML 2= Viereck AENC = Recht-

L | _ |

eck AEFD
gj\ 3.1.4 Eine weitere Variante zum Beweis 3.1.1 (5)
A0 B
=
ﬁ Vorerst beweist man mit Hilfe der Kongruenz der
- Dreiecke ABC und MBH, daB MB = BG (= AB).
Dann ist leicht zu zeigen, da3
Quadrat CBHJ = Parallelenviereck CBMN = Rechteck DFGB
I — |
E F G 3.1.5 Der zweite indische Beweis (3)
Fi Ig 2 Im Quadrat CGJF der Fig. 5a sind die Quadrate
AGHD und BDEF die Kathetenquadrate des Drei-
Daraus ergibt sich, daf3 ecks ABC. Sie werden durch Verschieben der tibri-
Dreieck ACL = Dreieck AED gen drei Dreiecke in die Lage gemaB Fig. 5b in das
Durch Verdoppelung der beiden Dreiecke folgt: flaichengleiche Hypotenusenquadrat AKLB ver-

Quadrat ACKL = Rechteck AEFD (w.z.b.w.) wandelt.
Gleich 148t sich zeigen, daB3
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3.2 Lerlegungsbeweise

3.2.1 Beweis von Alnairizi, ca. goo v.Chr. (3 u. 6).
3.2.2 Mosaikbeweis von Gutheil, 1914. (7)

3.2.3 Beweis von Perigal, 1830. (7)

H
Fig5a

O
N D

Fig. 6

G K J
Fig. 5b

3.2.4 Subtraktionsbeweis von Tempelhoff, 176g.
(3,5 u. 7)

Die Pythagorasfigur wird ergidnzt mit den dem Aus-
gangsdreieck ABC kongruenten Dreiecken KH]J und
FEC. Das achsensymmetrische Sechseck GABDEF
und das zentralsymmetrische Sechseck CAHJKB

Fig.7
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Fig.9 5

sind flichengleich, denn ihre Halften GABD und
JKBC kénnen durch Drehung um B zur Deckung
gebracht werden. Subtrahiert man von beiden
Sechsecken je die zwei kongruenten Dreiecke, so
bleibt einmal die Summe der beiden Kathetenqua-
drate iibrig, das andere Mal das Hypotenusenqua-
drat.

3.3 Algebraische Beweise

3.3.1 Fig. 5a und b kénnen auch rechnerisch ausge-
wertet werden: (5)

Aus Fig. 5a folgt CF? — 4 - 3;9 = a? | b?
Aus Fig. 5b folgt CF2 — 4 - ?QE = ¢
Also az + b2 = ¢?

3.3.2 In der nachstehenden Fig. 10 setzt sich das
Quadrat uber der Hypotenuse ¢ aus vier kongruen-
ten, rechtwinkligen Dreiecken mit den Katheten a
und b und dem kleinen Quadrat in der Mitte mit der
Seite a—b zusammen. (2)

4'?+(a—b)2 = c?

2ab + a?— 2ab -+ b2 = ¢2
a? +bz:cz
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3.3.3 Ein Beweis mit Hilfe der Trapezfliche. (g)

Die Fliache des Trapezes EACD kann auf zwei Arten
berechnet werden. a und b sind die beiden Paralle-
len, a + b ist die Hohe. Nach der Trapezformel ist
(a +b)

a-+b

F =

Fig.10



A a B b C
Fig.11

Als Summe der drei Teildreiecke ist

Nach Verdoppelung beider Ausdriicke und erfolgter

Gleichsetzung erhélt man
(a +-b)-(a+b) =2ab + c?
a? -+ zab 4+ b?

= 2ab 4 ¢?

Wird auf beiden Seiten der Gleichung 2ab subtra-
hiert, ergibt sich wieder

a | b2 = cz
3.4 Ahnlichkeitsbeweise

Da in der Sekundarschule die Ahnlichkeit der Drei-
ecke erst nach dem Satz von Pythagoras zur Sprache
kommt, eignen sich diese Beweise als Anwendung
der Ahnlichkeit und als Repetition.

3.4.1 Der zweite Beweis von Euklid. (6)

C

Fig.12

Durch Einzeichnen der Hoéhe DC im urspriinglichen
Dreieck ABC erhalt man die diesem dhnlichen Drei-

ecke CBD und ACD. Die Flachen der drei Dreiecke
verhalten sich wie die Quadrate entsprechender Sei-

ten.

ABC : CBD : ACD =c¢? : az : bz
ABC : (CBD + ACD) = ¢ : (a? -+ b?)
weil CBD - ACD = ABC

ist auch a2 -+ h2 = c?

3.4.2 Der folgende Beweis nimmt wieder den Weg
iiber den Kathetensatz. (2]

Aus Fig. 12 folgt

AD:b=b :c DB:a=a :c

bZ — E . C a2
Daraus folgt
a2+b2-:-ﬁ-c+lﬁ~c:c(ﬁ+ﬁ}
=c.c=¢?

H
g
=~
-

Also ergibt sich wiederum
az L b2 = ¢2

4. Pythagoreische Zahlentripel (3)

X | v a b c a? b? c?
2 | 1| 3] 4 5 9 16| 25
3 | 2 5 12 I3 25 144 | 169
4| 1|15 8| 17 225 64| 280
4 13| 7| 24| 25 49 | 576| 623
5 | 2 |21 20 29 441 400| 841
51 4 9 40 41 81 1600 1681
6 | 1|35 12 37 | 1225 144 | 1369
6 | 3|27 36 45 729 | 1206 2025
6 | 5 11| 6o 61 121 | 3600 3721
71 2 |45 | 28 53 | 2025 784 | 2809
71433 56| 65| 1089 | 3136| 4225
716 |13 84 85 169 | 7056 7225
8| 1|63 16 b5 | 3969 250 | 4225
8 | 3 |55| 48 | 73| 3025 | 2304| 5329
81 53| 8o 8g | 1521 | 6400| 7921
8|7 | 15| 112 | 113 225 | 12544 | 12769
9 | 2|77 36| 85| 3929 | 1296 7223
9 | 4 | 65| 72 | 97 | 4225 | 5184| 9409
g | 6|45 | 108 | 117 | 2025 | 11664 |13689
9 | 8 | 17| 144 | 145 289 |20736 | 21025

Darunter versteht man drei ganze Zahlen, bei denen
die Summe der Quadrate der beiden kleineren Zah-
len gleich dem Quadrat der grof3ten Zahl ist. Mit
Hilfe solcher Tripel lassen sich zur Einfithrung leicht
Beispiele herstellen, die <aufgehen>.

~I
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Man erhilt die drei Zahlen a, b, c eines Tripels nach
den Formeln
a = x* —y? b = oxy c = x*+ y?
x und y sind dabei ganze Zahlen, wobei x gréBer als
y zu wihlen ist. Enthalten x und y keine gemeinsa-
men Faktoren und ist eine der beiden Zahlen gerade,
so erhidlt man primitive, d.h. teilerfremde Tripel.
Durch Multiplikation der primitiven Tripel mit be-
liebigen positiven Zahlen erhilt man abgeleitete
Tripel. Die nachstehende Tabelle enthalt die klein-

sten primitiven Tripel.

5. Verzewchnis der beniitzten Literatur

(1) Behnke-SiB-Fladt: Grundziige der Mathematik, Bd. I.
Vandenhoeck und Ruprecht 1958

(2) Gonseth-Marti: Planimetrie Leitfaden, 2. Teil. Orell FiiBli
1936

(3) Wolff: Handbuch der Schulmathematik, Bd. II1. Schroe-
del, Hannover

(4) Ebneter: Geometrie, 2. Heft. Fehr’sche Buchhandlung,
St. Gallen 1956

(5) WeiB: Geometrie fir Sekundarschulen, I. und II. Tei'l
Kant. Lehrmittelverlag, Ziirich

(6) Fladt: Mathematik, Bd. I. Moritz Diesterweg 1962

(7) Fladt-Krfat-Dreetz: Mathematisches Unterrichtswerk,
IV. Bd. Moritz Diesterweg 1955

(8) Bieri: Geometrie. Sammlung ,Lebendiges Wissen’,
Heft 10. Bubenbergverlag, Bern

(9) WeiB: Geometrie fiir Sekundarschulen, III. Teil. Kant.
Lehrmittelverlag, Ziirich

Ein fiir die Aeronautik
grundlegendes Gesetz der Mechanik

Dr. P. Theodor Schwegler OSB, Einsiedeln

In jiingster Zeit brachte die Presse allerlei Angaben
tiber die Hoéhe (bzw. Erdentfernung), Zeit und
Geschwindigkeit der Erdumfliige der Russen und
der Amerikaner. Mancher Leser wird sich da ge-
fragt haben, welcher Zusammenhang zwischen den
angegebenen GroBen bestehe. Dieser Zusammen-
hang soll im folgenden so einfach als méglich dar-
gestellt werden.

Die Mathematiker, die die Erdumfliige zu berech-
nen hatten, muBten darauf bedacht sein, daf3 die
Erdanziehung durch die Geschwindigkeit der Kap-
sel paralysiert wurde. Bei kleinerer Geschwindigkeit

740

entstand die Gefahr, daB3 die Kapsel in dichtere
Luftschichten und wegen der Reibung in Brand ge-
riet oder bei langerer Fahrt irgendwo mit dem Erd-
boden zusammenstieB. War die Geschwindigkeit
groBer, so muBte sich die Kapsel immer weiter von
der Erde entfernen und im Weltenraum verlieren.
Die eingeschlagenen Kurven waren jeweils Ellipsen,
die, vom Erdmittelpunkt aus gesehen, einem Kreise
sehr nahe kamen, war doch die numerische Exzen-
trizitdt der von Glenn beschriebenen Bahn r. 1/;4,.
Fir die Umlaufgeschwindigkeit kann daher die Ex-
zentrizitdt ¢ vernachlissigt werden. Eine technische
Kreslinie 1aBt sich zwar mathematisch errechnen,
ist aber von der Wahrscheinlichkeitsrechnung her
héchst unwahrscheinlich.

Im folgenden bezeichnet ¢ die Geschwindigkeit,
a die Erdbeschleunigung von 9,81 m/s2, r den
Aquator-Radius der Erde (6378388 m), t die Zeit
des Umlaufes; a,, ¢, und t, die Beschleunigung, die
Geschwindigkeit und die Umlaufzeit im Abstand
1, vom Erdmittelpunkt. Da die Anziehungskraft der
Erde mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt,
gelten die Beziehungen:

a,ca=r2:r2und c,ic=4/1: »\/r_o
Aus dem elementar leicht ableitbaren Gesetz der

Kreisbewegung c2 = a - r ergibt sich nun fur einen
Erdumflug in mdglichster Erdndhe:

c = 4/6378388 - 9,81 m/s = 7906 m/s oder
28,46 km/h und

_ear T_ — h .
= 27 - [, = 5070s = 1h 24,5 min.

t=
Beim Erdumflug des Amerikaners Glenn war r, im
Mittel = r + 208 km, also r,/r = 1,0326. Daraus

ergeben sich die Werte:

c,= \/a0 “To=1r" ,\/;/TOZ 7784 m/s oder
28,023 km/h

.«\/;‘;Z=5316s= I h 28 min

2T,7T 2Tg7T
und t,= C” ==
1]

Tr
36s.

2
47 . 3
P o

Diese letzte Formel, auf die Form t; =

gebracht, spiegelt unmittelbar das dritte Keplersche
Gesetz der Planetenbahnen wider, wonach sich die
Quadrate der Umlaufszeiten verhalten wie die
Kuben der groBen Halbachsen — genauer wie die
Kuben der Abstinde vom gemeinsamen Schwer-
punkt der beiden Massen. Wenn die Kapsel Glenns
der eine <Planet> ist, dann eine der Kapseln der
russischen Aeronauten oder der Mond der Ver-
gleichs-Planet.
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