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Moderne Begriffe in der Mittelschulmathematik

Franz Regli, Professor, Luzern

1. Ewmlettung

Felix Klein sollte heute fiir jeden Mathematiklehrer an der
Mittelschule zum Wegweiser fiir einen modernen Geometrie-
unterricht geworden sein. Seine Forderungen nach einem
axiomatisch einwandfreien, logischen Aufbau der Geometrie
sind in der Abbildungsgeometrie als Invariantentheorie in be-
zug auf eine gegebene Abbildungsgruppe verwirklicht worden.
Und diese Abbildungsgeometrie beginnt, fast go Jahre nach
dem ersten Ruf Kleins, Einzug in unsere Schulstuben zu halten.
DaB dies hierzulande so spérlich und langsam vor sich geht,
durfte nicht zuletzt der mangelnden Experimentierfreudig-
keit zuzuschreiben sein. Jedes Experiment tragt Risiken in sich
und erfordert vom experimentierenden Lehrer groBen Zeitauf-
wand. So wird zumeist noch aufdie iiber 2000 Jahre alte sichere
Karte «Euklid» gesetzt, was in Anbetracht der manchenorts
bestehenden Lehrverpflichtung bei groBen Schiilerzahlen we-
nigstens zum Teil verstandlich ist. Eine Teilschuld tragt aber
auch die Hochschule. Was der Sekundar- oder der Progymna-
siallehrer von der Hochschule an mathematischem Riistzeug
in vielen Fillen miterhilt, ist gerade das, was er an seiner Schul-
stufe nie wird brauchen kénnen. Es reicht oft im besten Falle
zu einem einigermalen sauberen Funktionsbegriff.

Dem Funktionsbegriff der Analysis entspricht nun
in der Geometrie der Abbildungsbegriff. Der gruppen-
Aufbau der Geometrie aber fiihrt
zwangsldufig zu Strukturfragen, die einige Anforde-

theoretische

rungen ans abstrakte Denken stellen. Struktur und
Abbildungen, und somit auch der Funktionsbegriff,
lassen sich aber letztlich ohne Kenntnis der Abbil-
dungs- und Strukturtrdger, der endlichen und un-
endlichen Mengen, nicht verstehen. Es ist nun nicht
die Absicht, elementare Mengenlehre kapitelweise
in den Mittelschullehrstoff aufzunehmen, um ein-
mal mehr das Lehrgebdaude zusammenhanglos auf-
zustocken. Die Mengenlehre soll aber auch nicht
auf das Nebengeleise einer Arbeitsgemeinschaft ab-
geschoben und damit der Liebhaberei einzelner
iiberlassen werden. Es geht wie bei der Abbildungs-
geometrie vielmehr darum, die grundlegenden
mengentheoretischen Begriffe und Relationen in
den bekannten Lehrstoff einzubauen und diesen
nach den tragenden Gesichtspunkten hin neu zu
ordnen. Dabei wird dies oder jenes iiber Bord ge-
worfen, anderes aber ausgebaut oder neu orientiert
werden miissen. AuBer der Technik kénnen heute
auch Volkswirtschaft, Medizin, Biologie und andere

Sekundar- und Mittelschule

Wissenschaften mathematische Methoden nicht
mehr entbehren. Gerade die Praxis verlangte die
Aktivierung oder sogar die Schopfung neuer ma-
thematischer Theorien. Wir denken dabei an Li-
neare Programmierung, Spieltheorie, an Statistik
und Wabhrscheinlichkeitsrechnung sowie an die
Theorie der Rechenautomaten. Die Mittelschule
wird in Zukunft aufdie Fragestellungen dieser Theo-
rien vorbereiten miissen.

Die OECE hat uns vor Monaten in der Schrift «Un
programme moderne de mathématiques pour I'en-
seignement secondaire» ein auf Mengen- und Grup-
pentheorie aufgebautes Lehrprogramm fiir die Mit-
telschule vorgelegt. Ob dieses Programm zweck-
méaBig und fiir uns durchfithrbar ist, soll hier nicht
diskutiert werden; jedenfalls enthalt es viele Anre-
gungen und Hinweise zur Neuorientierung des Ma-
thematikunterrichts. Auch die bestbekannte Zeit-
schrift <Der Mathematikunterricht> aus dem Ver-
lag Ernst Klett, Stuttgart, befal3t sich in mehreren
Artikeln mit den aufgeworfenen Fragen.

2. Die einfachsten Grundbegriffe der elementaren Mengen-
lehre

Es sollen in diesem Abschnitt die einfachsten Be-
griffe der elementaren Mengenlehre dargestellt
werden. Die Darstellung ist absichtlich knapp ge-
halten und muBl abbrechen, bevor die Theorie
interessant wird. Ausfithrlichere und wesentlich
weiter gehende Einfithrungen existieren heute zur
Gentige. Diese eignen sich aber meist fiir die Ver-
wendung in mathematischen Arbeitsgemeinschaf-
ten oder zum Studium. Es geht hier vielmehr dar-
um, dem Leser, der die Mengenlehre nur dem Na-
men nach kennt, die Grundbegriffe vor Augen zu fiih-
ren und nachher zu zeigen, wie die Mathematik der
Unter- und Mittelstufe mit mengentheoretischen
Begriffen «fermentiert> werden kann. Der Lehrer
wird allerdings mit der Kenntnis nur dieser weni-
gen Begriffe und Relationen nicht an die Neu-
orientierung seines Unterrichts herantreten dirfen.
Die Eingliederung der Mengenlehre in den Stoff
der Oberstufe sowie deren Behandlung in den ma-
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thematischen Arbeitsgemeinschaften soll hier nicht
behandelt werden. Der Mathematiklehrer an der
Oberstufe wird nach guter Vorbereitung der Schii-
ler an der Unter- und Mittelstufe seinen Unterricht
ohnehin gerne und ohne Schwierigkeit nach den
neuen Gesichtspunkten orientieren. Es wird auch
kaum ein Gebiet der Oberstufenmathematik, inklu-
sive Darstellende Geometrie, geben, in dem men-
gentheoretische Begriffe nicht nutzbringend ange-
wandt werden konnen.

Und nun zur Mengenlehre selbst:

Georg Cantor (1845-1918), der geniale Begriinder
der Mengenlehre, sagt:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung
oder unseres Denkens — welche die Elemente der
Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

In dieser Definition sind zwei Punkte zu beachten:

1. «bestimmter Objekte» soll heiBen: Fur jedes Ob-
jekt soll eindeutig feststehen, ob es Element der be-
trachteten Menge ist oder nicht.

2. «wohlunterschiedener Objekte» soll heilen: Die
Elemente einer Menge sollen alle voneinander ver-
schieden sein.

Beispiele:

1) Die Realklasse 3a der Kantonsschule Luzern hat
32 Schiler. In ihrem Klassenzimmer sind g2 Sitz-
platze vorhanden. 20 Schiiler sind katholisch, die
iibrigen 12 protestantisch. Alle Schiiler lernen Fran-

zosisch. 14 der katholischen und g der protestanti-
schen Schiiler lernen zudem Englisch.

Wir haben es hier also mit folgenden Mengen zu tun:
a) M sei die Menge aller Schiiler der Realklasse 3a
der Kantonsschule Luzern. Jedes Element von M
besitzt die Eigenschaft «ist Schiiler der Realklasse
ga». Wir schreiben symbolisch:

M = {x | x ist Schiiler der Realklasse 3a}
(in Worten: M ist die Menge aller Objekte x mit der
Eigenschaft «ist Schiiler der Realklasse 3a»)

b) K sei die Menge der katholischen Schiiler dieser -

Klasse, also
K = { x | x ist katholischer Schiiler der Realklasse

3a
c) P sei die Menge der protestantischen Schiiler,

P= { x | x ist protestantischer Schiiler der Real-
klasse 3a }
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d) F sei die Menge aller Schiiler der Klasse, die
Franzosisch lernen.

e) E sei die Menge der Schiiler der Klasse, die Eng-
lisch lernen.

f) S sei die Menge der 32 Sitzplitze.

2) Die Menge N aller natiirlichen Zahlen,

symbolisch
N={1,2,3,4,...}
oder

N = { x [ x ist nattrliche Zahl }
3) Die Punktmenge einer Geraden

4) Die Menge aller konvexen Vielecke in einer
Ebene.

Alle Mengen aus dem ersten Beispiel sind endliche,
die ubrigen unendliche Mengen.

Die Mengen M und F enthalten dieselben Elemente.
Die beiden Mengen heilen deshalb gleich: M = F.

Definition: Zwei Mengen heiBen gleich, wenn sie
dieselben Elemente enthalten.

Ist a Element der Menge M, so schreiben wir

aec M,

ist aber a nicht Element von M, so setzen wir

a g M.

Im érsten Beispiel ist jedes Element der Menge K
auch Element von M. K heil3t eine Teilmenge von
M,

symbolisch K € M.

Da M + K ist, heit K auch eine echte Teilmenge

von M,
K C M.

M ist eine sogenannte unechte Teilmenge von sich
selbst.

Definition: Eine Menge K hei3t Teilmenge einer
Menge M,

K E M,

wenn jedes Element von K auch Element von M ist.
Gibt es mindestens ein Element in M, das nicht zu
K gehort, so heiBt K eine echte Teilmenge von M,
KcM,

sonst unechte Teilmenge von M,

Esistalso: FEM; KCcM;PcM; EcM.

Alle Schiiler der Klasse 3a, die nicht Englisch ler-
nen, bilden ebenfalls eine Menge R. R heift die
Restmenge oder das Komplement von E beziiglich
M.




Definition: Die Menge aller Elemente einer Menge
M, die nicht zugleich auch zu einer Teilmenge E
von M gehoren, heillt die Restmenge R oder das
Komplement von E beziiglich M,

R =M-EL.

Zeichnerisch 14Bt sich dies im sogenannten Venn-
diagramm veranschaulichen:
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R=
Z

M<E

Da E C M ist, so gilt:

Ist a Element von E, so ist folglich a Element von M,
ac E—pac M

——» ist das Zeichen der Implikation («folglich»).

atR——pacM
und ac R=——p agk.
Esist weiter M — K = Pund M — P = K.

Nimmt man M als (unechte) Teilmenge von M, so
existiert keine Restmenge von M beziiglich M. Um

Ebenso gilt

auch hier von einer solchen sprechen zu kénnen,
fithrt man die sogenannte leere Menge oder Null-
menge ein:

Definition: Die leere Menge oder Nullmenge enthalt
kein Element.

Zeichen: @

Es wird somit: M —M = 0
M—F =0
M-—0 = M.

Zusitzlich definieren wir: Die Nullmenge ist Teil-
menge jeder Menge (also auch von sich selbst).

Es ist auch niitzlich, ein Zeichen fiir die Gleichwer-

tigkeit von Aussagen einzufithren: {=——

ECM (——») (ac E=—p ac M)

(in Worten: E ist Teilmenge von M ist gleichwertig
mit: Ist a Element von E, so ist folglich a auch Ele-
ment von M.)

Mit dieser Bezeichnung 148t sich fiir die Restmenge
R von E beziiglich M sagen:

atR (——p» ag¢E

acE (———p ag¢ R.

Sieht man bei den Mengen M und S von der Natur
der Elemente ab, so bleibt nur noch ihre Anzahl
iibrig. Setzt man je einen Schiiler auf je einen Sitz-
platz, so entsteht eine Zuordnung zwischen den
Elementen von M und S. Jedem Schiiler entspricht
dabei genau ein Sitzplatz und umgekehrt. Die bei-
den Mengen M und S sind so auf umkehrbar-ein-
deutige Weise einander zugeordnet. Eine solche
umkehrbar-eindeutige Zuordnung heiB3t auch eine
einetndeutige Abbildung der Mengen M und S aufeinander.

Definition: Zwei Mengen M und S, die sich einein-
deutig aufeinander abbilden lassen, heiflen zuein-
ander dquivalent,

M ~ S.

z.B. Gegeben: N = i 1,2,93,4, . }
GZIQ 4,6,8, -}

Aus der Zuordnung

I 2 3 4 5 .

tE bt

2 4 6 8 10 .

folgt N ~ G.

Numeriert man die Elemente der Menge M, wie
auch die der Menge S durch, so erhilt man eine ein-
deutige Abbildung von M bzw. S auf einen Ab-
schnitt der natiirlichen Zahlenreihe. Die letzte vor-
kommende Nummer in M bzw. S heilit die Anzahl,
besser nun aber die Kardinalzahl oder Mchtigkeit der
Menge M bzw. S. M und S haben also die gleiche
Kardinalzahl oder die gleiche Machtigkeit.

Bei unendlichen Mengen wie z.B. N und G ist es
unmoglich, von der Anzahl der Elemente zu spre-
chen. N und G sind aber dquivalente Mengen. Wir
sagen deshalb auch hier: N und G haben dieselbe
Mechtigkeit oder dieselbe (transfinite) Rardinalzahl
a.

Die Elemente einer zu N gleichméchtigen Menge
lassen sich durch eine eindeutige Abbildung auf N
durchnumerieren.

Wir definieren: Eine zur Menge N der natirlichen
Zahlen gleichmichtige Menge heil3t abzdhlbar.

Bemerkenswert ist nattirlich, dal N und G gleich-
michtig sind, obwohl G echte Teilmenge von N ist.
Da dies nur bei unendlichen Mengen mdéglich ist,

223



1aBt sich dies direkt zur Definition der Begriffe
«endliche» und «unendliche Menge» beniitzen.
Folgende im dritten Teil teilweise gebrauchten
Mengen sind abzdhlbar (Beweise leicht!):

1) Menge [ der ganzen Zahlen

\

2) Menge P der rationalen Zahlen
3) Menge A der algebraischen Zahlen
4) Menge aller Primzahlen

Die Einfithrung der transfiniten Kardinalzahl g
wire recht uninteressant, wenn sich alle unend-
lichen Mengen als abzahlbar erweisen wiirden. Mit
dem berithmten <Cantorschen Diagonalverfahren»
(siehe z.B. W.L. Fischer: Einfithrung in die Men-
genlehre; Verlag Klett) 148t sich nun aber auf ein-
fache Art zeigen, dalB bereits die Menge der reellen
Zahlen zwischen o und 1 nicht mehr abzdhlbar und
somit von hoherer Machtigkeit als die Menge N ist.
Die Menge der reellen Zahlen zwischen o und 1 ist
iiberdies wieder gleichmichtig zur Punktmenge
einer Einheitsstrecke AB und diese zur Punkt-
menge einer vollen Geraden, wie folgende Zentral-
projektion zeigt:

Damit wird aber die Menge der reellen Zahlen
zwischen o und 1 gleichmichtig zur Menge R der
reellen Zahlen uberhaupt. Man nennt die Méach-
tigkeit der Menge R die Mdchtigkeit des Kontinuums.

Uberraschenderweise erweisen sich dann folgende
Mengen alle als von der Machtigkeit «¢:

1) Punktmenge einer Strecke
2) Punktmenge einer Geraden
3) Punktmenge der Ebene

4) Punktmenge des dreidimensionalen Raumes

Ob es Mengen mit Machtigkeiten zwischen a und
¢ gibt, ist bis heute noch ungelost (Kontinuumpro-
blem). Aber es 1aBt sich zeigen, dal3 es zu jeder un-
endlichen Menge noch Mengen mit héherer Mach-
tigkeit gibt.

Diese Méichtigkeitsbetrachtungen sowie das Rech-
nen mit den transfiniten Kardinalzahlen sind nun
duBerst interessant und bilden ein wesentliches
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Stiick der Mengenlehre. Sie {ibersteigen aber den
Rahmen der ordentlichen Schulmathematik. Die
knappe Ubersicht will lediglich einen Ausblick auf
dieses reizvolle Thema bieten.

Wesentlich fiir die Schulmathematik sind aber die
mengentheoretischen Operationen. Unter ihnen
sollen die beiden wichtigsten, das Bilden von
Durchschnitt und Vereinigung, kurz behandelt

werden.

Vereinigung. Wir betrachten die Mengen K und E
aus dem ersten Beispiel. Beide Mengen haben ge-
wisse Elemente gemeinsam.

Unter der Vereinigung V der beiden Mengen K
und E verstehen wir nun die Menge aller Schiiler,
die entweder katholisch sind oder Englisch lernen
oder beides zugleich erfiillen. Im Venndiagramm
sieht dies folgendermalen aus:

\%

Definition: Unter der Vereinigung zweler Mengen K
und E versteht man die Menge V aller Elemente,
die mindestens einer der Mengen K und E angeho-
ren;

in Zeichen KUE =V

(U = <union>», Vereinigung)
Es wird:

KuP =M

FUF =F

GuU =17

wenn G die Menge der geraden, U die Menge der
ungeraden natiirlichen Zahlen ist.

Die Bildung der Vereinigung geniigt iiberdies fol-
genden Gesetzen, die leicht zu beweisen sind:

A)AUB =BUA Kommutativgesetz




Ay) (AUBJUC =AU (Bu ()
A)AUA = A Idempotenzgesetz

Assoziativgesetz

Durchschnitt: Die gemeinsamen Elemente der Men-
gen K und E bilden wieder eine Menge, ndmlich
die Menge derjenigen katholischen Schiler, die
Englisch lernen. Diese Menge heil3t der Durchschnitt
D der Mengen K und E.

—
—\

Ne—y
N

Definition: Unter dem Durchschnitt D zweier Mengen
K und E verstehen wir die Menge derjenigen Ele-
mente, die sowohl zu K als auch zu E gehéren;

in Zeichen: D = K n E

Es wird also:

MNK =K
MnP =P
MnE =E
K und P aber besitzen keine gemeinsamen Ele-

mente:

Ihr Durchschnitt ist also die Nullmenge oder leer.
Die Mengen K und P heillen deshalb zueinander

Sfremd:
KnP=o0

Fir die Durchschnittsabbildung gelten wieder die
drei Gesetze:

B))AnB =BnA Kommutativgesetz
B,) (AnB)n C = An (Bn C) Assoziativ-
gesetz

B)AnA = A Idempotenzgesetz

Wir veranschaulichen das Assoziativgesetz B,:

(AnB)n C

—An(BnCQ

+J
1
(&}




Die beiden mengentheoretischen Operationen sind
schlieBlich durch die beiden

Dastributivgesetze

CH)AUBNC)=(AUB)n (AuUB)
C)An(BUC) =(AnB)U(AnCQ)

sowie die beiden

Verschmelzungsgesetze
DY)AN(AUuB) =A
D,) AU(AnB) =A

miteinander verbunden (Veranschaulichung!).

Die sehr fragmentarische Einfuhrung soll damit ab-
geschlossen sein. Sie ist weder fiir den Fachmathe-
matiker noch zur endgiiltigen Orientierung ge-
dacht, sondern soll lediglich die Ausfithrungen im
dritten und wichtigsten Teil einigermaBen verstand-
lich machen und, so hoffe ich, zu weiterem Ein-
dringen in dieses reizvolle mathematische Teilge-
biet anregen. Die Fortsetzung soll nun zeigen, wie
diese Begriffe den Hintergrund erhellen und zu
einem Band zwischen den manchmal recht zusam-
menhanglos erscheinenden Teilen der Schulmathe-

matik werden kénnen. Fortsetzung folgt

Grundfragen personaler Mddchenbildung* Von Dr. Renata Dessauer, Wiirzburg

Midchenbildung 148t sich nicht auf einzelne Facher
beschranken. Bildung ist ja der ununterbrochene ge-
heimnisvolle Vorgang im menschlichen Leben, der
sich unsichtbar oder nur zu einem Teil sichtbar voll-
zieht, auch da, wo wir es nicht vermuten und wo er
nicht in der Absicht des Erwachsenen liegt, Niemals
bekommen wir diesen Vorgang ganz in den Griff,
aber immer ist der Erwachsene, bewuBt oder unbe-
wubBt, bei der Bildung des jungen Menschen mit im
Spiel. Sicher ist, daB Bildung sich im Umgang mit
Menschen und Dingen, oder wie Guardini sagt, in
der «Begegnung» mit der Umwelt vollzieht, das
heift mit dem Ausschnitt Welt, in dem das Leben
des Kindes und des jungen Menschen sich entfaltet.
Médchenbildung ist genauso wie Knabenbildung
Menschenbildung, das heiBt, sie erfa3t den ganzen
Menschen. Damit eriibrigt sich die in der Vergan-
genheit oft angestellte Uberlegung, welcher Winkel
im Raume der Bildung der Madchenbildung vorbe-
halten sein soll. Nicht beantwortet aber bleibt die
Frage, die uns nun beschéiftigen soll: Warum tiiber-
haupt eine eigenstindige Madchenbildung ?

Der UmwandlungsprozeB3 in unserer Welt: die uni-

* Aus: <Katholische Frauenbildung» 1962, Heft 11, S. 721 ff.
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versale Technisierung, die Verdnderung der Struk-
tur der Gesellschaft usw. hat sich so rasch vollzogen
und geht in so schnellem Tempo voran, daf3 er un-
sere pddagogische Besinnung iiberrollt hat. Wir ha-
ben hier viel Nachholarbeit zu leisten.

Es ist zwar sehr viel iiber die Wesensart der Frau ge-
schrieben worden, die Anthropologie hat die Eigen-
standigkeit des weiblichen Seins eindeutig dargetan;;
die Psychologie zeigt die Besonderheit der Madchen
in Art und Rhythmus ihrer Entwicklung auf. Im
pddagogischen Bereich fangen wir jedoch erst lang-
sam an, diese Erkenntnisse auszuwerten und in der
Bildungsarbeit zu verwirklichen. Wir stehen hier vor
keiner leichten Aufgabe.

Die Schwierigkeiten fiir uns liegen vor allem auf
zwei Gebieten:

1. Wir leben in einer Epoche, in der die Frauin nahe-
zu allen Berufen neben dem Mann steht; in der sie in
ihren Pflichten und Rechten, beruflich, gesellschaft-
lich und als Staatsbiirgerin diesem gleichgestellt ist.
Dem oberflichlichen Blick muB in einer so <partner-
schaftlichen» Zeit eine eigenstindige Madchenbil-
dung als iiberfliissig erscheinen;; alles ist klar, und die
Bildung orientiert sich, wie das Leben, sozusagen
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