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Geometrische Örter und Funktionsbilder Dr. F. Pfister, Altdorf Mittelschule

Es scheint zwar zunächst nicht naheliegend, den

Begriff des ,geometrischen Ortes' mit dem Begriff der

,Funktion' zu verknüpfen, weil die beiden an sich

so verschiedenen Dinge in der Mathematik nicht
gleichzeitig auftreten. Wir haben uns aber stets zu

bemühen, schon bekannte Dinge zur Erklärung
neuer Beziehungen heranzuziehen, schon damit diese

Dinge auch wieder einmal repetiert werden. Durch
das stete Wiederaufgreifen vertieft man sich erst richtig

in eine Sache und wird mit ihr genügend
vertraut.

Der Begriff der Funktion macht den Schulern
zunächst immer einige Schwierigkeiten, auch wenn er
noch so sorgfältig eingeführt wird. Mit praktischen
Beispielen und Zeichnungen wird er erläutert. Es

wird unterschieden zwischen der Funktion im
algebraischen Sinn und dem Funktionsbild, der graphi-

Abb. i

sehen Darstellung der Funktion, ihrer geometrischen
Veranschaulichung. Um zu dieser Veranschaulichung

zu kommen, begehen wir nun einmal einen

neuen Weg. Wir gehen von den geometrischen Ortern

aus, denn wir möchten vermeiden, daß das
Funktionsbild fur den Schuler nur über die Wertetabelle
entsteht. Das Bild soll vor der Ausrechnung schon

vorschweben. Gewiß, dem Lehrer schwebt es vor,
aber der Schüler findet allzuoft die Beziehung
zwischen der Funktion und ihrer Abbildung nicht
direkt. Helfen wir ihm, diesen Weg von der Formel zu
ihrer geometrischen Veranschaulichung zu
vereinfachen.

Wir repetieren: Geometrische Örter sind Linien und
nicht Punkte. Jeder Punkt dieser Linie muß eine
bestimmte Bedingung erfüllen. Heute verwendet man
vermehrt die Bezeichnung ,Bestimmungslinie' an
Stelle des ,geometrischen Ortes'. Beiden Bezeichnungen

haften Mängel an, die dem Schüler das
Verständnis der Sache erschweren. Weil bei ,Ort' so

gerne an eine bestimmte Stelle, an einen Punkt,
gedacht wird, hat man den Schüler mit dem Begriff
des Ortes als Linie erst einmal recht vertraut zu
machen. Im Wort ,Bestimmungslinie' fehlt der Begriff

der Bedingung, der jeder Punkt
unterstellt ist. Nehmen wir diese

grundsätzlichen Dinge ja nicht zu
leicht: Wir schaffen unseren Schülern

und den Lehrern der oberen
Klassen sonst manche Mühe, die

zu ersparen gewesen wäre.

Kehren wir also vor Einführung
des Funktionsbegriffes noch
einmal grundlich zu den geometrischen

Örtern zurück:

a) Welches ist der g.O. aller Punkte,

die von einem festen Punkt M
einen bestimmten Abstand a
haben?

b) Welches ist der g.O. aller Punkte,

die von zwei festen Punkten
A und B jeweils den gleichen
Abstand haben

c) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von einer
Geraden g einen bestimmten Abstand a haben

d) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von zwei
Parallelen den gleichen Abstand haben

e) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von zwei
sich schneidenden Geraden jeweils den gleichen
Abstand haben
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f) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von einer

gegebenen Kreislinie den Abstand a haben

Der g.O. ist eine Linie, hier z.B. Geraden oder Kreise.
Als g.O. können aber auch zwei Linien in Erscheinung

treten (bei c, e und f). Darauf aufmerksam zu
machen, ist besonders wichtig. Kehren wir nun aber

um und fragen: Wie können die folgenden Linien
definiert werden

i. Kreislinie, 2. Mittelsenkrechte, 3. Parallelenpaar,
4. Mittelparallele, 5. Winkelhalbierenden, 6.

Parallelenkreise.

Nun wählen wir als besondere Linien die horizontale

X-Achse und die vertikale Y-Achse des

Koordinatensystems: Abb. 2.

7,6

+ 3
— y

X-Achse

— 2,4

Y-Achse

+ x

5,6

— 1,6

6,i

3,2

In beiden Fällen ergeben sich je zwei Geraden. Die
in der Y-Richtung gemessenen Abstände bezeichnen

wir mit -j-y nach oben und mit -y nach unten.
Zeichne den g.O. aller Punkte mit dem gleichen Ab-

Abb. 3

stand — 3 (+ 7,6 / -2,4 / -5) von der X-Achse! Zeichne

desgleichen den g.O. aller Punkte mit dem
gleichen Abstand -1,6 (-5,6 +3,2 / +6,1) von der Y-
Achse! Wir erhalten so je nur eine bestimmte
Gerade, bestimmt durch ihren Abstand +y oder -y von
der X-Achse bzw. -4-x oder -x von der Y-Achse. Die
Bedingung, die jeder Punkt dieser Geraden zu
erfüllen hat, ist festgelegt in der kürzesten algebraische^
Form durch die Gleichung, z.B. x ->-5; y + 7;
x -4,8; y -2,6; y o; x -0,8; y 2/3usw.

y-0,4*

Abb. 2

g) Welches ist der g.O. aller Punkte mit gleichem
Abstand von der X-Achse

h) Welches ist der g.O. aller Punkte mit gleichem
Abstand von der Y-Achse

Abb. 4

Erkläre die Lage dieser Geraden!
Wir können aber auch g.O. in Bezug auf beide Achsen

festlegen: Abb. 3.

i) Welches ist der g.O. aller Punkte mit jeweils
gleichem Abstand von den beiden Koordinatenachsen

211



Wir können die beiden Winkelhalbierenden als solche

Örter erkennen. Berücksichtigen wir aber die

Vorzeichen, so gilt nur für eine Linie x y bzw.

-x -v. Die Winkelhalbierende im ersten Feld ist

Abstand von der X-Achse jeweils doppelt so groß
ist wie der Abstand von der Y-Achse!
Zeichne ferner die Geraden:

y 3V2x; y 0,4.x; y ~y3x; y -5X usw.

Abb. 5

also durch die Bedingung y x bestimmt. Für die
Winkelhalbierende im zweiten Feld gilt: y -x.
Noch immer reden wir von geometrischen Ortern,
die wir aber nun aufdas rechtwinklige Koordinatensystem

beziehen, was uns ermöglicht, die Bedingungen

durch einfache algebraische Gleichungen
festzulegen. Daß diese Bedingungen die Gleichungen
der entsprechenden Geraden sind, prägt sich mit den

Übungen von selbst ein.

Abb. 6

y Jx~4

/ /
X /

/
V v-x\

/ ij*-x-2,S^ \/ y—2x+\2

Abb. 7

Die Bedingung y mx bestimmt Geraden, die durch
den Schnittpunkt der Koordinaten gehen. Die Größe

m legt die Steigung der Geraden fest. Für m 2

beträgt die Steigung 2:1, für m 0,4 beträgt sie 0,4: 1

oder 4:10 oder 2:5 usw.
Gehen wir nun einen Schritt weiter und zeichnen

Linien, für deren Punkte gilt v x+c, dann y
mx+c: Abb. 5 / Abb. 6.

Wir legen die weiteren Bedingungen für alle Punkte
der gesuchten g.O. nun durch die Gleichungen fest:

Abb. 4.

k) y qx, d.h. suche den g.O. aller Punkte, deren Abb.
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1) Suche die g.O. aller Punkte, die folgende
Bedingungen erfüllen: y x+5; y x-3; y x-j-3,2;
y x—4,8 usw.!

m) Suche die g.O. aller Punkte, die folgende

Bedingungen erfüllen: y 3X-4; y x/2 + 3; y -x-2,5;
y -2x+4,2 usw.!

Daß das Zahlenglied c nur eine Verschiebung in
vertikaler Richtung zur Folge hat, entdeckt jeder Schüler

leicht .Jede beliebige Gerade in der Koordinatenebene

kann also durch eine Gleichung in der Form

v mx+c definiert werden.

Wir dürfen es nicht unterlassen, beliebige Geraden

im Koordinatensystem zu zeichnen und deren

Gleichungen zu suchen, indem wir die Vertikalverschiebung

c und die Steigung m durch Nachmessen oder

durch Nachzählen der Häuschen bestimmen.

Wir wollen aber nicht hier stehenbleiben, sondern

auch die quadratische Gleichung noch kurz streifen

: Abb. 7.

n) Welches ist der g.O. aller Punkte, die die Bedingung

erfüllen y x2?

Aufkarriertem Papier oder mm-Papier zeichnen wir
nur wenige Punkte auf und erkennen dann, daß als

g.O. sich weder eine Gerade noch ein Kreis ergibt,
sondern eine neue Kurve. Wir nennen sie Parabel.

o) Desgleichen für y x2 + 5 / v x2~3 usw.
Die Gleichung y x2 + c ergibt die Parabel y x2,

die aber gegenüber dem Nullpunkt auf der Y-Achse

um c verschoben ist, entsprechend der Verschiebung
der Geraden.

p) Desgleichen für y 2x2 / y o,4x2 usw. Abb. 8.

Der Koeffizient a in der Gleichung y ax2 bewirkt
eine Stauchung bzw. Dehnung der Kurve y x2.

Ist a größer als 1, so wird die Kurve schlanker. Ist a

kleiner als 1, so wird sie breiter.

q) Desgleichen für y (x—ß)2; y (x-4)2 usw.

Abb. 9.
Die Gleichung y (x-fn)2 ergibt eine Parabel der

Form y x2, die aber auf der X-Achse gegenüber
dem Nullpunkt um n Einheiten verschoben ist, und

zwar um n Einheiten nach rechts für negative n und

um n Einheiten nach links für positive n. Beachte

hier die Unterschiede zwischen y x2-3 und y
(x-3) 2, y x2-{—c und y (x+c) 2!

r) Desgleichen für y (x-i-2)2—3; y (x—4)2-(-7

usw. Abb. 10.

Die Gleichung y (x + n) 2-f c bestimmt eine Parabel

der Form y x2, die gegenüber dem Nullpunkt
um n Einheiten nach links und um c Einheiten nach

oben verschoben ist. Durch quadratisches Ergänzen
kann jede vollständig quadratische Gleichung in die

Form y (x+n)2+c gebracht werden. Auch der
Schüler wird nun den Verlauf der Kurve aus der

umgeformten Gleichung sofort erkennen. Er kann

auf die Wertetabelle verzichten, denn er ist nun so¬

weit, daß er das Bild der Funktion im Kopfentstehen

lassen kann.

Natürlich kann man auf diesem Wege noch weiter

gehen. Mir ging es hier nur darum, eine Beziehung
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zwischen den Bestimmungslinien und den
Funktionsbildern zu zeigen und auszuwerten, um den

Zusammenhang zwischen der Gleichung einer Kurve
und dem Bild der Kurve inniger werden zu lassen.

Einige bemerkenswerte
Größenbeziehungen bei der Ellipse

P. Dr. Theodor Schwegler OSB, Einsiedeln

e
8 — :

a

\/a 2 — b2 „ b2
; 0 < e < 1; p - a (1 — e2)

daß also f(e)max 0,300 284; m.a.W.: ^ kann den

Wert von 0,300 284 nicht überschreiten.

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn
y/1 — e2 z gesetzt und von der so entstehenden

Funktion f(z)

wird, also
V1 ~~;

das Maximum gesucht

f'(z)
z3 — 2z \ / z3-)-3pz-t-q
(1-z2) 2/2 (1—2') 3u )=0.

Da im vorliegenden Falle 0 < z < 1, braucht nur der
Zähler von f' (z) berücksichtigt zu werden, und da
die Diskriminante dieser kubischen Gleichung:

(2
\ 3

g-l <0, ist die trigonometrische

Lösung anzuwenden. Setzt man

icp
V—p''

—-Y/27/32 dann: <p= 156°42'58,5"

Vorbemerkung: Über die Bedeutung der in Frage
stehenden Größen siehe Zeichnung. Als bekannt sind
die folgenden Beziehungen vorausgesetzt:

Die drei reellen Lösungen der Gleichung z3—2 z - • 1

0 sind dann z1 2

z2 — 2 y/—p cos ^ -f 60°) 0,6

z3 — 2y/—p cos ^—60°) —1,618 0336

cos ~ 1

3

0,618 0336:

Dann ergeben sich die folgenden bemerkenswerten

Beziehungen:

iNc a — e a (1 — e) 1 / < 1

1}
P P a(l— e2) 1 + e \ > */2

•

d b — p \/l—s2—(1—e2)
e e e

- ä"e + Ca) •'*—Ca) •e"+Ci") ~r<«)

Wird nunf(e) nach der einen oder der anderen Form

ausgewertet, so ergibt sich leicht, daß

a) wenn e — so f (e) —> 0;

b) daß das Maximum von f(e) bei e 0,786 liegt,

214

Es liegt aufder Hand, daß im vorliegenden Falle nur
z2 in Frage kommt, und seinem Wert entspricht
s 0,78615

f(£)
Man sieht leicht, daß für 0 < £ < 1: 0 < f(c) < oo.
Ferner ergibt sich die folgende Reihe:

\ T=re-(l
(l+£)h.(l_e)y2_(l+£)

|. (£2+£3)+|. (£4+£5)+A.. (e6+£7) +
— (£«+£») +Ü - (£1«+£11) +
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