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Geometrische Orter und Funktionsbilder' Dr. F. Pfister, Altdorf

Es scheint zwar zunichst nicht naheliegend, den Be-
griff des ,geometrischen Ortes® mit dem Begriff der
,JFunktion® zu verkniipfen, weil die beiden an sich
so verschiedenen Dinge in der Mathematik nicht
gleichzeitig auftreten. Wir haben uns aber stets zu
bemiihen, schon bekannte Dinge zur Erklarung
neuer Beziehungen heranzuziehen, schon damit die-
se Dinge auch wieder einmalrepetiert werden. Durch
dasstete Wiederaufgreifen vertieft man sich erst rich-
tig in eine Sache und wird mit ihr gentigend ver-
traut.

Der Begriff der Funktion macht den Schiilern zu-
nachst immer einige Schwierigkeiten, auch wenn er
noch so sorgfiltig eingefithrt wird. Mit praktischen
Beispielen und Zeichnungen wird er erlautert. Es
wird unterschieden zwischen der Funktion im alge-
braischen Sinn und dem Funktionsbild, der graphi-

Abb. 1

schen Darstellung der Funktion, ihrer geometrischen
Veranschaulichung. Um zu dieser Veranschau-
lichung zu kommen, begehen wir nun einmal einen
neuen Weg. Wir gehen von den geometrischen Ortern
aus, denn wir mochten vermeiden, daB3 das Funk-
tionsbild fir den Schiiler nur uber die Wertetabelle
entsteht. Das Bild soll vor der Ausrechnung schon
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vorschweben. Gewil3, dem Lehrer schwebt es vor,
aber der Schiler findet allzuoft die Beziehung zwi-
schen der Funktion und ihrer Abbildung nicht di-
rekt. Helfen wir ihm, diesen Weg von der Formel zu
ihrer geometrischen Veranschaulichung zu verein-
fachen.

Wir repetieren: Geometrische Orter sind Linien und
nicht Punkte. Jeder Punkt dieser Linie muB eine be-
stimmte Bedingung erfillen. Heute verwendet man
vermehrt die Bezeichnung ,Bestimmungslinie‘ an
Stelle des ,geometrischen Ortes‘. Beiden Bezeich-
nungen haften Mingel an, die dem Schiiler das Ver-
stindnis der Sache erschweren. Weil bei ,Ort® so
gerne an eine bestimmte Stelle, an einen Punkt, ge-
dacht wird, hat man den Schiiler mit dem Begriff
des Ortes als Linie erst einmal recht vertraut zu ma-
chen. Im Wort ,Bestimmungslinie® fehlt der Begriff’
der Bedingung, der jeder Punkt
unterstellt ist. Nehmen wir diese
grundsitzlichen Dinge ja nicht zu
leicht: Wir schaffen unseren Schii-
lern und den Lehrern der oberen
Klassen sonst manche Miihe, die
Zu ersparen gewesen wire.

Kehren wir also vor Einfithrung
des Funktionsbegriffes noch ein-
mal grindlich zu den geometri-
schen Ortern zuriick:

a) Welchesistderg.O. aller Punk-
te, die von einem festen Punkt M
einen bestimmten Abstand a ha-
ben?

b) Welchesistder g.O. aller Punk-
te, die von zwei festen Punkten

A und B jeweils den gleichen Ab-
stand haben?

c) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von einer
Geraden g einen bestimmten Abstand a haben?

d) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von zwei
Parallelen den gleichen Abstand haben?

e) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von zwei
sich schneidenden Geraden jeweils den gleichen Ab-
stand haben?



f) Welches ist der g.O. aller Punkte, die von einer
gegebenen Kreislinie den Abstand a haben?

Derg.O.isteine Linie, hier z.B. Geraden oder Kreise.
Als g.0. kénnen aber auch zwei Linien in Erschei-
nung treten (bei c, e und f). Darauf aufmerksam zu
machen, ist besonders wichtig. Kehren wir nun aber
um und fragen: Wie konnen die folgenden Linien
definiert werden?

1. Kreislinie, 2. Mittelsenkrechte, 3. Parallelenpaar,
4. Mittelparallele, 5. Winkelhalbierenden, 6. Paral-
lelenkreise.

Nun wihlen wir als besondere Linien die horizon-
tale X-Achse und die vertikale Y-Achse des Koordi-
natensystems: Abb. 2.
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g) Welches ist der g.O. aller Punkte mit gleichem
Abstand von der X-Achse?

h) Welches ist der g.O. aller Punkte mit gleichem
Abstand von der Y-Achse?

In beiden Fillen ergeben sich je zwei Geraden. Die
in der Y-Richtung gemessenen Abstande bezeich-
nen wir mit +y nach oben und mit —y nach unten.
Zeichne den g.0. aller Punkte mit dem gleichen Ab-

y=X

y==x

Abb. 3

stand +3 (47,6 /| —2,4 / —5) von der X-Achse! Zeich-
ne desgleichen den g.O. aller Punkte mit dem glei-
chen Abstand -1,6 (5,6 /| +3,2 / +6,1) von der Y-
Achse! Wir erhalten so je nur eine bestimmte Ge-
rade, bestimmt durch ihren Abstand +y oder —y von
der X-Achse bzw. +-x oder —x von der Y-Achse. Die
Bedingung, die jeder Punkt dieser Geraden zu er-
filllen hat, ist festgelegtin der kiirzesten algebraischen
Form durch die Gleichung, z.B.x = +5;y = +7;
X =-48; y=-2,6; y=0; x =-0,8; y = 253usw.

Abb. 4

Erklare die Lage dieser Geraden!
Wir kénnen aber auch g.O. in Bezug auf beide Ach-
sen festlegen: Abb. 3.

1) Welches ist der g.O. aller Punkte mit jeweils glei-
chem Abstand von den beiden Koordinatenachsen ?

211



Wir kénnen die beiden Winkelhalbierenden als sol-
che Orter erkennen. Beriicksichtigen wir aber die
Vorzeichen, so gilt nur fir eine Linie x = y bzw.
-x = —vy. Die Winkelhalbierende im ersten Feld ist

y=x+5

Y=x+32
/ y=x
/ ymx-3

7
7

Abb. 5

also durch die Bedingung v = x bestimmt. Fur die
Winkelhalbierende im zweiten Feld gilt: y = —x.
Noch immer reden wir von geometrischen Ortern,
die wir aber nun auf das rechtwinklige Koordinaten-
system beziehen, was uns ermoglicht, die Bedingun-
gen durch einfache algebraische Gleichungen fest-
zulegen. Dal3 diese Bedingungen die Gleichungen
der entsprechenden Geradensind, priagtsich mitden
Ubungen von selbst ein.

y=3x-4

y-4+3

=

\

\/

Y=-x-25
y=-2x+42

Abb. 6

Wir legen die weiteren Bedingungen fiir alle Punkte
der gesuchten g.O. nun durch die Gleichungen fest:
Abb. 4.

k) y = 2x, d.h. suche den g.O. aller Punkte, deren
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Abstand von der X-Achse jeweils doppelt so groB3
ist wie der Abstand von der Y-Achse!
Zeichne ferner die Geraden:

v = 3%x; v = 04x; y = —-14x; y = —5x usw.
Yexr+5
y=x*
g:x‘-s
+5
\/ }-5
Abb. 7

Die Bedingung v = mx bestimmt Geraden, die durch
den Schnittpunkt der Koordinaten gehen. Die GroBe
m legt die Steigung der Geraden fest. Fiir m = 2 be-
tragt die Steigung 2: 1, fiir m = 0,4 betrigtsie 0,4 1
oder 4: 10 oder 2: 5 usw.

Gehen wir nun einen Schritt weiter und zeichnen
Linien, fiir deren Punkte gilt y = x+c¢, danny =
mx-+c: Abb. 5 / Abb. 6. '

Abb. 8



1) Suche die g.O. aller Punkte, die folgende Bedin-
gungen erfillen: y = x+5; vy = x-3; y = X+3,2;
y = X—4,8 usw.!

m) Suche die g.O. aller Punkte, die folgende Bedin-
gungen erfiillen:y = 3x—4;y = x/243;y = —X-2,5;
y = —2x+4,2 usw.!

y=(x+3* g =(x-4)*

Abb. g

DaB das Zahlenglied ¢ nur eine Verschiebung in ver-
tikaler Richtung zur Folge hat, entdeckt jeder Schii-
ler leicht. Jede beliebige Gerade in der Koordinaten-
ebene kann also durch eine Gleichung in der Form
v = mx--c definiert werden.

Wir diirfen es nicht unterlassen, beliebige Geraden
im Koordinatensystem zu zeichnen und deren Glei-
chungen zu suchen, indem wir die Vertikalverschie-
bung ¢ und die Steigung m durch Nachmessen oder
durch Nachzihlen der Hauschen bestimmen.

Wir wollen aber nicht hier stehenbleiben, sondern
auch die quadratische Gleichung noch kurz strei-
fen: Abb. 7.

n) Welches ist der g.0. aller Punkte, die die Bedin-
gung erfilleny = x*?

Aufkarriertem Papier oder mm-Papier zeichnen wir
nur wenige Punkte auf und erkennen dann, daB als
g.0. sich weder eine Gerade noch ein Kreis ergibt,
sondern eine neue Kurve. Wir nennen sie Parabel.
o) Desgleichen fiir y = x?+5 / y = x*-3 usw.

Die Gleichung v = x?+c ergibt die Parabel y = x3,
die aber gegeniiber dem Nullpunkt auf der Y-Achse
um c verschoben ist, entsprechend der Verschiebung
der Geraden.

p) Desgleichen fiir y = 2x? | y = 0,4x? usw. Abb. 8.
Der Koeffizient a in der Gleichung y = ax? bewirkt
eine Stauchung bzw. Dehnung der Kurve y = x*
Ist a gréBer als 1, so wird die Kurve schlanker. Ist a
kleiner als 1, so wird sie breiter.

q) Desgleichen fiir y = (x+3)%; y = (x—4)% usw.
Abb. 9.

Die Gleichung y = (x+n)? ergibt eine Parabel der
Form y = x2, die aber auf der X-Achse gegeniiber
dem Nullpunkt um n Einheiten verschoben ist, und
zwar um n Einheiten nach rechts fiir negative n und
um n Einheiten nach links fur positive n. Beachte
hier die Unterschiede zwischen y = x>-3und y =
(x-3)% y = x*+cund y = (x-+c)*!

r) Desgleichen fiir y = (x+2)2+3; vy = (x—4)%+7
usw. Abb. 10.

Die Gleichung y = (x-+n)?-c bestimmt eine Para-
bel der Form y = x?2, die gegeniiber dem Nullpunkt
um n Einheiten nach links und um ¢ Einheiten nach
oben verschoben ist. Durch quadratisches Erginzen
kann jede vollstindig quadratische Gleichung in die
Form y = (x-+n)?-+c gebracht werden. Auch der
Schiiler wird nun den Verlauf der Kurve aus der
umgeformten Gleichung sofort erkennen. Er kann
auf die Wertetabelle verzichten, denn er ist nun so-

Y= (x+2)*+3

Abb. 10

weit, daB er das Bild der Funktion im Kopfentstehen
lassen kann.

Natiirlich kann man auf diesem Wege noch weiter
gehen. Mir ging es hier nur darum, eine Beziehung
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zwischen den Bestimmungslinien und den Funk-
tionsbildern zu zeigen und auszuwerten, um den Zu-
sammenhang zwischen der Gleichung einer Kurve
und dem Bild der Kurve inniger werden zu lassen.

Einige bemerkenswerte
GroBenbeziehungen bei der Ellipse

P. Dr. Theodor Schwegler OSB, Einsiedeln

Vorbemerkung: Uber die Bedeutung der in Frage ste-
henden GroBen siehe Zeichnung. Als bekannt sind
die folgenden Bezichungen vorausgesetzt:

daB also £(e) ma = 0,300284; m.a.W.: < kann den
Wert von 0,300 284 nicht iiberschreiten.

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn
4/1— & = z gesetzt und von der so entstehenden

Funktion f(z) = —- 2~

»\/l—z

das Maximum gesucht
wird, also

, 22— 2z 4+ 1/
'@ ==y, =

28 4-3pz + q

==y, ) =

Da im vorliegenden Falle 0 < z < 1, braucht nur der
Ziéhler von {’(z) beriicksichtigt zu werden, und da
die Diskriminante dieser kubischen Gleichung:
@ —p?=

Loésung anzuwenden. Setzt man

'2\3 . . . .
Yo)? — (3‘) < 0, ist die trigonometrische

cosgp — 7_-_‘%3 — — /"], dann: p—156°42'58,5""

Die drei reellen Losungen der Gleichung z3 —2z 41
= 0sind dann z, =2 4/—p - cosgi: 1

2y = —2+/—pcos (% 460°) = 0,618 0336;

— 24/~ p cos (;E— 60°) = —1,618 0336

Dann ergeben sich die folgenden bemerkenswerten
Beziehungen:

Ca(l—e) 1 f<1
Tall—e) T THe\=

2) d__b—p Al—e—(1—¢)
e o € - &

et () () e (1) o

Wird nunf(e) nach der einen oder der anderen Form

. =f(e)

ausgewertet, so ergibt sich leicht, daB3
0
a) wenn £ — ;, so f(e) — 0;

b) daB das Maximum von f(¢) beie = 0,786 liegt,
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Esliegt aufder Hand, daB3im vorliegenden Falle nur
z, in Frage kommt, und seinem Wert entspricht

e = 0,78615
d I—e*— (1 —g? f1+
3) Faa ’\/ 18_7 S = l/ l—i +E)
= f(¢)

Man sieht leicht, daB fiir 0 < e << 1: 0 < f(e) < 0.
Ferner ergibt sich die folgende Reihe:

V1—e—(1—¢) l//l+£_(l &)
- 1

1—¢
= (4% (1—e)%—(1+e)
= @+ g ) g ) +
5 () g - (B0
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