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daher mit 2y. Setzt man die vier Zentralsymmetrien
mitden Zentren M;, M,, M3, M, zusammen, so ent-
steht eine Punktzuordnung, die beispielsweise dem
Eckpunkt A den Eckpunkt A; = E korrespondieren

Neue neben dem Alten noch Platz? Diese Frage-
stellung ist grundsatzlich falsch; in der Regel geht
es ja wie hier nicht um neuen Stoff, sondern um eine
methodisch neue Gestaltung. Es ist doch vollstindig
sinnlos, nach einem euklidisch
aufgebauten Beweis des pythago-
raischen Satzes diesen anschlie-
Bend auch noch bewegungsgeo-
metrisch darzulegen. Vielmehr
geht es darum, den Schiilern die
Geometrie durch eine handgreif-
lichere Unterrichtsweise niherzu-
bringen,besonders auf jener Stufe,
wo frither infolgedesallzu abstrak-
ten Betriebes nur schwerlich eine
Resonanz herzustellen war. Be-
wegungsgeometrie, Abbildungs-
geometrie, dynamische Methode,
Gruppengeometrie und ahnliche
Schlagworter sind gegenwiartig

laBt. Nach den voranstehenden Bemerkungen laf3t
sich aber diese Zuordnung auch gewinnen durch
Zusammensetzen der beiden Parallelverschiebun-
gen mitden Vektoren 2u und 2v, das heiltsie ist eine
Parallelverschiebung mit dem Vektor w = 2u + 2v.
Da u und v mit den funf Mittelpunkten gegeben
sind, ist auch w = 2u -} 2v bekannt, womit sich zu-
nichst A und E und dann das ganze Fiinfeck kon-
struieren lassen.

Im Zusammenhang mit dieser Aufgabe dringt sich
das Problem auf, ein n-Eck zu zeichnen, das n vor-
gegebene Punkte zu Seitenmittelpunkten hat. Fur
ungerades n erhilt man mit dem eben entwickelten
Verfahren sofort die Losung. Dagegen zeigt sich,
daB die Aufgabe fiir gerades n entweder keine oder
dann aber gleich unendlich viele Losungen besitzt.
Der ganze Problemkreis bietet eine hubsche Gele-
genheit zu einem geometrischen Streifzug.
Tauchen in einem Gebiet des mathematischen Un-
terrichtes neue Bestrebungen auf, so hért man im-
mer wieder die Frage gestellt: Wo hat jetzt dieses

die Begriffe, hinter denen sich
diese Absichten verbergen.

Die Geometrie
als axiomatisch aufgebaute Wissenschaft

Prof. Dr. Gaston Hauser, Luzern

Einleitung: Von vornherein sei folgendes bemerkt: Wenn in die-
ser Sondernummer iiber den Mathematikunterricht an der
Sekundarschule auch vom axiomatischen Aufbau der Geometrie die
Rede ist, so geschicht dies keineswegs in der Meinung, daB die-
ser moderne Aspekt der Geometrie etwa schon auf dieser
Schulstufe zur Behandlung kommen soll. Denn es handelt sich
um ein ausgesprochen theoretisches Thema, welches ganz be-
stimmt die durchschnittliche Fassungskraft des Sekundar-
schiilers iibersteigt. Dagegen sollten auf alle Fille jene Sekun-
Richtung,
welche Unterricht in Geometrie erteilen, wenigstens iiber die

darlehrer mathematisch-naturwissenschaftlicher
Grundziige der Axiomatik genigend orientiert sein. Dies ist
niamlich unerliBlich, wenn man das Wesen und die Eigenart
der Geometrie als deduktive und autonome Wissenschaft richtig
erfassen will. Es besteht sonst gerade im Anfangsunterricht der
Geometrie die Gefahr, dal3 der Lehrer bei den Schiilern falsche
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Vorstellungen und irrtiimliche Ansichten entstehen 14B8t. So
kommt es zum Beispiel noch vor, daBl ahnungslose Lehrer in
allem Ernst die Grundbegriffe Punkt, Gerade und Ebene
durch vermeintliche ,Definitionen‘ einfithren und zu erkliren
versuchen. Wer nichts iiber geometrische Axiomatik weil3, ist
ferner kaum in der Lage, die Rolle der geometrischen Grund-
siatze einwandfrei zu interpretieren und auf jede heiklere
Schiilerfrage, etwa im Zusammenhang mit dem Parallelen-
axiom, ohne weiteres mit einer giiltigen und den Schiiler be-
friedigenden Antwort zu reagieren. Was die Schule iiber die
ersten Begriffe der Geometrie bietet, sollte sich bis an die letz-
ten Grenzen des Durchdenkens rechtfertigen lassen. MuB bis-
weilen die schulmiBige Formulierung eine Konzession an das
Denk- und Sprachvermégen der Schiiler machen, so soll sich
wenigstens der Lehrer dessen bewuBt sein, und wenn méglich,
die Schiiler darauf hinweisen, daB noch weitere Denkarbeit zu
leisten wére.

Wegen der Beschriankung des uns zur Verfiigung stehenden
Raumes kann hier tiberhaupt nur das Allernotwendigste iiber
den axiomatischen Aufbau der Geometrie auseinandergesetzt,
also bloB die ,Notration® dargeboten werden. Wer sich einge-
hender iiber dieses Thema orientieren mdéchte, sei auf die am
Schlufl angegebene Literatur verwiesen.

1. Die reine Geometrie, eine formal-logische Beziehungs-
lehre

Unsere Ausfithrungen beziehen sich nur aufdie reine
Geometrie, aus der jede Rechnung und auch die Mes-
sung ausgeschlossen sind. Ihr Gegenstand sind nicht
reale Dinge, sondern abstrakte Gedanken — die geo-
metrischen Begriffe —, die dem Menschen durch die
raumliche Anschauung eingegeben werden. Und
reine Geometrie treiben heilt, die Eigenschaften und
wechselseitigen Beziehungen der geometrischen Be-
griffe wahrnehmen und beweisen. Dabei versteht
man allgemein unter einem Bewers die Darlegung der
Grinde, durch welche die Wahrheit eines Urteils
festgestellt wird, das einen Erkenntnisinhalt aus-
spricht. Die Griinde oder ,Ursachen’ fur die Wahr-
heit eines geometrischen Satzes sind frithere geo-
metrische Sitze, deren allgemeine Giltigkeit schon
gesichert ist. Deswegen besteht der Beweis einer
geometrischen Behauptung in einer kiirzeren oder
langeren Kette von logischen Schlissen, durch die
sie in einwandfreier Weise mit schon bewiesenen
Sitzen logisch verkniipft werden kann. Es wird also
die Wahrheit eines neuen geometrischen Satzes auf
die Wahrheit anderer Satze zuriickgefithrt. Weil ge-
rade die Feststellung und Abklidrung der logischen
Beziehungen zwischen den einzelnen geometrischen
Sitzen das Kernstiick der reinen Geometrie bildet,
kann diese als eine Beziehungslehre, als angewandte Lo-
gik von reinster und vollkommenster Pragung auf-
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gefaBt werden. In dieser Tatsache liegt der Grund,
daB die Satze der Geometrie iiberzeugend und un-
triiglich sind. Darum gilt die Geometrie (sowie die
Mathematik tiberhaupt) als die sicherste und zuver-
lassigste Wissenschaft.

2. Die geometrischen Grundbegriffe

Mit gutem Recht wird die Geometrie hiufig mit ei-
nem Gebdude verglichen. Man kann namlich in der
Geometrie wohl unterscheiden zwischen dem Fun-
dament oder den Grundlagen einerseits und dem eigent-
lichen Lehrgebdude anderseits. Dieses wiederum be-
steht aus mehreren tibereinanderliegenden ,Stock-
werken‘, von denen die beiden untersten von der
ebenen oder zweidimensionalen Geometrie (,Plani-
metrie‘) und der ragumlichen oder dreidimensionalen
Geometrie (,Stereometrie®), also von der elementaren
Schulgeometrie gebildet werden. Man mufB3 sich
grundlich durch ein Stockwerk nach dem andern
hindurcharbeiten, wenn man mit Aussicht auf Er-
folg in die hoheren Stockwerke gelangen will, in
denen die Teilgebiete der hiheren Geometrie (Allge-
meine projektive Geometrie oder zentrale Kollinea-
tion, Topologie, Nichteuklidische Geometrien usw.)
untergebrachtsind, die erst auf den Hochschulen ge-
lehrt werden.

Die Grundlagen der Geometrie setzen sich nun ihrer-
seits aus den geometrischen Grundbegriffen und den
geometrischen Grundsitzen zusammen. Unter den
geometrischen Grundbegriffen versteht man jetzt die
Begriffe Punkt, Gerade, Ebene und etwa auch den Be-
griff Raum. Im Gegensatz zu den abgeleiteten Be-
griffen (wie Strecke, Winkel, Dreieck, Kreis, Wiirfel
usw.) sollen die Grundbegriffe nicht definiert werden,
und zwar aus folgenden Griinden: Die gebriuch-
lichste Form der Definition eines Begriffes besteht
bekanntlich in der Angabe des iibergeordneten
Oberbegriffes (oder Gattungsbegriff) und der Bei-
fligung des artbildenden Unterschiedes. Beispiel:
Das Trapez ist ein Viereck (Oberbegriff) mit einem
Paar paralleler Seiten (artbildender Unterschied).
Im allgemeinen umschreibt man also einen Begriff
mit Hilfe des niachsthéheren Gattungsbegriffs, der
umfassender und einfacherist. Und dieser einfachere
Begriff wird seinerseits auf einen noch einfacheren
Begriff zuriickgefithrt usw. Die Gesamtheit all dieser
Definitionen bildet daher eine Kette und jede einzel-
ne Definition ist ein Glied davon. SchlieBlich muf3
man —und zwar nach endlich vielen Schritten! — zum



Schlufl dieser Kette gelangen. Dieses Ende ist dann
erreicht, wenn man auf einen Begriff gestoBen ist,
der sich nicht mehr mit Hilfe eines noch umfassen-
deren oder einfacheren Begriffs erkliren 14Bt. Ein
solcher Begriff heil3t eben ein Grundbegriff oder Ur-
begriff. Punkt, Gerade, Ebene sind nun derartige
Grundbegriffe. Sie sind so einfach, daf} sie nicht in
ublicher Weise einwandfrei definiert, jedoch aus der
unmittelbaren Anschauung erfal3it werden kénnen.
Die richtige Einfithrung der geometrischen Grund-
begriffe in der Schule soll also direkt an wahrnehm-
bare, konkrete Objekte ankniipfen und darauf aus-
gehen, die im jungen Menschen schlummernde Idee
dieser Grundbegriffe zu wecken und zu entwickeln.
Es handelt sich ja darum, schon vorhandene, aber
noch verschwommene Vorstellungen allmahlich zu
préazisieren. Deswegen spricht man von werdenden
Begriffen. Im ersten Teil des vom Verein Schweize-
rischer Mathematik- und Physiklehrer herausgege-
benen ,Leitfadens der Planimetrie‘, dessen 1. Auflage im
Jahre 1932 erschien, ist nun dargestellt, wie man die-
sen geistigen ProzeB auf geschickte Weise einleiten
kann. Der Begriff des geometrischen Punktes zum Bei-
spiel wird darin (vgl. die 4. Auflage, S. g) als ,be-
stimmte Stelle’ oder ,praziser Ort® aufgefa3t und
durch fortgesetzte, immer feinere Gebietseinteilung
auf einem Zeichenblatt eingefuhrt. Um die richtige
Vorstellung der geometrischen Geraden zu wecken,
wird zunichst auf die Herstellung einer Sagemehl-
oder Gipsspur (in die man etwa auch eine Leine oder
Richtschnur legt) bei der Gebietsabgrenzung fir
einensportlichen Wettkampfhingewiesen. Will man
genauer sein, so werden ein straff gespannter Faden,
die scharfe Kante eines guten Lineals oder auch eine
optische Visierlinie (Lichtstrahl) als gute Bilder fiir
den Begriff der ,Geraden® verwendet.

Dem Mathematiker gentigen jedoch solche an-
schauliche, aber grobe ,Bilder® nicht. Er ist vielmehr
bestrebt, von bloB intuitiven zu logischen Begriffen
fortzuschreiten. Ein restlos befriedigendes Verfahren
zur logischen Erfassung der geometrischen Grund-
begriffe hat nun zuerst der berithmte Mathematiker
David Hilbert (1862—1943, zuletzt Professor an der
Universitit in Gottingen) in seinem Buche ,Grund-
lagen der Geometrie* dargestellt. Dieses epochemachen-
de Buch ist zum Standardwerk der Grundlagen-
forschung, zum ,Brevier‘ des Axiomatikers gewor-
den. Die erste Ausgabe datiert vom Jahre 18g9. Bis
heute hat es acht Auflagen erlebt, obwohl seine
griindliche Durcharbeitung groe Ausdauer, viel

mathematisches Verstindnis und geiibtes Abstrak-
tionsvermogen erfordert. Hilbert stellt sich darin die
Aufgabe, die Geometrie aus den drei Grundbegriffen Punkt,
Gerade und Ebene und aus einem vollstindigen und mig-
lichst einfachen System von Grundsdtzen neu aufzubauen.
Hilbert beginnt nun seinen Aufbau der Geometrie
mit der folgenden Erkliarung: «Wir denken drei ver-
schiedene Systeme von Dingen: Die Dinge des
ersten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie
mit A, B, C...; die Dinge des zweiten Systems nennen
wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b, c...; die
Dinge des dritten Systems nennen wir £benen und be-
zeichnen sie mita, §, y...»

Hilbert geht somit nicht nur von der Einsicht aus,
daB sich die Grundbegriffe nicht definieren lassen,
sondern daB es auBerdem fiir den Aufbau der Geo-
metrie ganz belanglos ist, was die Grundbegriffe
uiberhaupt sind, was ihr Name bedeutet. Das Wesen
dieser Begriffe erschépft sich in dem Umstande, daB
sie den gegenseitigen Verkniipfungsmoglichkeiten —
Spielregeln, wie man auch sagen konnte — geniigen,
die durch die Aufstellung der geometrischen Grund-
satze postuliert werden. Eine Definition der Grund-
begriffe ware also ohnehin unnitz.

Wir haben hier eine dhnliche Situation wie bei den
Figuren des Schachspiels. Wenn diese noch nicht
auf dem Schachbrett stehen, sondern in einer
Schachtel liegen, unterscheiden sich die verschiede-
nen Figurenarten nur durch ihre Form und ihren
Namen (Bauer, Laufer, Springer usw.). Ihre Bedeu-
tung ergibt sich erst aus den Spielregeln.

3. Die geometrischen Grundsdtze

Zum Begriff des geometrischen Grundsatzes gelan-
gen wir durch eine dhnliche Uberlegung, wie sie zur
Einfithrung der geometrischen Grundbegriffe erfor-
derlich war: Man rithmt der Geometrie und der
Mathematik tiberhaupt nach, daB ihre Sitze beweis-
bar sind. Das will also besagen, daB3 man irgendeinen
geometrischen Lehrsatz durch rein logische Denk-
operationen (Schliisse) ausfrither bewiesenen Sitzen
herleiten kann. Und jene fritheren Sitze stiitzen sich
auf noch weiter zuriickliegende usw. Da nun aber
dieses RiickwirtsschlieBen ebenfalls nicht unend-
lich oft ausfithrbar ist, mu3 man einmal zu letzten
(oder besser gesagt: zu ersten) Siatzen kommen, die
nicht weiter zuriickfithrbar sind. Diese unreduzier-
baren und grundlegenden Sitze nennt man eben
Grundsdtze. Man verwendet fiir sie sehr hiaufig auch
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den Ausdruck Axiom, der seit dem 5. Jahrhundert
nach Christus in Gebrauch ist. Er wird vom grie-
chischen Wort axioo (= ich fordere, glaube) abge-
leitet.

Die geometrischen Grundsatze sind demnach unent-
behrliche Forderungen, die nicht bewiesen werden,
weil sie einfachste geometrische Wahrheiten ent-
halten, die auf keine einfacheren Wahrheiten zu-
riickgefithrt werden. Beinahe alle Grundsitze sind
auch unmittelbar einleuchtend, so daf3 ein Beweis ohne-
hin iiberflissig wire. In der posthumen Ausgabe des
Lehrbuches,Eléments de géométrie‘ vom Jahre 1873
von A. M. Legendre (1752—1833), einem groBen fran-
zosischen Geometer, steht geradezu die Definition:
«L’axiome est une proposition évidente par elle-
méme.» Diese Erkldrung ist jedoch vom heutigen
Standpunkt der Grundlagenforschung entschieden
abzulehnen.

Wie schon angedeutet, setzt sich die Axiomatik, das
heiBt die moderne axiomatische Behandlung der
Geometrie, zum Ziel, die Gesamtheit der geometri-
schen Erkenntnisse aus einem vollstindigen und
dennoch moglichst einfachen System von Grund-
sitzen wie aus einem ,Samenkorn‘ heraus, allein
durch formale Logik, zu entwickeln. Es ist ein sehr
beachtenswertes Verdienst des griechischen Mathe-
matikers Fuklid, daB3 er in seinem berithmten, um
zirka 300 v.Chr. entstandenen Hauptwerk ,Ele-
mente’ den ersten Versuch unternommen hat, diese
axiomatische Methode zu verwirklichen. Das ideale
Ziel, das schon Euklid vorschwebte, ist gewil} lik-
kenlos, rein logische Ableitung aller damals be-
kannten geometrischen Satze aus vorher vollstandig
aufzustellenden Voraussetzungen, also auch eine
klare Scheidung zwischen den Grundlagen und dem
Lehrgebiude der Geometrie. Den Haupteinwand,
den man gegen das Euklidische System der fiinf
,Postulate‘ — unter denen an letzter Stelle das schon
im Altertum als fragwiirdig empfundene ,Euklidi-
sche Parallelenaxiom® figuriert — ins Feld fithren
kann, ist seine ausgesprochene Unvollstindigkeit.
Nach Euklid waren die Fortschritte in der Grund-
lagenfrage recht diirftig. Wahrend der langen Zeit-
spanne von zwei Jahrtausenden bestehen die be-
treffenden Bemiithungen fast ausschlieBlich in un-
zihligen und ganz vergeblichen Versuchen, das
Parallelenaxiom als ableitbaren Satz zu entlarven.
Erst seit dem Auftreten des genialsten Mathemati-
kers der Neuzeit, Karl Friedrich Gauf (1777-1855),
kam endlich Schwung in die Grundlagenforschung.
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Die nun einsetzende erfolgreiche Nachpriiffung der
Fundamente der Geometrie galt zundchst aber mehr
der Abklirung der Parallelenfrage und fuhrte um
das Jahr 1830 zu einem ganz unerwarteten Ergeb-
nis, namlich zur Entdeckung einer Nicht-Euklidischen
Geometrie. Damit wurde gleichzeitig das Parallelen-
axiom als echtes, unbeweisbares Axiom erkannt.
Eine erfolgreiche und fiir die axiomatische Behand-
lung aller (hiefir in Betracht kommenden) Gebiete
vorbildliche Form erhielt die Axiomatik jedoch erst
in David Hilberts schon erwahnten ,Grundlagen der
Geometrie‘. Hier ist nun ein System von Grund-
satzen zusammengestellt, das 20 Axiome enthailt.
Sie werden zur besseren Ubersicht in die folgenden
finf Gruppen eingeteilt:

I. Axiome der Verknupfung: Nr. 1-8
II. Axiome der Anordnung: Nr. g-12
III. Axiome der Kongruenz: Nr. 13-17

IV. Axiom der Parallelen: Nr. 18
V. Axiome der Stetigkeit: Nr. 1920

Jede Axiomgruppe driickt gewisse zusammengeho-
rige Grundtatsachen unserer Raumanschauung aus.
Zur ersten Axiomgruppe gehort zum Beispiel der
wohlbekannte Grundsatz: Ju zwei Punkten A, B gibt
es stets eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A, B
zusammengehort. Es werden hier die Grundbegriffe
Punkt und Gerade miteinander verknupft. Darum
spricht man von einem Verkniipfungsaxiom.

Die Axiome der zweiten Gruppe bringen die An-
ordnung der Punkte auf einer Geraden und in einer
Ebene zum Ausdruck. Ein wichtiges Beispiel lautet:
Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr
als einen, der zwischen den beiden anderen liegi. Durch
dieses Axiom wird die Gerade insbesondere zur
Kreislinie in Gegensatz gebracht. Denn von drei
voneinander verschiedenen Punkten aufeiner Kreis-
linie kann jeder als ,zwischen den beiden andern lie-
gend® aufgefaBBt werden.

Um die dritte Gruppe zu illustrieren, diene das
letzte Kongruenzaxiom: Wenn fiir zwei Dretecke ABC
und A'B'C’ die Kongruenzen AB = A'B’, AC = A'C’,
<X BAC = <t B'A'C’ gelten, so ist auch stets die Kon-
gruenz erfillt: ¢ ABC = < A’B’'C’. Diese Aussage
enthilt beinahe den ersten Kongruenzsatz. Es fehlt nur
noch der Nachweis, daB3 alsdann auch noch BC=
B’C’ ist. Wenn man die finf Kongruenzaxiome ge-
nauer studiert, so kommt man zur Einsicht, daf3 sie
die Grundlage fir die Einfiihrung des Messens bilden.



Die letzte Axiomgruppe sei hier durch das berithm-
te, sogenannte ,Axzom von Archimedes* vertreten: Sind
AB und CD (CD<<AB) irgendwelche Strecken, so gibt es
auf der Geraden AB eine Anzahl von Punkten A,, A,,
A,y ..., A, so daf die Strecken AA,, A\ A5, A54,, .. .,
A, A, der Strecke CD kongruent sind und B zwischen A
und A liegt. Erst nach der Annahme dieses Grund-
satzes istder Vorgang des Messens vollstindig sicher-
gestellt. Denn zum Messen gehort vor allem die Ein-
heitsstrecke, zum Beispiel CD. Hier ist iibrigens die
Kontaktstelle der reinen Geometrie mit der Arith-
metik, weil beim Messen die {ahl zur Anwendung
kommt.

Samtliche Axiome der Verkniipfung, der Anord-
nung, der Kongruenz und der Stetigkeit geniigen
nicht, um die Geometrie liickenlos axiomatisch auf-
zubauen. Dazu muB} in das System noch ein Axiom
iiber die Parallelen aufgenommen werden, welches bei
Hilbert wie folgt lautet: Es set a eine beliebige Gerade
und A ein Punkt auferhalb a: dann gibt es in der durch A
und a bestimmten Ebene hichstens eine Gerade, die durch
A lduft und a nicht schneidet. Diesem besonders wichti-
gen und wegen seiner Fragwiirdigkeit von jeher zu
heftigen Diskussionen AnlaB gebenden Postulat
sollte man ein ausfiirliches Kapitel widmen konnen.
Dies wiirde jedoch den knappen Rahmen eines Zeit-
schriftenartikels in unzulassiger Weise sprengen.
Darum miissen wir uns hier mit den folgenden weni-
gen Bemerkungen begniigen und fiir eine eingehen-
dere Auseinandersetzung mit der erregenden Frage
des Parallelenaxioms auf die am SchluB3 angegebene
Literatur verweisen.

Schon reiferen, selbstindig denkenden Sekundarschiilern kann
das Parallelenaxiom (= PA) einiges Kopfzerbrechen verursa-
chen. Die mannigfachen Denkschwierigkeiten, die beim tiefe-
ren Nachdenken iiber diesen Grundsatz auftreten, werden vor
allem durch den Umstand hervorgerufen, daB3 man ihn mei-
stens mit dem Begriff des Unendlichen verbindet. Man redet ja
hiufig davon, daB sich zwei Parallelen im Unendlichen schnei-
den oder vom unendlich fernen Schnittpunkt von zwei Paral-
lelen. Die Berechtigung zu dieser fatalen Verkniipfung des PA
mit der Vorstellung eines unendlich ausgedehnten Raumes
entnimmt man eigentlich nur zwei Stellen am Anfang des
ersten Buches der Elemente von Euklid (Definition der Paral-
lelen und fiinftes Postulat). In der neueren deutschen Ausgabe
der ,Elemente‘ von Clemens Thaer ist das fiinfte Postulat wie
folgt iibersetzt worden: Und dafi, wenn eine gerade Linie beim
Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daf innen auf derselben Seite
entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann
die zwei geraden Linien bei Verlingerung ins Unendliche sich treffen
auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei
Rechte sind. Haufiger wird die von uns hervorgehobene Stelle

vorsichtiger (oder zutreffender?) mit ,bei unbegrenzter Verlinge-
rung® wiedergegeben. ,Unbegrenzt’ hat aber nicht unbedingt
die Bedeutung von ,ins Unendliche ausgedehnt’. Man denke
zum Beispiel an die Verhiltnisse auf einer Kugeloberfliche,
welche unbegrenzt und doch endlich ist. AuBBerdem ist es ver-
wunderlich, wenn man annehmen muB, da3 Euklid sich einen
unendlich ausgedehnten Raum gedacht habe. Denn er stand
gewiB unter dem EinfluB des zu seiner Zeit herrschenden Welt-
bildes von Plato und Aristoteles, das einen endlichen Raum po-
stuliert. Aristoteles hat sogar sechs Beweise fiir die Endlichkeit
des Raumes geliefert. Es entsteht somit die Frage, wie die zwei
betreffenden Stellen in der urspriinglichen Fassung der ,Ele-
mente‘ in Wirklichkeit gelautet haben. Da unseres Wissens in
der Fachliteratur nirgends ausdriicklich gesagt wird, daBl das
Original nicht mehr vorhanden sei, so besteht immer noch die
Moglichkeit, diese Frage durch kompetente Philologen abkla-
ren zu lassen.

Das Auftreten der angedeuteten Denkschwierigkeiten 148t sich
vermeiden, wenn man in den Lehrbiichern und im Unterricht
dem PA (wie bei Hilbert) eine Fassung gibt, in welcher das
ominose Wort ,unendlich® gar nicht vorkommt. Ubrigens kann
man das PA ohne weiteres durch andere, gleichwertige Grund-
sitze ersetzen, zum Beispiel: Die Punkte, die von einer Geraden
gleich weit entfernt sind und sich auf der einen Seite dieser Geraden be-
finden, liegen auf einer Geraden.

4. Notwendige Eigenschaften eines Axiomensystems

Nicht nur fiir die Geometer des Altertums, sondern
bis in die Neuzeit war jedes Axiom eine an sich ein-
leuchtende Wahrheit. Nach dieser Auffassung ist also
jedes Axiom nach seiner Evidenz zu beurteilen. Dem
PA machte man nun schon im Altertum den Vor-
wurde, daB es nicht evident genug sei und eher den Ein-
druck eines verwickelten geometrischen Satzes er-
weckte. Darum versuchten schon die ersten Bearbei-
ter und Erkliarer des Euklidischen Textes das PA als
Folgerung aus andern Satzen abzuleiten oder durch
ein anderes, eine groBere Evidenz besitzendes Postu-
lat zu ersetzen. Wie schon erwidhnt, wurden durch
viele Jahrhunderte hindurch immer wieder die
groBten und erfolglosen Anstrengungen gemacht,
die Abhangigkeit des PA von andern Satzen aufzu-
decken, bis zu Beginn des 19. Jahrhunderts endlich
Zweifel an der alleinigen Berechtigung der Euklidi-
schen Geometrie auftauchten. Und damit trat die
Wendung zur endgiiltigen Losung des groBen Rat-
sels um das PA ein. Es war namlich dem Géttinger
Professor K. F. Gauf vorbehalten, als erster die ent-
scheidende Frage aufzuwerfen: Ist es nicht miglich,
ein logisch einwandfreies System einer Geometrie aufzu-
bauen, die ein dem PA widersprechendes Axiom und dazu
die iibrigen Euklidischen Annahmen voraussetzt?

Eine solche Geometrie — eine sogenannte Nicht-
euklidische Geometrie — wurde nun tatsichlich am An-
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fang des 19. Jahrhunderts entdeckt, und zwar fast
gleichzeitig und ganz unabhéngig voneinander von
vier verschiedenen Mathematikern, niamlich von
Gauf, dem Ungar 7. Bolyai, dem Russen 1. Loba-
tschewskij und dem Deutschen F. K. Schweikart. Die
Antwort dieser vier Geometer auf die zwei Jahrtau-
sende alte Frage lautet iibereinstimmend: Das Eu-
klidische fiinfte Postulat lafit sich nicht beweisen, da es uns
mit Hilfe der davon verschiedenen Hypothese der Existenz
von zwei Parallelen (zu einer Geraden durch jeden
nicht auf dieser Geraden liegenden Punkt) gelungen
ust, eine widerspruchsfreie Geometrie aufzubauen.
Sonderbar ist, daB alle vier Manner, die vorhin er-
wahnt wurden, Gaul} vielleicht ausgenommen, an
der zweiten Moglichkeit einer Nichteuklidischen
Geometrie vorbeigegangen sind. Erst Bernhard Rie-
mann (1826-1866, Professor der Mathematik in
Gottingen) hat eine solche Moglichkeit vollstandig
erkannt. Riemann nahm den Raum als unbegrenzt,
aber als endlich an und hat eine widerspruchslose
Geometrie entwickelt, in der es keine Parallelen gibt.
Damit stellte Riemann der Nichteuklidischen Geo-
metrie erster Art (oder hyperbolischen Geometrie)
von GauB und seinen drei Zeitgenossen eine Nicht-
euklidische Geometrie zweiter Art (oder elliptische Geo-
metrie) entgegen.

Diese knappen Hinweise auf die Existenz von meh-
reren Geometrien werden bei manchem Leser ver-
schiedene Fragen hervorgerufen haben, insbeson-
dere diese: Wie mufi denn ein Axiomensystem beschaffen
sein, damit es als geeignete Grundlage einer Geometrie gelten
kann ? Welches sind also die allgemeinen Eigenschaf-
ten eines einwandfreien Axiomensystems (= AS),
aus dem sich das ganze Lehrgebiaude der Geometrie
rein formal durch logische Deduktion entwickeln
1aBt? Bei den kritischen Untersuchungen, die mit
den Grundlagen der Geometrie verknupft sind, ha-
ben sich die folgenden Kriterien immer mehr be-
festigt :

1. Die wichtigste und selbstverstandlichste Eigen-
schaft, die ein System von Axiomen besitzen mulb,
ist seine Vollstindigkeit. Unter einem vollstindigen
AS versteht man ein solches, in dem alle zum Aufbau
der Geometrie notwendigen Axiome wirklich aufge-
zahlt sind. Es sollen keine Grundsatze stillschweigend
eingefithrt werden. Es darf nicht vorkommen, da@3
man sich nachtraglich aufs neue aufdie Anschauung
berufen muB3, um im Aufbau der Theorie weiterzu-
kommen, sondern alle weiteren geometrischen Ur-
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teile sollen sich nur durch logisches SchlieBen allein
folgern lassen. Es wire also ein grober VerstoB3 gegen
die Sauberkeit des Verfahrens, wenn man nach der
Erstellung des Fundamentes immer noch die an-
schauungsgemifBe Evidenz mitspielen lassen wollte.

2. Eine weitere unerlaBliche Forderung ist die Wi-
derspruchlosigkeit der Axiome. Es muB3 gewil3 sein, dal
sich aus den Grundlagen nie zwei Folgesitze erge-
ben, von denen der eine das Gegenteil des andern
behauptet. Die Forschungsarbeit des Axiomatikers
befaBt sich in erster Linie mit der Prufung der
Axiome auf diese Eigenschaft.

3. SchlieBlich stellt man an ein ideales AS noch die
Forderung der Unabhdngigkeit. Es diirfen keine iiber-
fliissigen Bestandteile in einem logisch einwand-
freien AS enthalten sein, das heil3t keine Sitze, die
sich aus andern Aussagen dieses Systems herleiten
lassen. Es sollte hier ein unerbittliches ,Entweder-
Oder® herrschen: Wenn man sich einmal fiir ein be-
stimmtes AS entschieden hat, so sollte jeder geo-
metrische Satz alsdann entweder ein Axiom oder eine
ableitbare Beziehung sein. Bei der Feststellung der
Unabhéangigkeit eines Grundsatzes hat man sich
somit zu vergewissern, dall die noch so weitgetrie-
bene Kombination der gegebenen Aussagen nie-
mals den betreffenden Satz als SchluBfolgerung
liefert.

Es hat sich allerdings immer deutlicher erwiesen, daB sich der
restlosen Erfuillung dieser dritten Forderung erhebliche Schwie-
rigkeiten entgegenstellen, insbesondere dann, wenn sich ein
Axiomatiker wie zum Beispiel F. Gonseth (Professor der Mathe-
matik an der ETH, Ziirich) ernsthaft bemiiht, seinem syste-
matischen Aufbau der Geometrie auch eine natirliche und
harmonische Gestalt zu geben, die fiir eine konsequente Behand-
lung auf der obersten Stufe einer héheren Mittelschule in Frage
kommen kann.

Bemerkenswert ist der Umstand, da3 Unabhingigkeit und
Widerspruchsfreiheit auf das engste zusammenhingen. Denn
ein Satz ist von einem AS unabhingig, wenn seine Negation
mit dem AS nicht in Widerspruch steht. Daraus folgt, daB die-
selben Methoden, die fiir den Nachweis der Widerspruchslo-
sigkeit Verwendung finden, auch fiir Unabhingigkeits-Unter-
suchungen in Betracht kommen. Man verfiigt tiber verschie-
dene derartige Methoden. Die wichtigste und erfolgreichste ist
die Modellmethode, die sich wie folgt kurz beschreiben 148t: Es
bedeute A, ein Axiomensystem, dessen Widerspruchslosig-
keit nachgewiesen werden soll. Ferner sei A, ein Axiomen-
system, von dem wir wissen, dal3 es widerspruchsfrei ist. Ge-
lingt es nun, durch geeignete Namengebung — durch einen
passenden ,Schliissel® — die Axiome von A; umkehrbar eindeu-
tig auf die Axiome von A, ,abzubilden’, so ist auch das System
A, widerspruchslos. Man sagt dann, das System A, sei ein



Modell des Systems A,. Die Modellmethode fithrt also die
Widerspruchslosigkeit eines Axiomensystems A; auf die eines
andern A, zuriick.

Aus diesen Ausfithrungen geht hervor, daB die fri-
here Forderung der Evidenz als wesentliche Eigen-
schaft der geometrischen Grundsitze endgiiltig fal-
len gelassen wird. Wir haben auBBerdem die Einsicht
gewonnen, daf3 das AS einer Geometrie nicht eindeu-
tig festgelegt werden kann. Die Wahl der notwendi-
gen Grundsitze unterliegt vielmehr einer gewissen
Willkiir. Es sind denn auch in der ersten Hélfte die-
ses Jahrhunderts eine ganze Reihe von neuen Axio-
mensystemen aufgestellt worden, die wesentlich von-
einander verschieden sind. Unter ihnen ist neben
dem AS von Hilbert jenes von Gonseth das beach-
tenswerteste. Eine Aussage, die in dem einen System
als Axiom auftritt, kann in einem andern etwa als
ableitbarer Satz erscheinen.

Es driangen sich noch folgende Fragen auf: Welches
ist nun die wahre Geometrie, die Euklidische oder
eine der Nichteuklidischen? Wie steht es mit der
Giiltigkeit dieser Geometrien im Raume der Erfah-
rung, das heiBt in der uns durch die Sinnesorgane
vermittelten Welt der Erscheinungen? Und was ist
eine Geometrie iiberhaupt ? In unserem Buche {iber
,Geometrie und Philosophie® (siehe das Literaturver-
zeichnis am SchluB3) haben wir versucht, auf diese
Fragen eine auch fur Nichtmathematiker verstind-
liche Antwort zu geben. Wegen der begreiflichen
Beschrinkung des zur Verfiigung stehenden Rau-
mes, miissen wir uns hier mit der folgenden Jusam-
menfassung begniigen:

Jede der drei Geometrien l4Bt sich aus einem voll-
stindigen und unabhingigen AS widerspruchsfrei
aufbauen und ist daher vom rein logischen Stand-
punkt gleichberechtigt. Eine Geometrie ist ferner ein
Gedankenschema, das eine Grundlage liefert fir die
Beschreibung des Erfahrungsraumes, fir die Be-
herrschung der Bewegungsméglichkeiten oder Ob-
jekte und fiir das Messen der Entfernungen, der
Flichen- und Volumeninhalte. Wie ein Stadtplan
oder eine Landkarte liefert uns die Geometrie, wie
jedes Schema, nicht eine getreue, sondern nur eine
summarische Wiedergabe der Wirklichkeit.
Schlufbemerkungen: Die gro3e Bedeutung der Axioma-
tik besteht darin, daB sie nicht nur fir die Geome-
trie, sondern auch fur alle ibrigen mathematischen
Disziplinen, insbesondere fiur die Arithmetik, und
dariiber hinaus noch fiir weitere Sachgebiete (in
erster Linie fiir die theoretische Mechanik = ,Méca-

nique rationelle®) verwendbar ist. Kennt man von
irgendeiner exakten, deduktiven Wissenschaft ein
AS, und hat man die GewiBheit, daB3 es vollstindig,
in sich widerspruchslos ist und daB die einzelnen
Axiome voneinander unabhingig sind, so 146t sich
das ganze Sachgebiet rein deduktiv aus dem AS ent-
wickeln. Die axiomatische Methode fiithrt somit eine
tiefgehende logische Klirung einer Wissenschaft
herbei, die aufkeine andere Art erzielt werden kann.
Dieser Einsicht gibt Hilbert in seiner Abhandlung
,Axiomatisches Denken‘ mit den folgenden vielsa-
genden Worten Ausdruck: «Ich glaube, alles, was
Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens tiber-
haupt sein kann, verfallt, sobald es zur Bildung einer
Theorie reif ist, der axiomatischen Methode und
damit unmittelbar der Mathematik. Durch Vor-
dringen zu immer tieferliegenden Schichten von
Axiomen gewinnen wir auch in das Wesen des wis-
senschaftlichen Denkens selbst immer tiefere Ein-
blicke und werden uns der Einheit unseres Wissens
immer mehr bewufBt.»
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Die Problematik der Staaten, des Abendlandes wie der
Weltkirche ist, grob gesagt, dreimal der Mensch: wie
man thn unterbringt und erndhrt; wie man thn beschaftigt,
so daf er sich selbst erndhrt: die wirtschaftliche und so-
ziale Erneuerung ; und wie man thn zu sich selbst bringt:
die geistige und religiose Erweckung.
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